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Когомологии алгебр 2

ГА7½⋄1 (комплекс Шевалле). Обозначим через 𝔘 = 𝔘(𝔤) и 𝛬𝔤 универсальную обёртывающую и внеш-
нюю алгебры алгебры Ли 𝔤 и вложим 𝛬𝔤 в T𝔤 ⊂ T𝔘 по правилу

𝑥 ∧ … ∧ 𝑥 ↦ 1
𝑚! ∑

∈𝔖
sgn(𝜎) 𝑥 ( ) ⊗ … ⊗ 𝑥 ( ) .

Покажите, что а) 𝔘 ⊗ 𝛬𝔤 ⊂ 𝔘 ⊗ T(𝔘) = 𝔹(𝔘) ⊗
𝔘
𝕜 переводится в себя бар-дифференциалом и под-

комплекс ⋯ → 𝔘 ⊗ 𝛬 𝔤 → 𝔘 ⊗ 𝔤 → 𝔘 −→ 𝕜 → 0 тоже является свободной резольвентой тривиаль-
ного 𝔘-модуля 𝕜 б) ограничение на неё бар-дифференциала имеет вид 𝜕 (𝑢 ⊗ 𝑥 ∧ 𝑥 ∧ … ∧ 𝑥 ) =

= ∑
=

(−1) + 𝑢𝑥 ⊗ 𝑥 ∧ ⋯ ∧ 𝑥 ∧ ⋯ ∧ 𝑥 + ∑
<

(−1) + 𝑢 ⊗ [𝑥 , 𝑥 ] ∧ 𝑥 ∧ ⋯ ∧ 𝑥 ∧ ⋯ ∧ 𝑥 ∧ ⋯ ∧ 𝑥 .

ГА7½⋄2. Покажите, что сопоставление точной тройке 𝔤-модулей 0 → 𝑉 → 𝑊 −→ 𝕜 → 0 отображения
𝜉∶ 𝔤 → 𝑉, 𝑥 ↦ 𝑥𝑤, где 𝑤 ∈ 𝑊 — произвольно фиксированный элемент с 𝜋(𝑤) = 1, корректно
задаёт биекцию между классами изоморфных расширений 𝔤-модуля 𝑉 тривиальным одномерным
модулем 𝕜 и группой 𝐻 (𝔤,𝑀) первых гомологий комплекса, полученного применением Hom( ∗ ,𝑀)
к комплексу Шевалле.

ГА7½⋄3. Для произвольного 𝔤-модуля 𝑀 зададим на пространстве 𝔥 = 𝑀 ⊕ 𝔤 скобку правилами
[𝑚 ,𝑚 ]𝔥 = 0, [𝑥,𝑚]𝔥 = 𝑥𝑚, [𝑥,𝑦]𝔥 = [𝑥,𝑦]𝔤 + 𝛽(𝑥,𝑦), где 𝑚 ∈ 𝑀, 𝑥,𝑦 ∈ 𝔤, а 𝛽∶ 𝔤 × 𝔤 → 𝑀 билинейная
форма. Покажите, что сопоставление 𝔥 ↦ 𝛽 задаёт биекцию между группой 𝐻 (𝔤,𝑀) и классами
алгебр Ли 𝔥, содержащих 𝑀 в качестве абелева идеала с 𝔥∕𝑀 ≃ 𝔤, которые рассматриваются с
точностью до изоморфизма алгебр Ли, тождественного и на 𝑀 и 𝔤.

ГА7½⋄4 (квадратичные алгебры). Для конечномерного векторного пространства 𝑉 над полем 𝕜 ал-
гебра 𝐴 = T(𝑉)∕(𝐼), где (𝐼) — двусторонний идеал, порождённый подпространством 𝐼 ⊂ 𝑉 ⊗ 𝑉, и
алгебра 𝐵 = 𝐴! = T(𝑉∗)∕ (𝐼⊥), где 𝐼⊥ = Ann 𝐼 ⊂ 𝑉∗ ⊗ 𝑉∗, называются двойственными квадратичными
алгебрами. Зададим на 𝐵 ⊗ 𝐴 умножение правилом (𝑎 ⊗ 𝑏 ) ⋅ (𝑎 ⊗ 𝑏 ) = (−1)| || |(𝑎 𝑎 ) ⊗ (𝑏 𝑏 ),
а на 𝐾 ≝ 𝐵 ⊗ 𝐴∗ — структуру правого модуля над полученной алгеброй 𝐵 ⊗ 𝐴 так, что элемент
𝛽 ⊗ 𝑎 действует на 𝐵 ⊗ 𝐴∗ оператором 𝜚 ⊗ 𝜆∗ , где 𝜚 ∶ 𝐵 → 𝐵, 𝛽′ ↦ 𝛽′𝛽, а 𝜆 ∗∶ 𝐴∗ → 𝐴∗ двойствен
оператору 𝜆 ∶ 𝐴 → 𝐴, 𝑎′ ↦ 𝑎𝑎′. Покажите что элемент Казимира 𝜘 ≝ Id ∈ End(𝑉) = 𝑉 ⊗ 𝑉∗ ⊂ 𝐵 ⊗ 𝐴
имеет 𝜘 = 0 в алгебре 𝐵 ⊗ 𝐴 и что правое умножение на него задаёт на 𝐵 ⊗ 𝐴∗ структуру ком-
плекса1 левых 𝐵-модулей с дифференциалом 𝜕∶ 𝛽 ⊗ 𝛼 ↦ ∑(𝛽 ⋅ 𝑥 ) ⊗ (𝑒 ⨽ 𝛼), где 𝑥 ∈ 𝑉∗ и 𝑒 ∈ 𝑉 —
двойственные базисы.

ГА7½⋄5. Покажите, что алгебры 𝑆(𝑉) и 𝛬(𝑉∗) квадратично двойственны, и опишите когомологии их
комплекса Кошуля.

ГА7½⋄6. Докажите равносильность следующих условий на двойственные квадратичные алгебры 𝐴
и 𝐵: а) комплекс Кошуля 𝐵 ⊗ 𝐴∗ является свободной резольвентой тривиального модуля 𝕜 в кате-
гории градуированных левых 𝐵-модулей б) отображение 1 ⊗ 𝜏∶ 𝐵 ⊗ 𝐴∗ → 𝐵 ⊗ T(𝐵), где оператор
𝜏∶ 𝐴∗ → T(𝑉∗) = T(𝐵 ) ⊂ T(𝐵) двойствен факторизации T(𝑉) ↠ 𝐴 = T(𝑉)∕(𝐼), является квазиизорфиз-
мом2 левых DG-𝐵-модулей между комплексом Кошуля 𝐵 ⊗ 𝐴∗ и 𝐵 ⊗ T(𝐵) = 𝔹(𝐵) ⊗𝕜 — тензорным
произведением над 𝐵 бар-конструкции алгебры 𝐵 с тривиальным 𝐵-модулем 𝕜 в) компонента
степени 𝑗 градуированного 𝐵-модуля 𝐻 (𝐵,𝕜) = Ext (𝕜,𝕜) зануляется при всех 𝑖 ≠ 𝑗 г) для каждого
𝑚 ⩾ 3 подпространства 𝑊 = 𝑉∗⊗ ⊗ 𝐼⊥ ⊗ 𝑉∗⊗( − − ) ⊂ 𝑉∗⊗ c 0 ⩽ 𝜈 ⩽ (𝑚 − 2) образуют дистрибу-
тивную решётку, т. е. 𝑊 ∩ (𝑊 + 𝑊 ) = 𝑊 ∩ 𝑊 + 𝑊 ∩ 𝑊 и 𝑊 + (𝑊 ∩ 𝑊 ) = (𝑊 + 𝑊 ) ∩ (𝑊 + 𝑊 )
при всех 𝛼, 𝛽, 𝛾 д) для каждого 𝑚 ⩾ 3 в 𝑉⊗ имеется такой базис 𝐸 = {𝑒 , 𝑒 , … , 𝑒 }, что 𝑊 ∩ 𝐸
является базисом в 𝑊 для всех подпространств 𝑊 ⊂ 𝑉⊗ из предыдущего пункта.

1он называется комплексом Кошуля квадратично двойственных алгебр
2морфизмом комплексов, индуцирующим изоморфизм когомологий
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