
А. Л. Городенцев∗

введение

в теориюкатегорий
и гомологическуюалгебру

Это записки лекций, которые я читаю на факультете матема-
тики НИУ ВШЭ в осеннем семестре ଶ଴ଵ଼ ∕ଵଽ учебного года.
Упражнения, встречающиеся в тексте существенны для его по-
нимания и обычно используются в дальнейшем. Некоторые из
них снабжены указаниями в конце книги.

Москва, 2018

∗ e-mail:gorod@itep.ru , http://gorod.bogomolov-lab.ru/

e-mail:gorod@itep.ru
http://gorod.bogomolov-lab.ru/


Оглавление

Оглавление . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
§1 Категории и функторы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1 Категории . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Функторы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 Естественные преобразования . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.4 Представимые функторы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

§2 Сопряжённые функторы и (ко)пределы . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.1 Сопряжённые функторы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2 Тензорные произведения и Hom . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3 Пределы диаграмм . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4 Функториальность (ко) пределов . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.5 Существование сопряжённых функторов . . . . . . . . . . . . 40

§3 Абелевы категории . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.1 Линейные категории . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2 Абелевы категории . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.3 Проективные и инъективные объекты . . . . . . . . . . . . . 53
3.4 (Ко)порождающие объекты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.5 Категории модулей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

§4 Комплексы и когомологии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.1 Исчисление градуированных объектов . . . . . . . . . . . . . 64
4.2 Категории комплексов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.3 Комплексы Кошуля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.4 Спектральные последовательности . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.5 Точные треугольники . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

§5 Функторы Tor и Ext . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.1 Инъективные и проективные резольвенты . . . . . . . . . . . 92
5.2 Функторы Tor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
5.3 Плоские модули . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
5.4 Сизигии градуированных модулей . . . . . . . . . . . . . . . 108
5.5 Функторы Ext . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
5.6 Неканонические резольвенты . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
5.7 Умножение Ионеды . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

§6 Гомологии и когомологии алгебр . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
6.1 Бар-конструкция . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
6.2 Аугументированные ассоциативные алгебры . . . . . . . . . 129

Ответы и указания к некоторым упражнениям . . . . . . . . . . . . . . . 130

2



§1. Категории и функторы

1.1. Категории. Категория 𝒞 это класс1 объектов, обозначаемый Ob𝒞, в котором для
каждой упорядоченной пары объектов ௑,௒ ∈ Ob𝒞 задано множество морфизмов

Hom(௑,௒) = Hom𝒞(௑,௒) .

Для разных пар объектов эти множества не пересекаются. Морфизмы удобно пред-
ставлять себе в виде стрелок ఝ∶ ௑ → ௒. Объединение всех стрелок категории 𝒞 обо-
значается Mor 𝒞 = ⨆೉,ೊ∈Ob𝒞 Hom𝒞(௑,௒) и тоже является классом, а не множеством.

Кроме того, для каждой тройки объектов ௑,௒,௓ ∈ Ob𝒞 имеется отображение

Hom(௒,௓) × Hom(௑,௒) → Hom(௑,௓) , (ఝ,ట) ↦ ఝ ∘ట (= ఝట) ,

именуемое композицией2 и ассоциативное в том смысле, что (ఞ ∘ ఝ) ∘ ట = ఞ ∘ (ఝ ∘ ట)
всякий раз, когда эти композиции определены.

Наконец, у каждого объекта ௑ ∈ Ob𝒞 есть тождественный эндоморфизм

Id೉ ∈ Hom(௑,௑) ,

удовлетворяющий условиям3 ఝ ∘ Id೉ = ఝ и Id೉ ∘ ట = ట для любых стрелок ఝ∶ ௑ → ௒
иట∶ ௓ → ௑.

Подкатегория 𝒟 ⊂ 𝒞 это категория, все объекты, стрелки и композиции которой
наследуются из 𝒞. Подкатегория называется полной, если для всех ௑,௒ ∈ Ob𝒟

Hom𝒟(௑,௒) = Hom𝒞(௑,௒) .

Категория 𝒞 называется малой, если Ob𝒞 это множество, а не больший класс. В
этом случае Mor 𝒞 тоже является множеством.

Пример 1.1 (категории, не являющиеся малыми)
Примерыкатегорий, которыене являютсямалыми, это категория𝒮et всехмножестви
всех отображений, категория 𝒯op топологических пространств и непрерывных отоб-
ражений, категория 𝒱ec𝕜 векторных пространств над полем 𝕜 и 𝕜-линейных отобра-
жений и её полная подкатегория vec𝕜 конечномерных пространств, категории ோ-ℳod
иℳod -ோ левых и правыхмодулей над кольцомோ иோ-линейных отображенийи их пол-
ные подкатегории ோ-mod иmod -ோ конечно представимых4 модулей, категория абеле-
вых групп𝒜b = ℤ-ℳod , категория 𝒢rp всех групп и групповых гомоморфизмов, кате-
гория 𝒞mr коммутативных колец с единицей и гомоморфизмов, переводящих едини-
цу в единицу, и т. п.

1Не хотелось бы вдаваться в точную формализацию этого термина (содержательную в той
же мере, как формализация арифметики и теории множеств, изучаемые в стандартном курсе
математической логики). Для наших нужд достаточно, что такая формализация существует
и позволяет говорить, например, о «категории множеств», объекты которой, по понятным
причинам, множества не образуют.

2Значок композиции « ∘ », как и знак умножения, принято опускать, когда ясно, о чём речь.
3Выкладка Id′ = Id′ ∘ Id″ = Id″ показывает, что тождественный морфизм единствен.
4Модуль называется конечно представимым, если он изоморфен фактору свободного мо-

дуля конечного ранга по конечно порождённому подмодулю.

3
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Пример 1.2 (предпорядки, чумы и топологии)
Каждое множество ெ с предпорядком1 ⩽ может рассматриваться как малая катего-
рия, объекты которой суть элементы௠ ∈ ெ, стрелки суть неравенства:

Homಾ(௡,௠) =
{

одноэлементное множество, когда ௡ ⩽ ௠,

∅ в остальных случаях ,
�

а композиция стрелок ௞ ⩽ ℓ и ℓ ⩽ ௡ это стрелка ௞ ⩽ ௡. Таким образом, наличие
композиции и тождественных морфизмов превращаются в транзитивность и рефлек-
сивность отношения ⩽.

Если предпорядок ⩽ кососимметричен, т. е. задаёт наெ (частичный) порядок, то
при௠ ≠ ௡ как минимум одно из множеств Hom(௠,௡), Hom(௡,௠) пусто. Важным при-
мером такой категории-чума2 является категория 𝒰(௑) всех открытых подмножеств
топологического пространства ௑, стрелками в которой являются включения:

Hom𝒰(೉)(௎,ௐ) =
{

вложение ௎ ↪ ௐ, если ௎ ⊆ ௐ
пустое множество, когда ௎ ⊈ ௐ.

�

Пример 1.3 (малые категории и ассоциативные алгебры)
Всякую ассоциативную алгебру3 ஺ с единицей ௘ ∈ ஺можно рассматривать как малую
категорию с одним объектом ௘ и множеством стрелок Hom(௘, ௘) = ஺, композиция на
котором задаётся умножением в этой алгебре. Наоборот, со всякой малой категори-
ей 𝒞 и коммутативным кольцом௄ можно связать алгебру стрелок௄[𝒞], состоящую из
формальных конечных линейных комбинаций стрелок категории 𝒞 с коэффициента-
ми в ௄. Условимся для заданного множества ெ обозначать через ௄ ⊗ ெ свободный
௄-модуль с базисом ெ, образованный всеми конечными формальными линейными
комбинациями элементов множестваெ с коэффициентами из ௄. Тогда

௄[𝒞] ≝ ⨁
೉,ೊ∈Ob𝒞

௄ ⊗ Hom(௑,௒) = �{∑௫೔ఝ೔ | ௫೔ ∈ ௄ , ఝ೔ ∈ Mor(𝒞)} .

Умножение стрелок в алгебре ௄[𝒞] определяется их композицией в категории 𝒞

ఝట ≝
{
ఝ ∘ట если конецట совпадает с началом ఝ
଴ во всех прочих случаях

�

и по дистрибутивности распространяется на произвольные конечные линейные ком-
бинации стрелок. Алгебру௄[𝒞]можно представлять себе как алгебруфинитных квад-
ратных матриц4, строки и столбцы которых занумерованы объектами категории, и в
каждой клетке (௒,௑) стоят элементы из своего ௄-модуля ௄ ⊗ Hom(௑,௒). Эта алгебра,
вообще говоря, некоммутативна и без единицы, однако, для всякого ௙ ∈ ௄[𝒞] суще-
ствует идемпотент ௘೑ = ௘మ೑ со свойствами ௘೑ ∘ ௙ = ௙ ∘ ௘೑ = ௙. В качестве такового
можно взять сумму тождественных эндоморфизмов Id೉ всех объектов ௑, служащих
началами или концами стрелок, линейной комбинацией которых является стрелка ௙.

1Т. е. рефлексивным и транзитивным бинарным отношением.
2Т. е. частично упорядоченного множества.
3Более общим образом— любой ассоциативный моноид, т. е. полугруппу с единицей.
4Возможно, бесконечного размера, но с конечным числом ненулевых элементов.
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1.1.1. Мономорфизмы, эпиморфизмы и изоморфизмы. Стрелкаఝ называется
мономорфизмом1 (соотв. эпиморфизмом2), если на неё можно сокращать слева (со-
отв. справа), т. е. когда ఝఈ = ఝఉ ⇒ ఈ = ఉ (соотв. ఈఝ = ఉఝ ⇒ ఈ = ఉ ). По умолча-
нию мы используем стрелки ↪ для обозначения мономорфизмов, и стрелки ↠ для
эпиморфизмов. Стрелкаఝ∶ ௑ → ௒ называется изоморфизмом (или обратимой стрел-
кой) и обозначается ⥲ , если существует такая стрелка ట∶ ௒ → ௑, что ఝట = Idೊ и
టఝ = Id೉. В этой ситуации объекты ௑ и ௒ называются изоморфными, а морфизмы ఝ
и ట— обратными друг к другу. Например, в предупорядоченном множествеெ, рас-
сматриваемом как категория3, изоморфность элементов௠ и ௡ означает, что௠ ⩽ ௡ и
௡ ⩽ ௠, т. е.௠ и ௡ принадлежат одному классу эквивалентности, ассоциированному с
предпорядком.

1.1.2. Подобъектыифактор объекты.Класс инъективной стрелки с концом в௑
помодулю её умножения справа на обратимые стрелки называется подобъектом объ-
екта ௑, а класс сюрьективной стрелки с началом в ௑ по модулю левого умножения на
обратимые стрелки — фактор объектом объекта ௑. Категория называется умеренно
мощной4, если подобъекты любого её объекта образуют множество. Все категории из
прим. 1.3 умеренно мощны.

Упражнение 1.1 (частичный порядок на под- и фактор объектах). Проверьте, что
в умеренно мощной категории отношение ఝ ⊆ ట, означающее, что существует
такая стрелка క, что ఝ = టక, задаёт частичный порядок на множестве подобъ-
ектов, а отношение ఝ ≽ ట, означающее наличие такой стрелки క, что ఝ = కట,
задаёт частичный порядок на множестве фактор объектов.

Пример 1.4 (конечные упорядоченные множества и комбинаторные симплексы)
Обозначим через ௱big категорию, объектами которой являются конечные упорядо-
ченные множества ௑, а морфизмами — сохраняющие порядок5 отображения. Кате-
гория ௱big не является малой6, но содержит полную малую подкатегорию ௱ ⊂ ௱big,
объектами которой являются конечные подмножества в ℤ вида

[௡] ≝ {଴, ଵ, … , ௡} , ௡ ⩾ ଴ , (1-1)

со стандартным порядком. Множество (1-1) называется ௡-мерным комбинаторным
симплексом, а категория ௱ — симплициальной категорией. Для любого ௑ ∈ Ob௱big
имеется единственный изоморфизм ௡೉∶ ௑ ⥲ [௡] с единственным [௡] ∈ Ob௱, а имен-
но нумерация элементов ௑ в порядке возрастания.

Упражнение 1.2. Сколько всего стрелок в множестве Hom೩([௡], [௠])? Сколько среди
них инъективных? Сколько сюрьективных? Покажите, что алгебра стрелок ℤ[௱],

1А также вложением или инъективным морфизмом.
2А также наложением или сюрьективным морфизмом.
3См. прим. 1.2 на стр. 4.
4По-английски: well powered.
5Т. е. такие отображения ఝ∶ ௑ → ௒, что ௫భ ⩽ ௫మ ⇒ ఝ(௫భ) ⩽ ఝ(௫మ) для всех ௫భ,௫మ ∈ ௑.
6По упомянутым выше логическим причинам, см. сноску на стр. ??.
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как абстрактная ассоциативная алгебра, порождается стрелками

௘೙ = Id[೙] (тождественное отображение) (1-2)

డ(೔)
೙ ∶ [௡ − ଵ] ↪ [௡] (вложение, образ которого не содержит ௜) (1-3)

௦(೔)
೙ ∶ [௡] ↠ [௡ − ଵ] (наложение, склеивающее ௜ с (௜ + ଵ)) (1-4)

и опишите образующие идеала соотношений между этими стрелками.

1.1.3. Обращение стрелок. С каждой категорией 𝒞 связана противоположная
категория 𝒞opp с теми же объектами, но с обращённым направлением всех стрелок:

Ob𝒞opp = Ob𝒞 , Hom𝒞opp(௑,௒) = Hom𝒞(௒,௑) , ఝopp ∘టopp = (ట ∘ఝ)opp .

На языке алгебр такое обращение стрелок означает переход от алгебры ஼ = ௄[𝒞] к
противоположной алгебре ஼opp из тех же элементов, но с происходящим в противопо-
ложном порядке умножением. Мономорфизмы и подобъекты категории 𝒞 являются
эпиморфизмами и фактор объектами категории 𝒞opp и наоборот.

1.2. Функторы. Функтор1 ி∶ 𝒞 → 𝒟 из категории 𝒞 в категорию 𝒟 это отображение
классов Ob𝒞 → Ob𝒟 , ௑ ↦ ி(௑) , и набор таких отображений множеств2

Hom𝒞(௑,௒) → Hom𝒟(ி(௑),ி(௒)) , ఝ ↦ ி(ఝ) , (1-5)

что ி(Id೉) = Idಷ(೉) для всех ௑ ∈ Ob𝒞 и ி(ఝ ∘ట) = ி(ఝ) ∘ ி(ట) всякий раз, когда компо-
зиция ఝ ∘ట определена. На языке ассоциативных алгебр, каждый функтор ி∶ 𝒞 → 𝒟
задаёт гомоморфизм алгебр стрелок ி∶ ௄[𝒞] → ௄[𝒟]. Если все отображения (1-5) сю-
рьективны, функтор ி называется полным3. Образ такого функтора является полной
подкатегорией. Если все отображения (1-5) инъективны, функторி называется стро-
гим4. Такойфунктор задаёт вложение алгебр стрелок. Полные строгие функторы ина-
че называются вполне строгими.

Простейшие функторы — это тождественный функтор Id𝒞∶ 𝒞 → 𝒞, тождествен-
но действующий на объектах и морфизмах, и забывающие функторы, действующие
из какой-либо категории множеств с дополнительной структурой5, морфизмы в ко-
торой суть сохраняющие эту структуру отображения множеств, в категорию 𝒮et всех
множеств— такие функторы просто забывают о структуре. Забывающий функтор не
строг, если имеются различные морфизмы структур, одинаково действующие на под-
лежащих множествах, и не полон, если не всякое отображение множеств сохраняет
рассматриваемую структуру.

1Иногда вместо «функтор» говорят ковариантный функтор.
2По одному отображению для каждой упорядоченной пары объектов ௑,௒ ∈ Ob𝒞.
3По-английски: full.
4По-английски: faithful.
5Например, геометрической — такой, как топология или структура гладкого многообра-

зия, или алгебраической— такой, как структура группы, кольца или модуля.



1.2.Функторы 7

Пример 1.5 (геометрическая реализация комбинаторных симплексов)
Зададим функтор ௱ → 𝒯op из категории комбинаторных симплексов в категорию то-
пологических пространств, сопоставляя ௡-мерному комбинаторному симплексу [௡]
стандартный ௡-мерный симплекс1

௱೙ = {(௫బ,௫భ, … , ௫೙) ∈ ℝ೙+భ | ∑௫ഌ = ଵ , ௫ഌ ⩾ ଴ �} ⊂ ℝ೙+భ , (1-6)

а стрелке ఝ∶ [௡] → [௠] — единственное аффинное отображение ఝ∗ ∶ ௱೙ → ௱೘, дей-
ствующее на базисные векторы по правилу ௘ഌ ↦ ௘ക(ഌ). Это строгий, но не полный
функтор. Образующие элементы (1-3) и (1-4) алгебры стрелок категории ௱ перево-
дятся этим функтором, соответственно, во вложение ௜-той грани ௱(೙−భ) ↪ ௱೙ и в вы-
рождение вдоль ௜-того ребра2 ௱೙ ↠ ௱(೙−భ).

1.2.1. Предпучки. Функтор ி∶ 𝒞opp → 𝒟 называется контравариантным функ-
торомиз𝒞 в𝒟 или предпучком3 объектов категории𝒟 на категории𝒞. Такойфунктор
оборачивает композицию: ி(ఝ ∘ ట) = ி(ట) ∘ ி(ఝ) и на языке ассоциативных алгебр
является антигомоморфизмом алгебр стрелок.

Пример 1.6 (триангулированные пространства)
Обозначим через ௱s ⊂ ௱ неполную подкатегорию, объектами которой тоже являют-
ся комбинаторные симплексы, Ob௱s = Ob௱, но в качестве морфизмов допускаются
только строго возрастающие4 отображения. Категория ௱s называется полусимплици-
альной категорией.

Упражнение 1.3. Убедитесь, что алгебра стрелок ௄[௱s] порождается тождественны-
ми стрелками ௘೙ = Id[೙] и отображениями вложения граней డ(೔)

೙ из (1-3).

Предпучок множеств ௑∶ ௱opp
s → 𝒮et на полусимплициальной категории ௱s называет-

ся полусимплициальным множеством и является ни чем иным, как комбинаторным
описанием триангулированного топологического пространства |௑|, которое называ-
ется геометрической реализацией полусимплициального множества ௑. В самом деле,
функтор ௑ задаёт для каждого целого неотрицательного ௡ множество ௑೙ = ௑([௡]),
каждый элемент которого мы будем воспринимать как стандартный ௡-мерный сим-
плекс (1-6). Таким образом, каждое множество ௑೙ представляет собою набор одина-
ковых ௡-мерных симплексов ௱೙. Пространство |௑| склеивается из них так. Стрелки
ఝ∶ [௡] → [௠] категории ௱s биективно соответствуют ௡-мерным граням ௠-мерно-
го симплекса ௱೘. Будем воспринимать отображение ௑(ఝ)∶ ௑೘ → ௑೙, которое функ-
тор ௑ сопоставляет стрелке ఝ, как правило склейки: оно указывает каждому ௠-мер-
ному симплексу ௫ ∈ ௑೘, какой именно ௡-мерный симплекс ௑(ఝ)௫ ∈ ௑೙ надлежит
приклеить к ௫ в качестве ఝ-той ௡-мерной грани.

Так, на рис. 1⋄1 показана стандартная триангуляция двумерного тора, склеенно-
го из прямоугольника, изображённого на рис. 1⋄2. Эта триангуляция состоит из од-
ного ଴-мерного симплекса, в который склеятся все вершины прямоугольника, трёх ଵ-

1Т. е. выпуклую оболочку концов стандартных базисных векторов ௘బ, ௘భ, … , ௘೙ в ℝ೙+భ.
2Т. е. в проекцию симплекса на грань вдоль ребра, соединяющего ௜-тую вершину с (௜+ଵ)-й.
3Термин «предпучок» употребляется чаще в ситуациях, когда категоря 𝒞 малая.
4Т. е. сохраняющие порядок и инъективные.
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мерных симплексов, в которые склеятся, соответственно, две горизонтальных сторо-
ны, две вертикальных стороны, и диагональ прямоугольника, а также пары ଶ-мерных
симплексов, на которые прямоугольник разрезается диагональю. Стрелки на рис. 1⋄2
изображаютпорядокнамножестве вершинкаждого симплексаинаправленыотмень-
ших вершин к большим. Вертикальные рёбра ௘మ с рис. 1⋄2 изображаются на рис. 1⋄1
меридианом тора, а горизонтальные рёбра ௘భ — экватором тора. Соответствующее
полусимплициальное множество ௑ имеет ௑బ = {௩}, ௑భ = {௘భ, ௘మ, ௘య}, ௑మ = {௙భ,௙మ}, и
௑೔ = ∅ для всех ௜ ⩾ ଷ, а отображения склейки ௑(ఝ) действуют по правилам

𝑣

𝑣 𝑣

𝑣

𝑒ଶ

𝑒ଵ

𝑒ଶ

𝑒ଵ

𝑒ଷ𝑓ଵ
𝑓ଶ

Рис. 1⋄1. Триангуляция тора. Рис. 1⋄2. Симплексы триангуляции.

௑(డబభ ) = ௑(డభభ)∶ ௑భ → ௑బ , ௘೔ ↦ ௩ для всех ௜ = ଵ,ଶ,ଷ
௑(డబమ)∶ ௑మ → ௑భ , ௙భ ↦ ௘భ , ௙మ ↦ ௘మ ,
௑(డభమ)∶ ௑మ → ௑భ , ௙భ ↦ ௘య , ௙మ ↦ ௘య ,
௑(డమమ)∶ ௑మ → ௑భ , ௙భ ↦ ௘మ , ௙మ ↦ ௘భ .

(1-7)

Упражнение 1.4. Существует ли триангуляция окружности ௌభ а) тремя 0-мерными
и тремя 1-мерным симплексами1 б) одним 0-мерным и одним 1-мерным сим-
плексом? Существует ли триангуляция двумерной сферы ௌమ в) четырьмя 0-
мерными, шестью 1-мерными и четырьмя 2-мерным симплексами г) двумя 0-
мерными, одним 1-мерным и одним 2-мерным симплексом? Если да, задайте все
отображения ௑(ఝ) явно, если нет, объясните почему.

Пример 1.7 (симплициальные множества)
Предпучок множеств ௑∶ ௱opp → 𝒮et на всей симплициальной категории называет-
ся симплициальным множеством. Из каждого симплициального множества ௑ также,
как и в предыдущем примере, можно изготовить топологическое пространство |௑|,
называемое его геометрической реализацией. Для этого, как и выше, сопоставим каж-
дой точке ௫ ∈ ௑೙ стандартный ௡-мерный симплекс ௱೙ೣ и обозначим через ఝ∗ ≝ ௑(ఝ)
отображение ௑೘ → ௑೙, которое функтор ௑ сопоставляет каждому неубывающему
отображению ఝ∶ [௡] → [௠] из категории ௱, а через ఝ∗ ∶ ௱೙ → ௱೘ — аффинное отоб-
ражение симплексов, переводящее вершины симплекса ௱೙ в вершины симплекса ௱೘
так, как предписываетఝ. После чего для каждого௠, каждого ௫ ∈ ௑೘ и каждой стрел-
ки ఝ∶ [௡] → [௠] склеим каждую точку ௦ ∈ ௱೙ക∗(ೣ) с точкой ఝ∗(௦) ∈ ௱೘ೣ . На языке

1Т. е. можно ли получить окружность в качестве геометричекой реализации полусимпли-
циального множества ௑, у которого ௑బ и ௑భ состоят из трёх элементов, а все остальные ௑೔
пусты.
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формул результат такой склейки описывается как топологическое фактор простран-
ство дизъюнктного объединения1 ⨆೙⩾బ ௑೙×௱೙ по наименьшему отношению эквива-
лентности, содержащему отождествления (ఝ∗௫, ௦) ≃ (௫,ఝ∗௦) для всех точек ௫ ∈ ௑೘,
௦ ∈ ௱೙ и стрелок ఝ∶ [௡] → [௠].

Если стрелка ఝ∶ [௡] → [௠] является композицией наложения ఙ ∶ [௡] ↠ [௞] и
вложения ఋ ∶ [௞] ↪ [௠], то каждый ௡-мерный симплекс ௱೙೥ , лежащий в образе ఝ∗ и
помеченный точкой ௭ = ఙ∗௬ = ఙ∗ఋ∗௫, вклеится в пространство |௑| в виде ௞-мерного
симплекса௱ೖ೤ = ఙ∗௱೙೥ , полученного из௱೙೥ аффинно линейной проекциейఙ∗ ∶ ௱೙ ↠ ௱ೖ.
При этом он окажется ఋ-той ௞-мерной гранью௠-мерного симплекса ௱೘ೣ . Таким обра-
зом, каждый симплекс ௭ ∈ ௑೙, лежащий в образе отображения ఙ∗, отвечающего ка-
кой-нибудь стрелке ఙ ∶ [௡] → [௞] с ௞ < ௡, виден в итоговом пространстве |௑| как сим-
плекс меньшей, чем ௡ размерности. Такие симплексы называются вырожденными.
Их использование позволяет описывать более общие клеточные структуры, чем стан-
дартные триангуляции. Платой за это является громоздкость получающегося описа-
ния: для любого функтора ௑∶ ௱opp → 𝒮et каждое из множеств ௑೙ непусто.

Например, ௡-мерная сфера ௌ೙ гомеоморфна топологическому фактору стандарт-
ного ௡-мерного симплекса по его границе2 ௌ೙ ≃ ௱೙ ∕డ௱೙. Этот гомеоморфизм зада-
ёт на сфере ௌ೙ клеточную структуру, состоящую из одной ଴-нульмерной вершины, в
которую склеится граница симплекса, и одной ௡-мерной клетки, в которую превра-
тится весь симплекс. Она описывается предпучком ௑∶ ௱opp → 𝒮et , у которого при
всех ௞ множество ௑ೖ = ௑([௞]) получается из множества Hom೩([௞], [௡]) отождествле-
нием всех неэпиморфных стрелок в один элемент, а правило склейки ఝ∗ ∶ ௑೘ → ௑ೖ,
отвечающее неубывающему отображению ఝ∶ [௞] → [௠], переводит класс стрелки
఍ ∶ [௠] → [௡] в класс стрелки ఍ఝ∶ [௞] → [௡].

Упражнение 1.5. Убедитесь, что это описание корректно задаёт предпучок ௑ с гео-
метрической реализацией |௑| ≃ ௌ೙, и найдите количество элементов в каждом
множестве ௑ೖ, ௞ ∈ ℤ⩾బ.

Пример 1.8 (предпучки и пучки на топологических пространствах)
Исторически, термин «предпучок» впервые возник в контексте категории 𝒞 = 𝒰(௑)
всех открытых подмножеств௎ ⊂ ௑ заданного топологического пространства௑. Пред-
пучок ி∶ 𝒰(௑)opp → 𝒟 сопоставляет каждому открытому множеству ௎ ⊂ ௑ объект
ி(௎) ∈ Ob𝒟, который называется сечениями предпучка ி над ௎. В зависимости от ка-
тегории 𝒟 сечения могут образовывать множество, кольцо, алгебру, векторное или
топологическое пространство и т. п. Морфизм ி(ௐ) → ி(௎), отвечающий включению
௎ ⊂ ௐ, называется ограничением сечений, определённыхнадௐ, на подмножество௎, а
результат его применения к сечению ௦ ∈ ி(ௐ) обозначается через ௦|ೆ. Вот несколько
типичных примеров таких предпучков:

1) предпучок ௰ಶ локальных сечений непрерывного отображения ௣ ∶ ா → ௑ име-
ет в качестве ௰ಶ(௎) множество таких непрерывных отображений ௦ ∶ ௎ → ா,

1В котором множества ௑೙ рассматриваются с дискретной, а симплексы ௱೙ ⊂ ℝ೙+భ со стан-
дартной топологией объемлющего вещественного аффинного пространства.

2Т. е. склеивании всех точек границы в одну. Например, двумерная сфера ௌమ получается
таким способом из треугольника.
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что1 ௣ ∘ ௦ = Idೆ , а его отображения ограничения — это обычные ограничения
сечений с большего подмножества на меньшее

2) беря в предыдущем примере в качестве отображения проекцию ௣ ∶ ௑ × ௒ → ௑ ,
получаем предпучок локальных непрерывных отображений 𝒞బ(௑,௒) простран-
ства ௑ в пространство ௒, имеющий в качестве сечений над ௎ ⊂ ௑ непрерывные
отображения ௦ ∶ ௎ → ௒

3) дальнейшими специализациями являются так называемые структурные пред-
пучки 𝒪೉ : предпучок дифференцируемых функций ௑ → ℝ на гладком веще-
ственноммногообразии௑, предпучок локальных голоморфных функций௑ → ℂ
на комплексно аналитическом многообразии ௑, предпучок локальных рацио-
нальных функций௑ → 𝕜 на алгебраическом многообразии௑ над полем 𝕜 и т. п.
(все они являются предпучками алгебр над соответствующим полем)

4) постоянный предпучок ௌ имеет в качестве ௌ(௎) одно и то же фиксированное
множество ௌ для всех௎ ⊂ ௑, и все его отображения ограничения—тождествен-
ные морфизмы Idೄ.

Предпучокி называетсяпучком, еслидля любого семействаоткрытыхподмножеств௎೔
и любого набора таких локальных сечений ௦೔ ∈ ி(௎೔), что ௦೔|ೆ೔∩ೇ = ௦ೕ|ೆ೔∩ೇ при
всех ௜, ௝, существует единственное такое сечение ௦ ∈ ி(⋃೔௎೔), что ௦|ೆ೔ = ௦೔ при всех ௜.
В случае, когда имеется не более одного такого сечения (но может не быть и ни одно-
го), предпучок ி называется отделимым. Все предпучки (1) – (4) отделимы, и толь-
ко последний из них — постоянный предпучок — не является пучком, поскольку для
непересекающихся открытых множеств ௎భ, ௎మ не всякая пара констант ௦೔ ∈ ௌ(௎೔)
является ограничением одной константы ௦ ∈ ௌ(௎భ ⊔ ௎మ). Тем не менее, наряду с по-
стоянным предпучком в природе имеется и

5) постоянный пучок ௌ∼, у которого ௌ∼(௎) это непрерывные отображения ௎ → ௌ в
множество ௌ, рассматриваемое с дискретной топологией, или — что то же са-
мое — локально постоянные функции со значениями в ௌ.

Упражнение 1.6.Опишитемножествопервообразныхдействительнойфункцииଵ∕௫.
1.2.2. ФункторыHom. С каждым объектом௑ ∈ Ob𝒞 любой категории 𝒞 связаны

функтор ௛೉∶ 𝒞 → 𝒮et , который переводит объект ௒ в множество морфизмов

௛೉(௒) ≝ Hom(௑,௒) ,

а стрелку ఝ∶ ௒భ → ௒మ в отображение ఝ∗ ∶ Hom(௑,௒భ) → Hom(௑,௒మ), ట ↦ ఝ ∘ ట, ле-
вого умножения на эту стрелку, а также предпучок ௛೉∶ 𝒞 → 𝒮et , который переводит
объект ௒ в множество морфизмов

௛೉(௒) ≝ Hom(௒,௑) ,

а стрелку ఝ∶ ௒భ → ௒మ в отображение ఝ∗ ∶ Hom(௒మ,௑) → Hom(௒భ,௑), ట ↦ ట ∘ ఝ, пра-
вого умножения на эту стрелку.

1Это требование означает, что каждая точка ௫ ∈ ௎ отображается в слой ௣−భ(௫) над нею.
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Например, предпучок ௛[೙] ∶ ௱ೞ → 𝒮et на полусимплициальной категории ௱ೞ зада-
ёт стандартную триангуляцию стандартного ௡-мерного симплекса: множество её ௞-
мерных симплексов௛[೙]([௞]) = Hom([௞], [௠]) это в точностимножество всех ௞-мерных
граней. Предпучок ௛ೆ∶ 𝒰(௑) → 𝒮et на топологическом пространстве ௑ имеет ровно
одно сечение над всемиௐ ⊆ ௎ и пустое множество сечений над любымௐ ⊈ ௎ . Вот
ещё несколько примеров.

Пример 1.9 (двойственность в категории векторных пространств)
Предпучок ௛𝕜∶ 𝒱ecopp

𝕜 → 𝒱ec𝕜 сопоставляет векторному пространству ௏ двойствен-
ное векторное пространство ௛𝕜(௏) = Hom(௏,𝕜) = ௏∗ , а линейному отображению
ఝ∶ ௏ → ௐ—двойственное отображениеఝ∗ ∶ ௐ∗ → ௏∗ , переводящее линейнуюфор-
му క ∶ ௐ → 𝕜 в линейную форму క ∘ఝ∶ ௏ → 𝕜.

Пример 1.10 (двойственность конечных упорядоченных множеств)
Это комбинаторная версия предыдущего примера. Обозначимчерез через∇big катего-
рию конечных упорядоченных множеств из не менее двух элементов, морфизмами в
которой являются неубывающие отображения, переводящие минимальный элемент
в минимальный, а максимальный — в максимальный1. Тавтологическое включение
∇big ↪ ௱big является строгим, но не полным функтором. Предпучки

௛[భ] ∶ ௱opp
big → ∇big и ௛[భ] ∶ ∇opp

big → ௱big

переводят упорядоченные множества ௑ ∈ Ob௱big и ௒ ∈ Ob∇big в множества

௑∗ ≝ Hom೩big(௑, [ଵ]) и ௒∗ ≝ Hom∇big(௒, [ଵ]) ,

порядок на которых задаётся поточечным сравнением значений:

ఝ ⩽ ట , если ఝ(௫) ⩽ ట(௫) для всех ௫.
Стрелка ఝ∶ ௓భ → ௓మ переводится обоими функторами в морфизм правого умноже-
ния ఝ∗ ∶ Hom(௓మ, [ଵ]) → Hom(௓భ, [ଵ]), క ↦ క ∘ ఝ. Иначе можно сказать, что множе-
ство ௓∗ это множество «дедекиндовых сечений» множества ௓, т. е. множество таких
разбиений ௓ = ௓బ ⊔ ௓భ, что ௭బ < ௭భ для всех ௭బ ∈ ௓బ, ௭భ ∈ ௓భ, причём оба множества
௓೔ должны быть непусты, когда ௓ ∈ Ob∇big, но одно из них может быть пусто, когда
௓ ∈ Ob௱big. Обратите внимание, что сечения ведут себя контравариантно по отно-
шению к морфизмам: при наличии неубывающего отображения ௓భ → ௓మ разбиение
второго множества ௓మ индуцирует разбиение на ௓భ, но не наоборот.

1.3. Естественные преобразования. Для пары функторов ி,ீ ∶ 𝒞 → 𝒟 естествен-
ным (или функториальным) преобразованием ி в ீ называется такое занумерован-
ное объектами ௑ ∈ Ob𝒞 семейство стрелок ௙೉∶ ி(௑) → ீ(௑) в категории 𝒟, что для
любой стрелки ఝ∶ ௑ → ௒ из 𝒞 возникающая в категории 𝒟 диаграмма

ி(௑) ಷ(ക) //

೑೉
��

ி(௒)
೑ೊ
��

ீ(௑) ಸ(ക)
// ீ(௒)

(1-8)

1Отметим, что минимальный и максимальный элементы различны.
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коммутативна. На языке алгебр, гомоморфизм ி∶ ௄[𝒞] → ௄[𝒟] наделяет алгебру
௄[𝒟] структурой модуля над алгеброй ௄[𝒞], в которой умножение элемента ௕ ∈ ௄[𝒟]
на элемент ௔ ∈ ௄[𝒞] определяется правилом ௔ ⋅ ௕ ≝ ி(௔) ⋅ ௕. Пара функторов ி, ீ за-
даёт на алгебре ௄[𝒟] две различных структуры ௄[𝒞]-модуля, и естественное преобра-
зование ௙∶ ி → ீ это гомоморфизм ௄[𝒞]-модулей, переводящий стрелкуట с концом
в ி(௑) в стрелку ௙೉ ∘ ట с концом в ீ(௑), а все не заканчивающиеся в объектах вида
ி(௑) стрелки— в нуль.

Упражнение 1.7.Убедитесь, что௄[𝒞]-линейность описанного отображения действи-
тельно означает, что для любого ఝ ∈ ௄[𝒞] действие на ௄[𝒟] операторов ி(ఝ) и
ீ(ఝ) удовлетворяет соотношению ௙ ∘ ி(ఝ) = ீ(ఝ) ∘ ௙.

1.3.1. Категории функторов. Функторы из малой категории 𝒞 в произвольную
категорию𝒟 образуют категорию ℱun(𝒞,𝒟) , объектами которой являются функторы
𝒞 → 𝒟, а морфизмами — естественные преобразования ௙∶ ி → ீ. Для малой ка-
тегории 𝒞 мы будем обозначать категорию предпучков ℱun(𝒞opp,𝒟) через p𝒮h(𝒞,𝒟).
Опущенная буква 𝒟 в этой записи по умолчанию означает, что 𝒟 = 𝒮et , т. е. p𝒮h(𝒞) ≝
ℱun(𝒞opp,𝒮et) .

Упражнение 1.8. Проверьте, что описанное в n∘ 1.2.2 сопоставление ௑ ↦ ௛೉ задаёт
функтор 𝒞 → p𝒮h(𝒞), а сопоставление ௑ ↦ ௛೉ —предпучок 𝒞opp → ℱun(𝒞,𝒮et).

Пример 1.11 (категория предпучков)
Предпучки на категории 𝒰(௑) открытых множеств топологического пространства ௑
обычно называются просто предпучками на ௑. Они образуют категорию, обознача-
емую p𝒮h(௑). Морфизм предпучков ௙∶ ி → ீ на ௑ задаётся набором согласованных
с ограничениями отображений между множествами сечений ௙ೆ∶ ி(௎) → ீ(௎), по
одному отображению для каждого открытого ௎ ⊂ ௑. Согласованность с ограничени-
ями означает, что ௙ೈ(௦)|ೆ = ௙ೆ(௦|ೆ) для любой пары вложенных открытых множеств
௎ ⊂ ௐ и любого сечения ௦ ∈ ி(ௐ). Пучки и отделимые предпучки1 на ௑ составляют
полные подкатегории 𝒮h(௑) и sp𝒮h(௑) в категории всех предпучков p𝒮h(௑).

Пример 1.12 (категория симплициальных множеств)
Предпучки ௑∶ ௱ → 𝒮et на симплициальной категории2 ௱, образуют категорию, мор-
физмами ௑ → ௒ в которой являются наборы отображений ௙೙∶ ௑೙ → ௒೙, согласо-
ванные со склейкой, т. е. такие, что для любого симплекса ௫ ∈ ௑೘ и неубывающего
отображения ఝ∶ [௡] → [௠] из ௱ в ௒೙ выполняется равенство ௙೙(ఝ∗௫) = ఝ∗௙೘(௫).
На геометрическом языке такому отображению отвечает непрерывное отображение
௙∶ |௑| → |௒|, при котором образ каждого симплекса ௱೙ೣ в пространстве3 |௑| отобра-
жается на образ симплекса ௱೙೑೙(ೣ) в пространстве |௒| так, что все соотношения инци-

дентности4 между симплексами при этом сохраняются.

1См. прим. 1.8 на стр. 9.
2См. прим. 1.7 на стр. 8.
3Этот образ, вообще говоря, может быть симплексом меньшей, чем ௡, размерности.
4Т. е. отношения вида «симплекс ௔ являетсяఝ-той гранью (илиట-тым вырождением) сим-

плекса ௕».
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1.3.2. Эквивалентности категорий. Категории 𝒞 и 𝒟 называются эквивалент-
ными, если между ними есть такие функторы ி∶ 𝒞 → 𝒟 и ீ ∶ 𝒟 → 𝒞 , что компо-
зиция ீி естественно изоморфна тождественному функтору Id𝒞, а композиция ிீ
естественно изоморфна Id𝒟, т. е. имеются функториальные по ௑ ∈ Ob𝒞 и ௒ ∈ Ob𝒟
преобразования

ீி(௑) ⥲ ௑ и ிீ(௒) ⥲ ௒ , (1-9)

являющиеся для всех௑ и௒ изоморфизмами в категориях 𝒞 и𝒟 соответственно. Такие
функторы ி и ீ называются квазиобратными друг другу эквивалентностями кате-
горий. Подчеркнём, что наличие изоморфизмов (1-9) не означает равенств ிீ = Id𝒟
или ீி = Id𝒞 : объекты ீி(௑) и ௑ могут быть различны, как и объекты ிீ(௒) и ௒.

Пример 1.13 (выбор базиса)
Зафиксируем поле 𝕜 и обозначим через vec категорию конечномерных векторных
пространств над 𝕜, а через crd ⊂ vec — её полную малую подкатегорию со счётным
множеством объектов, коими являются координатные пространства 𝕜೙, где ௡ ⩾ ଴ и
𝕜బ = {଴}. Зафиксируем в каждом пространстве ௏ ∈ Ob vec какой-нибудь базис, т. е.
выберем для каждого ௏ ∈ Ob vec изоморфизм1

௙ೇ∶ ௏ ⥲ 𝕜dim(ೇ) , (1-10)

причём для всех координатных пространств положим ௙𝕜೙ = Id𝕜೙ . Рассмотрим функ-
тор ி∶ vec → crd , переводящий векторное пространство ௏ в координатное простран-
ство 𝕜dimೇ, а стрелкуఝ∶ ௏ → ௐ—в стрелку ி(ఝ) = ௙ೈ ∘ఝ ∘ ௙−భ

ೇ , которую можно вос-
принимать как матрицу оператораఝ в выбранных базисах пространств ௏ иௐ. Пока-
жем, что ி является эквивалентностью категорий, квазиобратной к тавтологическо-
му вложению ீ ∶ crd ↪ vec. По построению мы имеем точное равенство2 ிீ = Idcrd .
Противоположная композиция ீி∶ vec → vec принимает значения в несопостави-
мой с vec по мощности малой подкатегории crd ⊂ vec. Однако изоморфизмы (1-10)
задают естественное преобразование из Idvec в ீி, т. к. в силу определения действия
функтора ி на стрелки все диаграммы (1-8) коммутативны:

Idvec(௏) =௏ ക=Idvec(ക) //

೑ೇ
��

ௐ= Idvec(ௐ)
೑ೈ
��

ீி(௏) =𝕜dimೇ ಸಷ(ക)=೑ೈ∘ക∘೑−భ
ೇ // 𝕜dimೈ = ீி(ௐ) .

Тем самым, тождественный функтор Idvec естественно изоморфен композиции ீி.

Упражнение 1.9. Покажите, что категория ௱big канонически эквивалентна симпли-
циалной подкатегории ௱ ⊂ ௱big (см. прим. 1.4 на стр. 5).

1Переводящий выбранный базис в стандартный базис пространства 𝕜೙.
2А не просто изоморфизм функторов.
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Предложение 1.1
Функтор ீ ∶ 𝒞 → 𝒟 тогда и только тогда задаёт эквивалентность категорий, когда он
вполне строг1 и каждый объект ௒ ∈ Ob𝒟 изоморфен объекту вида ீ(௑) для некоторо-
го (зависящего от ௒) объекта2 ௑ = ௑(௒) ∈ Ob𝒞.

Доказательство. Пусть для каждого ௒ ∈ Ob𝒟 указаны ௑ = ௑(௒) ∈ Ob𝒞 и изоморфизм
௙ೊ∶ ௒ ⥲ ீ(௑), причём когда ௒ = ீ(௑), мы положим ௙ಸ(೉) = Idಸ(೉). Зададим функтор
ி∶ 𝒟 → 𝒞 на объектах правиломி(௒) = ௑(௒), а для стрелкиఝ∶ ௒భ → ௒మ положимி(ఝ)
равным такой стрелке3 ట∶ ௑(௒భ) → ௑(௒మ), что ீ (ట) = ௙ೊమ ∘ ఝ ∘ ௙−భ

ೊభ . Тогда ிீ = Id𝒞 и
для любой стрелки ఝ∶ ௒భ → ௒మ коммутативна диаграмма

Id𝒟(௒భ) =௒భ
ക //

೑ೊభ
��

௒మ = Id𝒟(௒మ)
೑ೊమ
��

ீி(௒భ) =௑భ
ಸಷ(ക)=ಸ(ഗ) // ௑మ = ீி(௒మ) .

Таким образом, ௙ೊ∶ ௒ ⥲ ீ(௑) = ீி(௒) задают естественный изоморфизм тожде-
ственного функтора Id𝒟 с композицией ீி. �

Упражнение 1.10. Покажите, что функтор дуализации из прим. 1.10 и ограничение
функтора дуализациииз прим. 1.9 наполнуюподкатегориюконечномерныхпро-
странств являются квазиобратными самим себе антиэквивалентностями4 кате-
горий.

1.4. Представимые функторы.Предпучок ி∶ 𝒞opp → 𝒮et , естественно изоморфный
предпучку ௛೉∶ ௒ ↦ Hom𝒞(௒,௑) для некоторого ௑ ∈ Ob𝒞, называется представимым,
и объект ௑ в этом случае называют представляющим предпучок ி. Двойственным
образом, ковариантный функтор ி∶ 𝒞 → 𝒮et называется копредставимым, если он
естественно изоморфен функтору ௛೉∶ ௒ ↦ Hom𝒞(௑,௒) для некоторого объекта ௑, ко-
торый в этом случае называется копредставляющим функтор ி.

Упражнение 1.11. Убедитесь, что тензорное произведение конечномерных вектор-
ных пространств ௎ ⊗ ௏ копредставляет функтор 𝒱ec → 𝒮et , сопоставляющий
векторному пространствуௐ множество билинейных отображений ௎ × ௏ → ௐ.

Множество ௑೙ = ௑([௡]) всех ௡-мерных симплексов триангулированного топологиче-
ского пространства ௑∶ ௱opp

s → 𝒮et можно описать как множество всех симплициаль-
ных отображений ௱೙ → ௑ из стандартным образом триангулированного ௡-мерного
симплекса ௱೙ = ௛[೙] в триангулированное пространство ௑, т. е. как множество есте-
ственных преобразований Homp𝒮h(೩s) (௛[೙],௑). Прямым обобщением этого наблюде-
ния является

1Т. е. все отображения ீ ∶ Hom𝒞(௑,௒) → Hom𝒟(ீ(௑),ீ(௒)) являются изоморфизмами.
2Функторы ீ, обладающие этим свойством, называются по существу сюрьективными (по-

английски: essentially surjective).
3Посколькуீ ∶ Hom(௑భ,௑మ) ⥲ Hom(ீ(௑భ),ீ(௑మ)) является изоморфизмом, стрелкаట суще-

ствует и единственна.
4Т. е. контравариантными эквивалентностями: устанавливают эквивалентность не 𝒞 с 𝒟,

а 𝒞opp с 𝒟.
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Лемма 1.1 (лемма Ионеды 1)
Для любого предпучкамножествி∶ 𝒞opp → 𝒮et напроизвольной категории𝒞 имеется
функториальная по ி ∈ p𝒮h(𝒞) и по ஺ ∈ 𝒞 биекция ி(஺) ⥲ Homp𝒮h(𝒞)(௛ಲ,ி), переводя-
щая элемент ௔ ∈ ி(஺) в естественное преобразование

௙೉∶ Hom(௑,஺) → ி(௑) , (1-11)

которое посылает стрелку ఝ∶ ௑ → ஺ в значение отображения ி(ఝ)∶ ி(஺) → ி(௑)
на элементе ௔. Обратная биекция сопоставляет каждому естественному преобразо-
ванию (1-11) значение отображения ௙ಲ∶ ௛ಲ(஺) → ி(஺) на элементе Idಲ ∈ ௛ಲ(஺).

Доказательство. Для любого естественного преобразования (1-11), любого объекта
௑ ∈ Ob𝒞 и любой стрелки ఝ∶ ௑ → ஺ мы имеем коммутативную диаграмму (1-8)

௛ಲ(஺) = Hom(஺,஺) ೓ಲ(ക) //

೑ಲ
��

Hom(௑,஺) = ௛ಲ(௑)
೑೉
��

ி(஺) ಷ(ക) // ி(௑) ,

(1-12)

верхняя строка которой переводит Idಲ в ఝ, так что ௙೉(ఝ) = ி(ఝ)( �௙ಲ(Idಲ)) �. Это озна-
чает, что естественное преобразование ௙∶ ௛ಲ → ி однозначно восстанавливается по
элементу ௔ = ௙ಲ(Idಲ) ∈ ி(஺). Каждому элементу ௔ ∈ ி(஺) при этом отвечает преобра-
зование (1-11), переводящее ఝ ∈ Hom(௑,஺) в ௙೉(ఝ) = ி(ఝ)(௔) ∈ ி(௑) и естественное,
поскольку для любой стрелкиట∶ ௒ → ௑ и всех ఝ ∈ ௛ಲ(௑) имеем

௙ೊ (௛ಲ(ట)ఝ) = ௙ೊ(ఝట) = ி(ఝట)௔ = ி(ట)ி(ఝ)௔ = ி(ట) (௙೉(ఝ)) ,

т. е. ௙ೊ ∘ ௛ಲ(ట) = ி(ట) ∘ ௙೉ как отображения ௛ಲ(௑) → ி(௒) . �
Упражнение 1.12 (лемма Ионеды 2). Для ковариантного функтора ி∶ 𝒞 → 𝒮et по-

стройте функториальную по ி и ஺ ∈ Ob𝒞 биекцию ி(஺) ⥲ Homℱun(𝒞,𝒮et)(௛ಲ,ி).

Следствие 1.1
Функторы ௑ ↦ ௛೉ и ௑ ↦ ௛೉ задают вполне строгие ковариантное и контравариант-
ное вложения категории 𝒞 в категории предпучков и ковариантных функторов соот-
ветственно. Иными словами, имеются функториальные по ஺,஻ ∈ Ob𝒞 изоморфизмы
Homp𝒮h(𝒞)(௛ಲ,௛ಳ) = Hom𝒞(஺,஻) и Homℱun(𝒞)(௛ಲ,௛ಳ) = Hom𝒞(஻,஺).

Доказательство. Применяем леммы Ионеды к функторам ி = ௛ಳ и ி = ௛ಳ. �

Следствие 1.2
Если объект ஺ ∈ Ob𝒞, копредставляющий функтор ி∶ 𝒞 → 𝒮et (соотв. представляю-
щий предпучок ி∶ 𝒞opp → 𝒮et) существует, то он единствен с точностью до канони-
ческого изоморфизма.

Доказательство. Если имеются два таких объекта ஺, ஻, что ௛ಲ ≃ ி ≃ ௛ಳ (соотв. ௛ಲ ≃
≃ ி ≃ ௛ಳ), то беря подходящую композицию этих естественных изоморфизмов, мы
получаем естественный изоморфизм ௛ಳ ⥲ ௛ಲ (соотв. ௛ಲ ⥲ ௛ಳ), которому по лемме
Ионеды отвечает естественный по ஺ и ஻ изоморфизм ஺ ⥲ ஻. �



16 §1Категории и функторы

1.4.1. Описание объектов универсальными свойствами. При помощи сл. 1.2
можно пытаться переносить в произвольную категорию 𝒞 естественные1 операции
над множествами, имеющиеся в категории 𝒮et . А именно, будем называть резуль-
татом применения такой операции к набору объектов ௑೔ ∈ Ob𝒞 представляющий
объект ௑ предпучка 𝒞opp → 𝒮et , переводящего каждый объект ௒ ∈ Ob𝒞 в результат
применения этой операции к множествам Hom(௒,௑೔) в категории 𝒮et . Разумеется, та-
кое неявное описание не даёт никаких гарантий существования определяемого объ-
екта, т. к. рассматриваемый функтор может оказаться непредставимым. Однако, ес-
ли он представим, то представляющий объект ௑, во-первых, автоматически обладает
некоторыми «универсальными свойствами», а во-вторых, единствен с точностью до
единственного изоморфизма, сохраняющего эти свойства. Вдобавок, у каждой такого
рода конструкции есть двойственная версия, получающаяся из предыдущей обраще-
нием стрелок и объявляющая результатом теоретико множественной операции над
объектами ௑೔ ∈ Ob𝒞 копредставляющий объект ковариантного функтора 𝒞 → 𝒮et ,
переводящего ௒ ∈ Ob𝒞 в результат применения операции к множествам Hom(௑೔,௒).

Пример 1.14 (произведение ஺ × ஻)
Определим произведение ஺ × ஻ объектов ஺,஻ ∈ Ob𝒞 произвольной категории 𝒞 как
объект, представляющий предпучок 𝒞opp → 𝒮et , ௒ ↦ Hom(௒,஺) × Hom(௒,஻). Если про-
изведение существует, то имеется функториальный по ௒ изоморфизм

ఉೊ∶ Hom(௒,஺ × ஻) ⥲ Hom(௒,஺) × Hom(௒,஻) .

Полагая в нём ௒ = ஺ × ஻, получаем пару стрелок

஺ ஺ × ஻ഏಲoo ഏಳ //஻ , (1-13)

изображающих элемент ఉಲ×ಳ(Idಲ×ಳ) ∈ Hom(஺ × ஻,஺) × Hom(஺ × ஻,஻). Пара стре-
лок (1-13) универсальна в том смысле, что для любой пары стрелок

஺ ௒കoo ഗ //஻ , (ఝ,ట) ∈ Hom(௒,஺) × Hom(௒,஻) , (1-14)

существует единственная стрелка ఝ × ట∶ ௒ → ஺ × ஻, такая что ఉೊ(ఝ × ట) = (ఝ,ట).
Коммутативная диаграмма2

Hom(஺ × ஻,஺ × ஻) ೓ಲ×ಳ(ക×ഗ) //

ഁಲ×ಳ
��

Hom(௒,஺ × ஻)
ഁೊ
��

Hom(஺ × ஻,஺) × Hom(஺ × ஻,஻) ೓ಲ(ക×ഗ)×೓ಳ(ക×ഗ)// Hom(௒,஺) × Hom(௒,஻) ,

верхняя горизонтальная стрелка которой переводит Idಲ×ಳ вఝ×ట, а композиция ниж-
ней и левой стрелок действуют на Idಲ×ಳ как

Idಲ×ಳ
� ഁಲ×ಳ // (గಲ,గಳ) � ೓ಲ(ക×ഗ)×೓ಳ(ക×ഗ) // (�గಲ ∘ (ఝ ×ట),గಳ ∘ (ఝ ×ట))� ,

1Т. е. функториальные по всем участвующим множествам.
2Ср. с использованной в доказательстве леммы Ионеды диаграммой из форм. (1-12) на

стр. 15
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показывает, что равенствоఉೊ(ఝ×ట) = (ఝ,ట) равносильно равенствамఝ = గಲ ∘(ఝ×ట)
иట = గಳ ∘ (ఝ ×ట).

Упражнение 1.13. Пусть диаграмма ஺ ஼ഏ′
ಲoo ഏ′

ಳ //஻ тоже универсальна в том смыс-
ле, что для любой пары стрелок (1-14) существует единственная такая стрелка
௒ → ஼, композиции которой с గ′

ಲ и గ′
ಳ равны ఝ и గ соответственно. Убедитесь,

что существует единственный изоморфизм ఊ ∶ ஼ ⥲ ஺ × ஻, такой что గಲ ∘ ఊ = గ′
ಲ

и గಳ ∘ ఊ = గ′
ಳ. Покажите также, что любая пара стрелок

ఈ ∶ ஺భ → ஺మ , ఉ ∶ ஻భ → ஻మ

задаёт единственныйморфизмఈ×ఉ ∶ ஺భ×஻భ → ஺మ×஻మ, такойчтоఈ∘గಲ = (ఈ×ఉ)∘ఈ
и ఉ ∘ గಳ = (ఈ × ఉ) ∘ ఉ.

В категории множеств произведение ஺ × ஻ = {(௔,௕) | ௔ ∈ ஺, ௕ ∈ ஻}. Снабжённое
слабейшей топологией, в которой గಲ и గಳ непрерывны, это множество задаёт произ-
ведение и в категории топологических пространств. Снабжённое покомпонентными
операциями, оно же является произведением групп, колец и модулей над кольцами.

Пример 1.15 (копроизведение ஺ ⊗ ஻)
Двойственным образом, копроизведение ஺ ⊗ ஻ объектов ஺,஻ ∈ Ob𝒞 произвольной
категории 𝒞 определяется как объект, копредставляющий ковариантный функтор

௒ ↦ Hom(஺,௒) × Hom(஻,௒)

из 𝒞 в 𝒮et . Обращая все стрелки в предыдущем примере, мыможем охарактеризовать
копроизведение как объект, включающийся в диаграмму

஺ ഈಲ //஺ ⊗ ஻ ஻ഈಳoo ,

универсальную в том смысле, что для любой пары стрелок в 𝒞

஺ ക //௒ ஻ഗoo

имеется единственный морфизм ఝ ⊗ ట∶ ஺ ⊗ ஻ → ௒, такой что ఝ = (ఝ ⊗ ట) ∘ ఐಲ и
ట = (ఝ ⊗ట) ∘ ఐಳ.

Упражнение 1.14. Убедитесь, что если такая универсальная диаграмма существует,
то она единственна с точностью до единственного изоморфизма, перестановоч-
ного со стрелками ఐಲ, ఐಳ, и что любая пара стрелокఈ ∶ ஺భ → ஺మ,ఉ ∶ ஻భ → ஻మ зада-
ёт единственный такойморфизмఈ⊗ఉ ∶ ஺భ⊗஻భ → ஺మ⊗஻మ, что ఐಲ ∘ఈ = (ఈ⊗ఉ)∘ఈ.

Копроизведение в категории множеств и топологических пространств это дизъюнкт-
ное объединение஺⊗஻ = ஺⊔஻. В категории групп это свободное произведение групп1

1Т. е. фактор свободной группы, порождённой дизъюнктным объединением ஺ ⊔஻, по наи-
меньшей нормальной подгруппе соотношений, позволяющих заменять пару соседних лежа-
щих в одной группе букв их произведением. К примеру, ℤ ∗ℤ ≃ 𝔽మ это свободная (некоммута-
тивная) группа с двумя образующими.
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஺ ⊗ ஻ = ஺ ∗ ஻. В категории модулей над кольцом1 копроизведение совпадает с про-
изведением и равно прямой сумме модулей ஺ ⊗ ஻ = ஺ × ஻ = ஺ ⊕ ஻. В категории
коммутативных колец с единицей копроизведение஺⊗஻ это тензорное произведение
колец2.

Пример 1.16 (свободные модули)
Обозначим через ோ-ℳod категорию левых модулей над фиксированным кольцом ோ.
Для любого множества ா ∈ Ob𝒮et ковариантный функтор

ோ-ℳod → 𝒮et , ெ ↦ Hom𝒮et (ா,ெ) ,

копредставим свободным ோ-модулем с базисом ா. Мы будем обозначать такой свобод-
ный модуль через ோ ⊗ ா. По определению, он состоит из формальных линейных ком-
бинаций ∑

೐∈ಶ
௫೐௘ элементов множества ா с коэффициентами ௫೐ ∈ ோ, лишь конечное

число из которых отлично от нуля.

Упражнение 1.15. Установите функториальный поெ и ா изоморфизм

Homೃ-ℳod (ோ ⊗ ா,ெ) ≃ Hom𝒮et (ா,ெ) . (1-15)

1В частности, в категории𝒜b абелевых групп.
2Т. е. тензорное произведение подлежащих абелевых групп, как модулей над ℤ, с покомпо-

нентным умножением: (௔భ ⊗ ௕భ) ⋅ (௔మ ⊗ ௕మ) ≝ (௔భ ⋅ ௔మ) ⊗ (௕భ ⋅ ௕మ).
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2.1. Сопряжённые функторы. Функторы ி∶ 𝒞 → 𝒟 и ீ ∶ 𝒟 → 𝒞 между категори-
ями 𝒞 и 𝒟 называются, соответственно, левым и правым сопряжёнными друг другу,
если имеется функториальная по ௑ ∈ Ob𝒞 и ௒ ∈ Ob𝒟 биекция

Hom𝒟(ி(௑),௒) ≃ Hom𝒞(௑,ீ(௒)) . (2-1)

С каждой парой сопряжённых функторов связаны естественные преобразования

௧∶ ி ∘ ீ → Id𝒟 и ௦∶ Id𝒞 → ீ ∘ ி . (2-2)

Стрелка ௧ೊ∶ ிீ(௒) → ௒, задающая действие преобразования ௧ над ௒ ∈ Ob𝒟, является
образом элемента Idಸ(ೊ) при изоморфизме (2-1), написанном для ௑ = ீ(௒):

Hom𝒟(ிீ(௒),௒) ≃ Hom𝒞(ீ(௒),ீ(௒)) ∋ Idಸ(ೊ) .

Двойственным образом, стрелка ௦೉∶ ௑ → ீி(௑) получается из Idಷ(೉) при изоморфиз-
ме (2-1), написанном для ௒ = ி(௑):

Idಷ(೉) ∈ Hom𝒟(ி(௑),ி(௑)) ≃ Hom𝒞(௑,ீி(௑)) .

Упражнение 2.1. Убедитесь в естественности этих преобразований.

Пример 2.1 (продолжение прим. 1.16 про свободные модули)
Изоморфизм из форм. (1-15) на стр. 18 означает, что функтор

ி∶ 𝒮et → ோ-ℳod , ா ↦ ோ ⊗ ா ,

сопоставляющийпроизвольномумножествуா свободныйлевыйோ-модуль с базисомா,
сопряжён слева к забывающему функтору ீ ∶ ோ-ℳod → 𝒮et , переводящему модуль в
множество его элементов, т. е. Homೃ-ℳod (ோ⊗ா,ெ) ≃ Hom𝒮et(�ா,ீ(ெ))� функториально
по модулюெ и множеству ா. Естественное преобразование

௦ಶ∶ ா ↪ ீ(஺ ⊗ ா)

вкладывает ா в качестве множества базисных векторов в множество всех векторов
свободного модуля ோ ⊗ ா. Естественное преобразование

௧ಾ∶ ோ ⊗ ீ(ெ) ↠ ெ

это ோ-линейный эпиморфизм огромного свободного модуля, базисом которого слу-
жит множество всех векторов модуля ெ, на модуль ெ. Он переводит каждый базис-
ный вектор௠ в элемент௠ ∈ ெ, а формальную линейную комбинацию базисных век-
торов — в результат её вычисления внутри модуляெ. Так, приெ = ோ = ℝ векторное
пространство ℝ⊗ ீ(ℝ) состоит из формальных линейных комбинаций ∑ೣ∈ℝ ௙(௫) ⋅ ௫,
в которых лишь конечное множество коэффициентов ௙(௫) отлично от нуля. Оно изо-
морфно пространству всех функций ௙∶ ℝ → ℝ с конечным носителем, и преобразо-
вание ௧ℝ сопоставляет такой функции ௙ вещественное число ∑ೣ∈ℝ ௙(௫) ⋅ ௫.

19
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Пример 2.2 (самосопряжённость представимых функторов на категории 𝒜b)
Для любых трёх абелевых групп ஺, ஻, ஼ имеется канонический изоморфизм

Hom𝒜b(�஺, Hom𝒜b(஻,஼)) � ≃ Hom𝒜b( �஻, Hom𝒜b(஺,஼))� , (2-3)

переводящий семейство гомоморфизмов ఝೌ∶ ஻ → ஼, запараметризованное элемен-
тами ௔ ∈ ஺ так, что ఝೌ′+ೌ″ = ఝೌ′ + ఝೌ″ для всех ௔′,௔″ ∈ ஺, в запараметризованное
элементами ௕ ∈ ஻ семейство гомоморфизмовట್∶ ஺ → ஼, ௔ ↦ ఝೌ(௕).

Упражнение 2.2. Проверьте, что каждое отображениеట್ является гомоморфизмом
абелевых групп и чтоట್′+್″ = ట್′ +ట್″ для всех ௕′,௕″ ∈ ஻. Постройте обратное
отображение из правой части (2-3) в левую.

Изоморфизм (2-3) можно переписать как Hom𝒜bopp( �௛಴(஻),஺) � ≃ Hom𝒜b( �஻,௛಴(஺))�. Это
означает, что для любой абелевой группы ஼ представимый функтор

௛಴∶ 𝒜bopp → 𝒜b , ௑ ↦ Hom𝒜b(௑,஼) ,

самосопряжён. Естественное преобразование ௦೉∶ ௑ → Hom𝒜b(�Hom𝒜b(௑,஼),஼) � сопо-
ставляют элементу ௫ ∈ ௑ гомоморфизм вычисления

௦೉(௫) = evೣ∶ Hom(௑,஼) → ஼ , ఝ ↦ ఝ(௫) .

Естественное преобразование ௧೉ представляет собою стрелку ௛಴(�௛಴(௑)) � → ௑ в кате-
гории 𝒜bopp, т. е. стрелку ௑ → ௛಴( �௛಴(௑))� в категории 𝒜b, и в таком виде совпадает с
преобразованием ௦೉.

Предложение 2.1
Для существования левого сопряжённого функтора ி∶ 𝒞 → 𝒟 к данному функтору
ீ ∶ 𝒟 → 𝒞 необходимо и достаточно, чтобы для любого ௑ ∈ Ob𝒞 функтор

௛೉ಸ∶ 𝒟 → 𝒮et , ௒ ↦ Hom𝒞(�௑,ீ(௒))� , (2-4)

был копредставим, и в этом случае ி(௑) является его копредставляющим объектом.

Доказательство. Необходимость очевидна из определений. Докажем достаточность.
Пусть для каждого ௑ ∈ Ob𝒞 функтор (2-4) представляется объектом ி(௑), т. е. име-
ется естественный изоморфизм функторов ௙೉∶ ௛ಷ(೉) ⥲ ௛೉ಸ. Чтобы продолжить соот-
ветствие ௑ ↦ ி(௑) до функтора ி∶ 𝒞 → 𝒟 заметим, что морфизм ఝ∶ ௑భ → ௑మ задаёт
естественное преобразование ఝ∗ ∶ ௛೉మ

ಸ → ௛೉భ
ಸ заключающееся в правом умножении

на ఝ: стрелка ట∶ ௑మ → ீ(௒) переходит в టఝ∶ ௑భ → ீ(௒). Из леммы Ионеды вытека-

ет1, что композиция естественных преобразований (௙೉భ)
−భ ∘ఝ∗ ∘௙೉మ ∶ ௛ಷ(೉మ) → ௛ಷ(೉భ)

задаётся правым умножением на единственную стрелку ி(௑భ) → ி(௑మ), которую мы
и объявим образом ி(ఝ) стрелкиఝ под действием функтора ி. Прямо по построению
мы получаем функториальный по ௑ изоморфизм Hom𝒟(ி(௑),௒) ≃ Hom𝒞(௑,ீ(௒)). �

1См. сл. 1.1 на стр. 15.
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Следствие 2.1 (из доказательства предл. 2.1)
Если функтор ி, сопряжённый слева к функтору ீ, существует, то он определяется
по ீ однозначно с точностью до естественного изоморфизма функторов. �

Упражнение 2.3. Докажите двойственные утверждения: для существования право-
го сопряжённого функтора ீ к функтору ி∶ 𝒞 → 𝒟 необходимо и достаточно,
чтобы для любого ௒ ∈ Ob𝒟 предпучок ௛ಷೊ∶ 𝒞 → 𝒮et ,௑ ↦ Hom𝒟(ி(௑),௒) был пред-
ставим, и в этом случае объект ீ(௒) его представляет, а функтор ீ определяется
по ி однозначно с точностью до естественного изоморфизма функторов.

Предложение 2.2
Функтор ி∶ 𝒞 → 𝒟 тогда и только тогда сопряжён слева к функтору ீ ∶ 𝒟 → 𝒞, когда
существуют такие естественные преобразования ௧∶ ி ∘ ீ → Id𝒟 и ௦∶ Id𝒞 → ீ ∘ ி, что
композиции ி ಷ∘ೞ // ிீி ೟∘ಷ // ி и ீ ೞ∘ಸ // ீிீ ಸ∘೟ // ீ являются тождественными
эндоморфизмами функторов ி и ீ.

Доказательство. Если имеются функториальные по ௑ и ௒ изоморфизмы

Hom𝒟(�ி(௑),௒) �
ഞ ((

Hom𝒞(�௑,ீ(௒)) �
ഊ

hh
(2-5)

то для любой стрелки ఝ∶ ௑భ → ௑మ в 𝒞 и любого ௒ из 𝒟 коммутативна диаграмма

Hom𝒟(ி(௑భ),௒) Hom𝒞(௑భ,ீ(௒))ഊ
∼oo

Hom𝒟(ி(௑మ),௒)

ಷ(ക)∗
OO

Hom𝒞(௑మ,ீ(௒))

ക∗
OO

ഊ
∼oo

вертикальные стрелки которой задаются правым умножением на ி(ఝ) и на ఝ соот-
ветственно. Рисуя это для ௒ = ி(௑) и морфизма ఝ = ௦೉∶ ௑ → ீி(௑) , который задаёт
действие над объектом ௑ естественного преобразования ௦∶ Id𝒞 → ீி из форм. (2-2)
на стр. 19, получаем коммутативную диаграмму

Hom𝒟(ி(௑),ி(௑)) Hom𝒞(௑,ீி(௑))ഊ
∼oo

Hom𝒟(ிீி(௑),ி(௑))

ಷ(ೞ೉)∗
OO

Hom𝒞(ீி(௑),ீி(௑))

ೞ∗
೉

OO

ഊ
∼oo

верхняя стрелка ఒ которой переводит ௦೉ в Idಷ(೉), а нижняя стрелка ఒ переводит Idಸಷ(೉)
в морфизм ௧ಷ(೉) ∶ ிீி(௑) → ி(௑) , задающий действие второго естественного преоб-
разования ௧∶ ிீ → Id𝒟 из формулы (2-2) над объектом ி(௑). Таким образом,

Idಷ(೉) = ఒ(௦೉) = ఒ௦∗
೉ (Idಸಷ(೉)) = ி(௦೉)∗ఒ (Idಸಷ(೉)) = ி(௦೉)∗ (௧ಷ(೉)) = ௧ಷ(೉) ∘ ி(௦೉) ,

а это и значит, что композиция ி ಷ∘ೞ // ிீி ೟∘ಷ // ி задаёт тождественное преобразо-

ваниефунктораி. Проверка того, что ீ ೞ∘ಸ // ீிீ ಸ∘೟ // ீ совпадает с Idಸ полностью
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симметрична. Наоборот, если имеются преобразования ௦∶ Id𝒞 → ீி и ௧∶ ிீ → Id𝒟,
зададим в (2-5) действие ఒ и ద на стрелки ఝ∶ ி(௑) → ௒ иట∶ ௑ → ீ(௒) правилами:

ద(ఝ) = ீ(ఝ) ∘ ௦೉ и ఒ(ట) = ௧ೊ ∘ ி(ట) ,

в правых частях которых стоят сквозные отображения вдоль стрелок

௑ ೞ೉ // ீி(௑) ಸ(ക) // ீ(௒) и ி(௑) ಷ(ഗ) // ிீ(௒) ೟ೊ // ௒ .

Композиция ఒద(ఝ) = ௧ೊ ∘ ிீ(ఝ) ∘ ி(௦೉)∶ ி(௑) → ௒ представляет собою путь из левого
нижнего угла в правый верхний на диаграмме

ி(௑) ക // ௒

ி(௑) ಷ(ೞ೉) //

Idಷ(೉)

ிீி(௑)

೟ಷ(೉)
dd

ಷಸ(ക) // ிீ(௒)

೟ೊ
bb

правый параллелограмм которой коммутативен в силу естественности преобразова-

ния ௧, а левый треугольник — в силу равенства ி ಷ∘ೞ // ிீி ೟∘ಷ // ி и Idಷ. Поэтому
ఒద(ఝ) = ఝ. Равенство దఒ(ట) = ట проверяется симметричным образом. �

Пример 2.3 (соответствие предпорядков, продолжение прим. 1.2 на стр. 4)
Функтор ி∶ ே → ெ между предупорядоченными множествами, рассматриваемы-
ми как категории, это просто отображение, сохраняющее предпорядок: ௡భ ⩽ ௡మ ⇒
ி(௡భ) ⩽ ி(௡మ). Левая сопряжённость такогоотображения сохраняющемупорядокотоб-
ражению ீ ∶ ெ → ே означает, что неравенства ி(௡) ⩽ ௠ и ௡ ⩽ ீ(௠) равносильны
друг другу. Наличие естественных преобразований ௧∶ ி ∘ ீ → Idಾ и ௦∶ Idಿ → ீ ∘ ி
означает неравенства1 ிீ(௠) ⩽ ௠ и ௡ ⩽ ீி(௡) для всех ௡ ∈ ே, ௠ ∈ ெ, а тожде-
ственность сквозных преобразований ி → ிீி → ி и ீ → ீிீ → ீ — неравенства
ி(௡) ⩽ ிீி(௡) ⩽ ி(௡) и ீ(௠) ⩽ ீிீ(௠) ⩽ ீ(௠).

Упражнение 2.4.Убедитесь непосредственно, что условиеி(௡) ⩽ ௠⟺௡ ⩽ ீ(௠)на
сохраняющие предпорядок отображения ி, ீ эквивалентно системе неравенств
ி(ீ(௠)) ⩽ ௠ и ௡ ⩽ ீி(௡) для всех௠ ∈ ெ, ௡ ∈ ே, причём если эти неравенства
выполнены, то неравенства ி(௡) ⩽ ிீி(௡) ⩽ ி(௡) и ீ(௠) ⩽ ீிீ(௠) ⩽ ீ(௠)
выполняются автоматически.

Если оба предпорядка являются частичными порядками, последние два неравенства
превращаются в равенства ி(௡) = ிீி(௡) и ீ(௠) = ீிீ(௠). Примером такой ситу-
ации является соответствие Галуа: пусть группа ு действует слева на множестве ௑,
𝒮(ு) и 𝒮(௑) обозначают частично упорядоченные по включениюмножества подгрупп
в ு и подмножеств ௑ соответственно, функтор

ி∶ 𝒮(ு) → 𝒮(௑)opp , ௌ ↦ ௑ೄ = {௫ ∈ ௑ | ∀௛ ∈ ௌ ௛௫ = ௫}

сопоставляет подгруппе ௌ ⊂ ீ множество её неподвижных точек, а функтор

ீ ∶ 𝒮(௑)opp → 𝒮(ு) , ் ↦ ௓೅ = {௛ ∈ ு | ∀௫ ∈ ் ௛௫ = ௫}
1Которые задают «действие» этих естественных преобразований над объектами௠ и ௡.
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сопоставляет подмножеству ் ⊂ ௑ его централизатор1.

Упражнение 2.5. Убедитесь, что эти функторы сопряжены: ௑ೄ ⊃ ் ⟺ ௌ ⊂ ௓(்), и
что ௓೉ೋ೅ = ௓೅ и ௑ೋ೉ೄ = ௑ೄ для любых подмножества ் ⊂ ௑ и подгруппы ௌ ⊂ ு.

Пример 2.4 (эквивалентности категорий как сопряжённые функторы)
Пусть функторы ி∶ 𝒞 → 𝒟 и ீ ∶ 𝒟 → 𝒞 являются квазиобратными эквивалентностя-
ми2, т. е. имеются естественные изоморфизмы ௚∶ Id𝒞 ⥲ ீி и ௙∶ Id𝒟 ⥲ ிீ. Как и в
доказательстве предл. 2.2, рассмотрим естественные по ௑, ௒ отображения

దಷಸ∶ Hom𝒟(�ி(௑),௒)� → Hom𝒞( �௑,ீ(௒))� , ఝ ↦ ீ(ఝ) ∘ ௚೉ = (௚∗
೉ ∘ ீ)ఝ

దಸಷ∶ Hom𝒞(�ீ(௒),௑) � → Hom𝒟(�௒,ி(௑)) � , ట ↦ ி(ట) ∘ ௙ೊ = (௙∗
ೊ ∘ ி)ట .

Поскольку оба отображения

௚∗
೉∶ Hom𝒞(�ீி(௑),ீ(௒))� ⥲ Hom𝒞( �௑,ீ(௒))� , క ↦ క ∘ ௙೉ ,
ீ ∶ Hom𝒟(�ி(௑),௒) � ⥲ Hom𝒞(�ீி(௑),ீ(௒))� , క ↦ ீ(క) ,

являются биективными3, их композицияదಷಸ тоже биективна. Это означает, чтофунк-
торி сопряжён слева кфункторуீ. По аналогичной причине биективно и преобразо-
ваниеదಸಷ, т. е. функторி сопряжёнкфункторуீ такжеи справа. Тем самым, квазиоб-
ратные эквивалентности категорий сопряжены друг другу с обеих сторон. Отметим,
что по сл. 2.1 и упр. 2.3 на стр. 21 отсюда вытекает, что если один из двух сопряжён-
ных друг другу функторов является эквивалентностью категорий, то и другой тоже
таковою является.

2.2. Тензорные произведения и Hom. Пусть ோ—произвольное кольцо. Тензорным
произведениемெ⊗ೃே правого ோ-модуляெ на левый ோ-модульே называется фактор
тензорного произведения абелевых групп4ெ⊗ே по подгруппе, порождённой всевоз-
можными разностями (௠௫) ⊗ ௡ − ௠ ⊗ (௫௡), где௠ ∈ ெ, ௫ ∈ ோ и ௡ ∈ ே. Это абелева
группа, на которой кольцо ோ, вообще говоря, больше уже не действует, но в которой
выполняются соотношения (௠௫)⊗ೃ௡ = ௠⊗ೃ(௫௡). Тензорное умножениенафиксиро-
ванный левый ோ-модуль ே задаёт функтор из категории правых ோ-модулей в абелевы
группы

ℳod -ோ → 𝒜b , ௑ ↦ ௑ ⊗ೃ ே ,
переводящий стрелку ఝ∶ ௑భ → ௑మ в стрелку ఝ ⊗ Idಿ∶ ௠ ⊗ೃ ௡ ↦ ఝ(௠) ⊗ೃ ௡. Если
левый ோ-модульே одновременно является правыммодулем над ещё одним кольцом ௌ
и правое действие ௌ коммутирует с левым действием ோ (такие ே называются ோ-ௌ би-
модулями), функтор тензорного умножения на ே отображает ℳod -ோ в ℳod -ௌ: коль-
цо ௌ действует наெ ⊗ ே справа по правилу (௠ ⊗ ௡)௬ = ௠ ⊗ (௡௬). С другой стороны,

1Т. е. поточечный стабилизатор.Обратите внимание, что обафунктора оборачивают вклю-
чения.

2См. n∘ 1.3.2 на стр. 13.
3Первое — в силу того, что является правым умножением на обратимую стрелку ௚೉, вто-

рое — потому что функтор ி вполне строг.
4Или, что то же самое, ℤ-модулей.
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представимый функтор ௛ಿ∶ ℳod -ௌ → 𝒜b , ௒ ↦ Homೄ(ே,௒) , принимает значения в
ℳod -ோ: правое действие ௫ ∈ ோ на Homೄ(ே,௒) переводит ௌ-линейную справа стрелку
ఝ∶ ே → ௒ в стрелку ఝ௫∶ ௡ ↦ ఝ(௫௡), так что выполняется равенство (ఝ௫)௡ = ఝ(௫௡).

Предложение 2.3
Тензорное умножение на ோ-ௌ-бимодульே сопряжено слева функтору ௛ಿ, т. е. имеется
естественный по ௑ ∈ Obℳod -ோ и ௒ ∈ Obℳod -ௌ изоморфизм абелевых групп

Homℳod-ೄ(�௑ ⊗ೃ ே,௒) � ≃ Homℳod-ೃ( �௑, Homℳod-ೄ(ே,௒))� . (2-6)

Доказательство. Отображение из левой части (2-6) в правую сопоставляет ௌ-линей-
ному справа гомоморфизму ఝ∶ ௑ ⊗ೃ ே → ௒ зависящее от ௫ ∈ ௑ семейство гомомор-
физмов ఝೣ∶ ே → ௒, ௡ ↦ ఝ(௫ ⊗ ௡). Каждый из них ௌ-линеен справа:

ఝೣ(௡௦) = ఝ(௫ ⊗ೃ ௡௦) = ఝ(௫ ⊗ೃ ௡)௦ = ఝೣ(௡)௦ ,

а сопоставление ௫ ↦ ఝೣ, как отображение ௑ → Homℳod-ೄ(ே,௒) , ோ-линейно справа:

ఝೣೝ௡ = ఝ(௫௥ ⊗ೃ ௡) = ఝ(௫ ⊗ೃ ௥௡) = ఝೣ(௥௡) = (ఝೣ௥)௡ .

Обратное отображение из правой части (2-6) в левую переводит семейство ௌ-линей-
ных справа гомоморфизмовఝೣ∶ ே → ௒, которые ோ-линейно справа зависят от ௫ ∈ ௑,
в ௌ-линейный справа гомоморфизм ఝ∶ ௫ ⊗ೃ ௡ ↦ టೣ(௡) . �

Упражнение 2.6. Явно опишите естественные преобразования

௧ೊ∶ Homℳod-ೄ(ே,௒) ⊗ೃ ே → ௒ и ௦೉∶ ௑ → Homℳod-ೄ(�ே,௑ ⊗ೃ ே) � .

Пример 2.5 (индуцирование и коиндуцирование)
Если кольцо ஺ содержится в кольце ஻ и они имеют общую единицу, каждый правый
஻-модуль௑ одновременно является и правым ஺-модулем, что задаёт функтор ограни-
чения

res∶ ℳod -஻ → ℳod -஺ . (2-7)

Рассмотрим ஻ как ஺-஻ бимодуль и положим в предл. 2.3 ௌ = ே = ஻, ோ = ஺. Абелева
группа Homℳod-ಳ(஻,௒) канонически отождествляется с ௒ гомоморфизмом ఝ ↦ ఝ(ଵ),
и как правый ஺-модуль изоморфна res௒.

Упражнение 2.7. Убедитесь в этом.

Поэтому изоморфизм (2-6) из предл. 2.3 превращается в функториальный по ஺-моду-
лю ௑ и ஻-модулю ௒ изоморфизм

Homℳod-ಳ(௑ ⊗ಲ ஻,௒) ≃ Homℳod-ಲ(௑, res௒) .

Правый ஻-модуль ind௑ ≝ ௑ ⊗ಲ ஻ называется индуцированным с ஺-модуля ௑. Таким
образом, функтор индуцирования ind∶ ℳod -஺ → ℳod -஻ сопряжён слева к функтору
ограничения.

Упражнение 2.8. Явно опишите естественные преобразования

௧ೊ∶ res ind௒ → ௒ и ௦೉∶ ௑ → ind res௑ .
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Теперь рассмотрим ஻ как ஻-஺ бимодуль и положим в предл. 2.3 ௌ = ஺, ே = ோ = ஻.
Канонический гомоморфизм ௑ ⊗ಳ ஻ ⥲ ௑, ௫ ⊗ಳ ௕ ↦ ௫௕, является изоморфизмом
абелевых групп и отождествляет правый ஺-модуль ௑ ⊗ಳ ஻ c res௑.

Упражнение 2.9. Убедитесь в этом.

Поэтому изоморфизм (2-6) из предл. 2.3 превращается в функториальный по஻-моду-
лю ௑ и ஺-модулю ௒ изоморфизм абелевых групп

Homℳod-ಲ(res௑,௒) ≃ Homℳod-ಳ(�௑, Homℳod-ಲ(஻,௒))� .

Правый ஻-модуль coind௒ ≝ Homℳod-ಲ(஻,௒) называется коиндуцированным с ஺-моду-
ля ௒. Таким образом, функтор коиндуцирования coind∶ ℳod -஺ → ℳod -஻ сопряжён
справа к функтору ограничения.

Упражнение 2.10. Явно опишите естественные преобразования

௧ೊ∶ res coind௒ → ௒ и ௦೉∶ ௑ → coind res௑ .

В ситуации, когда஺ = 𝕜[ு] и஻ = 𝕜[ீ] являются групповыми алгебрами группыீ и её
подгруппыு ⊂ ீ с коэффициентами в поле 𝕜, мы получаем известные из начального
курса алгебры функторы (ко)индуцирования линейных представлений группы ீ над
полем 𝕜 с представлений её подгруппы ு.

Упражнение 2.11∗. Покажите, что функторы ind, coind∶ ℳod -ு → ℳod -ீ естествен-
но изоморфны, если индекс [ீ ∶ ு] конечен.

Пример 2.6 (сингулярные симплексы)
Свяжем с топологическим пространством ௒ симплициальное множество его сингу-
лярных симплексов ௌ(௒)∶ ௱opp → 𝒮et , которое сопоставляет комбинаторному сим-
плексу [௡] ∈ Ob௱ множество ௌ೙(௒) ≝ Hom𝒯op(௱೙,௒) = ௛ೊ(௱೙) всех непрерывных отоб-
ражений правильного ௡-мерного симплекса ௱೙ ⊂ ℝ೙+భ в ௒, а неубывающему отоб-
ражению ఝ∶ [௡] → [௠] — правое умножение ௙ ↦ ௙ ∘ ఝ∗ на аффинное отображение
ఝ∗ ∶ ௱೘ → ௱೙, действие которого на вершины симплекса совпадает с ఝ. Возникаю-
щий такимобразомфунктор ௌ∶ 𝒯op → p𝒮h(௱) сопряжён справафунктору геометриче-
ской реализации p𝒮h(௱) → 𝒯op,௑ ↦ |௑|, из прим. 1.7 на стр. 8, т. е. имеется естествен-
ный по симплициальному множеству௑∶ ௱opp → 𝒮et и топологическому пространству
௒ изоморфизм

Hom𝒯op(|௑|,௒) ≃ Homp𝒮h (௑, ௌ(௒)) , (2-8)

который является категорным аналогом изоморфизма из форм. (2-6) на стр. 24. В
самом деле, функтор геометрической реализации вкладывает категорию ௱ в катего-
рию 𝒯op в виде дизъюнктного набора ஽ = ⨆

೙⩾బ
௱೙ правильных симплексов всех раз-

мерностей. На пространстве ஽ имеется левое действие стрелок ఝ категории ௱ аф-
финными отображениями ఝ∗. Оно задаёт правое действие стрелок из ௱ на множе-
стве ௌ(௒) = Hom𝒯op(஽,௒) сингулярных симплексов топологического пространства ௒.
С другой стороны, каждое симплициальное множество ௑∶ ௱opp → 𝒮et по определе-
нию снабжено правым действием стрелок категории ௱ на множества ௑೙ = ௑([௡]),
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и геометрическая реализация |௑|, представляющая собоюфактор дизъюнктного объ-
единения⨆೙⩾బ ௑೙×௱೙ по соотношениям (௫ఝ, ௦) = (௫,ఝ௦), является прямыманалогом
«тензорного произведения ௑ ⊗೩ ஽». Таким образом, изоморфизм (2-8) имеет вид

Hom𝒯op(�௑ ⊗೩ ஽,௒)� ≃ Homℳod-೩(�௑, Hom𝒯op(஽,௒)) � , (2-9)

ничем не отличающийся от изоморфизма (2-6) со стр. 24.

Упражнение 2.12. Явно постройте взаимно обратные изоморфизмы между левой и
правой частями формулы (2-9) и опишите естественные преобразования1

௧ೊ∶ |ௌ(௒)| → ௒ и ௦೉∶ ௑ → ௌ(�|௑|) � .

2.3. Пределы диаграмм. Любую малую категорию𝒩 можно воспринимать как диа-
грамму, вершинамикоторой служатобъекты, а стрелками—морфизмыкатегории𝒩.
Функторы ௑∶ 𝒩 → 𝒞 реализуют эту диаграмму в категории 𝒞 в том смысле, что
указывают объекты ௑ഌ = ௑(ఔ), занумерованные множеством Ob𝒩, а также стрелки
௑(ఔ → ఓ)∶ ௑ഌ → ௑ഋ, занумерованные множеством Mor𝒩. Поэтому такие функто-
ры часто называют диаграммами вида𝒩 в категории 𝒞. Диаграммы образуют кате-
горию ℱun(𝒩,𝒞) с естественными преобразованиями функторов в качестве морфиз-
мов. Каждый объект௒ ∈ Ob𝒞 задаёт постоянную диаграмму௒, в которой все объекты
௒ഌ = ௒, а все стрелки ௒(ఔ → ఓ) = Idೊ. Со всякой диаграммой ௑ ∈ ℱun(𝒩,𝒞) связан
предпучок множеств 𝒞opp → 𝒮et , ௒ ↦ Homℱun(𝒩,𝒞)(௒,௑). Если он представим, т. е. су-
ществует такой объект ௅ ∈ Ob𝒞, что имеется естественный по ௒ ∈ Ob𝒞 изоморфизм

Hom𝒞(௒, ௅) = Homℱun(𝒩,𝒞)(௒,௑) , (2-10)

то представляющий объект ௅ называют пределом2 диаграммы ௑ и пишут ௅ = lim௑.
Двойственным образом, объект ஼ ∈ Ob𝒞 , копредставляющий ассоциированный с
диаграммой ௑ ковариантный функтор 𝒞 → 𝒮et , ௒ ↦ Homℱun(𝒩,𝒞)(௑,௒) , называет-
ся копределом3 диаграммы ௑∶ 𝒩 → 𝒞 и обозначается ஼ = colim௑. С копределом ஼
связана функториальная по ௒ ∈ 𝒞 биекция

Hom𝒞(஼,௒) = Homℱun(𝒩,𝒞)(௑,௒) . (2-11)

Как и все (ко) представляющие объекты, (ко) пределы однозначно характеризуются
своими «универсальными свойствами». Полагая ௒ = ௅ в формуле (2-10), мы получа-
ем естественное преобразование గ ∶ ௅ → ௑, соответствующее тождественному эндо-
морфизму Idಽ и представляющее собою набор стрелок గഌ∶ lim௑ → ௑ഌ, которые ком-
мутируют со всеми стрелкамидиаграммы௑ иуниверсальныв том смысле, что для лю-
бого коммутирующего со всеми стрелками диаграммы௑ набора стрелокటഌ∶ ௒ → ௑ഌ,

1Первое является непрерывным отображением топологических пространств, второе —
естественным преобразованием функторов ௱opp → 𝒮et , переводящих комбинаторный сим-
плекс [௡] в множества ௑೙ и Hom𝒯op( �௱೙, |௑|) соответственно.

2Или проективным пределом.
3Или инъективным пределом.
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выпущенныхиз произвольного объекта௒ ∈ Ob𝒞, существует единственныйморфизм
ఈ∶ ௒ → lim௑, такой чтоటഌ = గഌ ∘ ఈ для всех ఔ.

Двойственным образом, в копредел ஼ = colim௑ диаграммы௑∶ 𝒩 → 𝒞 ведёт кано-
нический набор таких коммутирующих со всеми стрелками диаграммы௑морфизмов
ఐഌ∶ ௑ഌ → colim௑, что для любых перестановочных со всеми стрелками диаграммы ௑
морфизмов టഌ∶ ௑ഌ → ௒ в произвольный объект ௒ ∈ Ob𝒞 существует единственный
морфизм ఉ∶ colim௑ഌ → ௒, такой чтоటഌ = ఉ ∘ ఐഌ для всех ఔ.

Упражнение 2.13. Проверьте, что универсальные свойства задают предел и копре-
дел однозначно с точностью до единственного изоморфизма, перестановочного
со всеми каноническими стрелками గഌ и ఐഌ соответственно.

Пример 2.7 (начальный, конечный и нулевой объекты)
Простейшая диаграмма — пустая. Её предел Fin называется конечным, а копредел
Or —начальным объектамикатегории. Эти объектыоднозначно с точностьюдо един-
ственного изоморфизма определяются тем, что для любого ௑ ∈ Ob𝒞 есть единствен-
ная стрелка ௑ → Fin и единственная стрелка Or → ௑.

Упражнение 2.14. Укажите начальный и конечный объекты в категориях множеств,
топологических пространств, абелевых групп, всех групп, коммутативных колец
и модулей над фиксированным кольцом.

Если в категории имеется объект ଴, являющийся одновременно и начальным, и ко-
нечным, то этот объект называется нулевым. Морфизм ௑ → ௒ в категории с нулевым
объектом называется нулевым, если он разлагается1 в композицию ௑ → ଴ → ௒.

Упражнение 2.15. Какие категории из упр. 2.14 обладают нулевым объектом?

Пример 2.8 (прямые (ко) произведения)
Малая категория 𝒩 называется дискретной, если все её морфизмы исчерпываются
тождественными морфизмами Idഌ с ఔ ∈ Ob𝒩. Соответствующие дискретные диа-
граммы ௑∶ 𝒩 → 𝒞 — это семейства объектов ௑ഌ без стрелок между ними. Пределы
и копределы таких диаграмм называются прямыми произведениями и копроизведени-
ями и обозначаются, соответственно, через ∏

ഌ
௑ഌ и ∐

ഌ
௑ഌ. Когда индексов всего два,

мы получаем прямые (ко) произведения двух объектов из прим. 1.14 и прим. 1.15 на
стр. 17. Очевидная индукция показывает, что для существования всех конечных пря-
мых (ко) произведений достаточно существования прямых (ко) произведений любых
двух объектов.

Пример 2.9 ((ко) уравнители)
(Ко)предел диаграммывида ௑

ക //
ഗ

// ௒ называется (ко)уравнителем2 стрелокఝиట. В

категории множеств уравнитель представляет собою множество решений уравнения
ఝ(௫) = ట(௫) на ௫ ∈ ௑ или, более научно, прообраз диагонали௱ೊ ⊂ ௒×௒ при канониче-
ском отображении ఝ ×ట∶ ௑ → ௒ × ௒. Коуравнитель является фактором множества ௒

1Обратите внимание, что если такое разложение существует, то оно единственно.
2По-английски (co)equalizer.
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по наименьшему отношению эквивалентности1 ோ ⊂ ௒ × ௒, содержащему образ отоб-
ражения ఝ ×ట , т. е. все отождествления ఝ(௫) = ట(௫) c ௫ ∈ ௑.

Упражнение 2.16. Проверьте это и постройте (ко) уравнители любой пары стрелок
в категориях топологических пространств, абелевых групп, произвольных групп,
коммутативных колец и модулей над фиксированным коммутативным кольцом.

Например, (ко) ядро гомоморфизма ௙∶ ஺ → ஻ в категории 𝒜b абелевых групп это
(ко) уравнитель ௙ и нулевого морфизма. Интуитивно, уравнители позволяют зада-
вать «подобъекты» при помощи «уравнений», а коуравнители — «фактор объекты»
при помощи «соотношений».

Пример 2.10 (послойные произведения)
Предел диаграммы вида

௑ ഍ // ஻ ௒ആoo

называется послойным2 произведением и обозначается௑×
ಳ
௒. Он включается в комму-

тативный декартов квадрат

௑×
ಳ
௒

ക
��

ഗ // ௒
ആ
��

௑ ഍ // ஻

(2-12)

универсальный в том смысле, что для любого коммутативного квадрата

௓
ക′

��

ഗ′
// ௒
ആ
��

௑ ഍ // ஻

имеется единственный такой морфизм ఝ′ × ట′ ∶ ௓ → ௑×
ಳ
௒, что ఝ′ = ఝ ∘ (ఝ′ × ట′) и

ట′ = ట ∘ (ఝ′ ×ట′).
Упражнение 2.17. Убедитесь, что левый верхний угол диаграммы (2-12) задаётся

этим универсальным свойством однозначно с точностью до единственного изо-
морфизма, перестановочного с ఝ иట.

1Напомним, что отношение эквивалентности на ௒ это подмножество ோ ⊂ ௒ × ௒, кото-
рое рефлексивно (содержит диагональ ௱ೊ), симметрично (переходит в себя при транспозиции
сомножителей) и транзитивно (т. е. (௬భ,௬మ), (௬మ.௬య) ∈ ோ ⇒ (௬భ,௬య) ∈ ோ). Пересечение от-
ношений эквивалентности является отношением эквивалентности. Поэтому любое подмно-
жество ௌ ⊂ ௒ × ௒ содержится в единственном минимальном по включению отношении эк-
вивалентности ோೄ, которое называется порождённым подмножеством ௌ. Всякое отображение
క ∶ ௒ → ௓ определяет отношение эквивалентности ோ഍ = {(௬భ,௬మ) | క(௬భ) = క(௬మ)} на ௒, причём
క′ ∶ ௒ → ௓′ тогда и только тогда представляется в виде композиции క′ = ఎ ∘ క с некоторой
стрелкой ఎ∶ ௓ → ௓′, когда ோ഍ ⊂ ோ഍′ , т. е. когда эквивалентность, отвечающая క, влечёт эк-
вивалентность, отвечающую క′ (в этом случае говорят, что первая эквивалентность тоньше
или сильнее, а вторая — грубее или слабее).

2Или расслоенным.
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В категории множеств отображение ௑×
ಳ
௒ → ஻ имеет в качестве слоя над произволь-

ной точкой ௕ ∈ ஻ прямое произведение слоёв ఝ−భ(௕) ×ట−భ(௕) , отсюда и название.

Упражнение 2.18. Убедитесь, что ௎ ×
೉
௏ = ௎ ∩௏ в категории𝒰(௑) открытых подмно-

жеств топологического пространства ௑.

Пример 2.11 (послойные копроизведения)
Оборачивая все стрелки в предыдущем примере, назовём послойным копроизведени-

ем ௑ ⊗ಳ ௒ копредел диаграммы ௑ ஻഍oo ആ //௒ . Он вписывается в коммутативный
кодекартов квадрат

஻
഍
��

ആ // ௒
ഗ
��

௑ ക // ௑ ⊗ಳ ௒

(2-13)

универсальный в том смысле, что для любого коммутативного квадрата

஻
഍
��

ആ // ௒
ഗ′

��
௑ ക′

// ௓

существует единственный такой морфизмఝ′ ⊗ట′ ∶ ௑⊗ಳ௒ → ௓, чтоఝ′ = (ఝ′ ⊗ట′) ∘ఝ
иట′ = (ఝ′ ⊗ట′) ∘ట .

Упражнение 2.19. Явно опишите послойные (ко) произведения в категориях мно-
жеств, топологических пространств, абелевых групп, произвольных групп1, ком-
мутативных колец с единицей и модулей над коммутативным кольцом.

2.3.1. (Ко) замкнутость. Категория 𝒞 называется (ко) замкнутой, если для лю-
бой малой категории𝒩 каждая диаграмма𝒩 → 𝒞 имеет (ко) предел в 𝒞. Мы будем
называть категорию полной, если она одновременно замкнута и козамкнута.

Предложение 2.4
Для замкнутости категории 𝒞 достаточно существования в 𝒞 конечного объекта, пря-
мых произведений любых множеств объектов и уравнителей любой пары стрелок с
общимначаломи концом, а для козамкнутости—существования в𝒞 начального объ-
екта, прямых копроизведений любых множеств объектов и коуравнителей любой па-
ры стрелок с общим началом и концом.

Доказательство. Мы построим предел произвольной диаграммы ௑∶ 𝒩 → 𝒞, копре-
дел строится аналогично путём обращения стрелок. Надо предъявить универсальный
набор мофизмов ఝഌ∶ ௅ → ௑ഌ, решающий уравнения ఝഋ = ௑(ఔ → ఓ) ∘ ఝഌ, где ఔ → ఓ
пробегает Mor𝒩. Для каждой стрелки ఔ → ఓ обозначим через ்ഌ→ഋ = ௑ഋ тот объект
диаграммы௑, в который ведёт эта стрелка, и образуем два произведения஺ = ∏ഋ ௑ഋ и

1В теории групп копроизведения традиционно называются амальгамами.
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஻ = ∏ഌ→ഋ ்ഌ→ഋ. В первое из них каждый объект диаграммы௑ входит ровно один раз,
а во второе— столько раз, сколько стрелок в нём заканчивается. Для каждой стрелки
ఓ → ఔ имеются два отображения஺ → ்ഌ→ഋ: проекцияగഋ∶ ஺ → ௑ഋ произведения஺ на
ఓ-тый сомножитель и композиция తഌ→ഋ = ௑(ఔ → ఓ) ∘గഌ проекции గഌ∶ ஺ → ௑ഌ произ-
ведения ஺ на ఔ-тый сомножитель со стрелкой ௑(ఔ → ఓ)∶ ௑ഌ → ௑ഋ диаграммы ௑. По
универсальному свойству произведения஻ эти парыотображении задают дваморфиз-
ма గ,త∶ ஺ → ஻. Их уравнитель ௅ приходит вместе с морфизмом ఝ∶ ௅ → ஺, который
представляет собою набор стрелок ఝഋ = గഋ ∘ఝ, удовлетворяющих равенствам

ఝഋ = గഋ ∘ఝ = తഌ→ഋ ∘ఝ = ௑(ఔ → ఓ) ∘ఝഌ

и обладающих требуемым универсальным свойством (убедитесь в этом!). �

Пример 2.12
В категории множеств lim௑ изоморфен подмножеству прямого произведения ∏௑ഌ,
образованному такими семействами (௫ഌ), ఔ ∈ Ob𝒩, ௫ഌ ∈ ௑ഌ, где ௫ഋ = ௑(ఔ → ఓ)௫ഌ
для всех стрелок ఔ → ఓ из Mor𝒩.

Упражнение 2.20. Проверьте, что colim௑ изоморфен коуравнителю диаграммы

∐ഌ→ഋ ௌഌ→ഋ
ഈ //
ജ

// ∐ഌ ௑ഌ ,

в которой объекты ௌഌ→ഋ = ௑ഌ суть начала стрелок ௑(ఔ → ఓ) диаграммы ௑, а
морфизмы задаются семействами стрелок

ఐഌ∶ ௌഌ→ഋ → ∐ഌ
௑ഌ и తഌ→ഋ = ఐഋ ∘ ௑(ఔ → ఓ)∶ ௌഌ→ഋ → ∐ഌ

௑ഌ .

Вчастности, убедитесь, что вкатегориимножеств colim௑ являетсяфакторомдизъ-
юнктногообъединения⨆ഌ ௑ഌ понаименьшемуотношениюэквивалентности, со-
держащему отождествления ௫ ∼ ௑(ఔ → ఓ)௫ для всех ௫ ∈ ௑ഌ и всех стрелок ఔ → ఓ
из Mor𝒩.

Замечание 2.1. Для того, чтобы в категории существовали (ко) пределы всех конеч-
ных диаграмм, в условияхпредл. 2.4 достаточнопотребовать существования (ко) про-
изведения любых двух объектов.

Следствие 2.2
Категории множеств, топологических пространств, абелевых групп, всех групп, ком-
мутативных колец и модулей над фиксированным кольцом полны.

Доказательство. Сделайте упр. 2.16. �
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Пример 2.13 (уточнённое определение пучка)
Объединение ௎ = ⋃೔௎೔ произвольного семейства {௎೔}೔∈಺ открытых множеств топо-
логического пространства ௑ представляет собою коуравнитель отображений

∐
೔ೕ
௎೔ ∩ ௎ೕ

ഗభ //
ഗమ

// ∐
೔
௎೔ ,

являющихся копроизведениями вложений௎೔∩௎ೕ ↪ ௎೔ и௎೔∩௎ೕ ↪ ௎ೕ. Всякий предпу-
чок ி∶ 𝒰(௑)opp → 𝒞 объектов любой категории 𝒞 переводит диаграмму коуравнителя

∐
೔ೕ
௎೔ ∩ ௎ೕ

ഗభ //
ഗమ

// ∐
೔
௎೔

ക // ௎ , (2-14)

в следующую диаграмму в категории 𝒞 :

ி(௎) ക∗
// ∏
೔
ி(௎೔)

ഗ∗
భ //

ഗ∗
మ

// ∏
೔ೕ
ி(௎೔ ∩ ௎ೕ) . (2-15)

Стрелка ఝ∗ этой диаграммы является произведением ограничений ி(௎) → ி(௎೔), а
стрелкиట∗

భ иట∗
మ —ограничений ி(௎೔) → ி(௎೔ ∩௎ೕ) и ி(௎ೕ) → ி(௎೔ ∩௎ೕ) соответствен-

но. По определению, предпучок ி является пучком, если стрелка ఝ является уравни-
телем стрелок ట∗

భ и ట∗
మ. В частности, когда множество индексов ூ = ∅, мы получаем

в левом члене диаграммы (2-15) объект ி(∅) ∈ Ob𝒞, а в среднем и правом членах —
произведения пустых множеств объектов, т. е. пределы пустых диаграмм, канониче-
ски изоморфные конечному объекту1 Fin𝒞 категории 𝒞. Стрелки ట∗

భ и ట∗
మ являются в

этом случае тождественными эндоморфизмами конечного объекта, и их уравнитель
равен IdFin𝒞 . Таким образом, для любого пучка объектов произвольной категории 𝒞
на топологическом пространстве ௑ должно выполняться равенство ி(∅) = Fin𝒞. На-
пример, для любого пучка множеств ி∶ 𝒰opp → 𝒮et множество ி(∅) состоит из одной
точки, а для пучка абелевых групп ி∶ 𝒰opp → 𝒜b группа ி(∅) = ଴.

Предложение 2.5
Для существования конечного объекта в козамкнутой категории 𝒞 достаточно суще-
ствования такогомножестваобъектовௌ ⊂ Ob𝒞, чтобыиз любогообъектакатегории𝒞
вела хотя бы одна стрелка в хотя бы один объект из ௌ.

Доказательство. Рассмотрим прямое копроизведение ஼ = ∐೉∈ೄ ௑ всех объектов из ௌ
и обозначим через ி коуравнитель всех его эндоморфизмов. Он приходит вместе с
таким эпиморфизмом2 గ∶ ஼ → ி, что గట = గ для всехట ∈ End஼. Рассмотрим произ-
вольный объект ௓ ∈ Ob𝒞. Из него ведёт стрелка в некоторый ௑ ∈ ௌ. Беря её компо-
зицию с канонической стрелкой ௑ → ஼ и проекцией ஼ → ி, получаем стрелку ௓ → ி.

1Тем самым, для того чтобы предпучок ி был пучком, необходимо, чтобы в категории 𝒞
был конечный объект (см. прим. 2.7 на стр. 27).

2Ибо из универсального свойства коуравнителя равенство ఝభగ = ఝమగ возможно только
при ఝభ = ఝమ.
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Пусть имеются две стрелки ఈ,ఉ∶ ௓ → ி с коуравнителем త∶ ி → ொ. Рассмотрим
какую-нибудь стрелку1 ఊ∶ ொ → ஼. В диаграмме

௓ ഀ //
ഁ

// ி ജ // ொ

ം��
஼
ഏ
OO

композиция ఊతగ ∈ End஼ удовлетворяет равенству గఊతగ = గ. Сокращая справа на
эпиморфизм గ, заключаем, что గఊత = Idಷ. Умножая обе части равенства తఈ = తఉ
слева на గఊ, получаем ఈ = ఉ. �

Упражнение 2.21.Докажите двойственныйкритерий существованияначальногообъ-
екта в замкнутой категории.

Пример 2.14 (козамкнутая категория без конечного объекта)
Классы изоморфных вполне упорядоченных множеств образуют категорию ордина-
лов 𝒪rd , морфизмами в которой являются включения меньшего ординала в больший
в качестве начального интервала. Эта категория козамкнута: начальным объектом
служит ∅, коуравнителем и копроизведением любого множества ординалов является
их точная верхняя грань — класс объединения, взятого в любом большем ординале,
содержащем все ординалыиз рассматриваемогомножества в качестве начальных ин-
тервалов. Однако ординала, содержащего все ординалы, нет.

2.3.2. Фильтрующиеся диаграммы. Малая категория ℱ называется фильтрую-
щейся, если из любых двух её объектов выходят стрелки с общим концом и для любых
двух стрелокఝ,ట с общими началом и концом из их конца ведёт такая стрелка ఍, что
఍ఝ = ఍ట. Например, любой чум, в котором у каждых двух элементов есть общая верх-
няя грань, является фильтрующейся категорией2. Диаграммы вида ℱ → 𝒞 и ℱopp → 𝒞
с фильтрующейся категорией ℱ принято называть, соответственно, индуктивными
(или прямыми) и проективными (или обратными) системами стрелок категории 𝒞.
Пример 2.15 (разбиения отрезка)
Конечные наборы точек ଴ = ௫బ < ௫భ < ௫మ < ⋯ < ௫೙ < ௫೙+భ = ଵ, разбивающие
отрезок [଴,ଵ]нанепересекающиесяинтервалы, как в определенииинтегралаРимана,
образуют прямую систему в категории3 ∇big относительно морфизмов включения

{଴, ௫భ,௫మ, … ,௫೙, ଵ} ↪ {଴, ௫′
భ,௫′

మ, … ,௫′
೘, ଵ} , (2-16)

отвечающих добавлениям новых точек в разбиение. Копределом этой системы в ка-
тегории всех (не обязательно конечных) упорядоченных множеств с отмеченными
максимальным и минимальным элементами является [଴,ଵ]. В категории ∇big копре-
дела не существует.

Двойственным образом, упорядоченное слева направо множество полуинтерва-
лов ூഌ = [௫ഌ,௫ഌ+భ) разбиения ଴ = ௫బ < ௫భ < ௫మ < ⋯ < ௫೙ < ௫೙+భ = ଵ является
объектом категории упорядоченных множеств4 ௱big и измельчению разбиения (2-16)

1Например, композицию произвольной стрелки ௓ → ௑ с канонической стрелкой ௑ → ஼.
2Ср. с прим. 1.2 на стр. 4.
3См. прим. 1.10 на стр. 11.
4См. прим. 1.4 на стр. 5.
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отвечает идущий в противоположную сторону морфизм

{ூబ, ூభ, … , ூ೙} ↩ {ூ′
బ, ூ′

భ, … , ூ′
೘} , (2-17)

отображающий каждый полуинтервал из правого множества в содержащий его по-
луинтервал из левого множества. Эти морфизмы образуют обратную систему в ௱big,
которая не имеет предела в ௱big, а в категории всех упорядоченных множеств её пре-
делом является полуинтервал [଴,ଵ).

Предложение 2.6
Копределиндуктивной системымножеств௑∶ ℱ → 𝒮et изоморфенфакторудизъюнкт-
ного объединения ∐

ഌ∈Obℱ
௑ഌ по отношению эквивалентности, отождествляющему эле-

менты௫ഌ ∈ ௑ഌ и௫ഋ ∈ ௑ഋ, если для некоторойпары стрелокఔ → ఎ ← ఓ вмножестве௑ആ
выполняется равенство ௑(ఔ → ఎ)௫ഌ = ௑(ఓ → ఎ)௫ഋ.

Доказательство. Согласно упр. 2.20 копредел colim௑ является фактором дизъюнкт-
ного объединения ∐

ഌ∈Obℱ
௑ഌ по наименьшему отношению эквивалентности, обеспе-

чивающему равенства ௫ = ௑(ఔ → ఓ)௫ для всех стрелок ఔ → ఓ из Mor ℱ и всех ௫ ∈ ௑ഌ.
При этом элементы ௫ഌ ∈ ௑ഌ и ௫ഋ ∈ ௑ഋ заведомо отождествляются, если ௑(ఔ → ఎ)௫ഌ =
௑(ఓ → ఎ)௫ഋ для некоторой пары стрелок ఔ → ఎ ← ఓ. Таким образом, достаточно
убедиться, что описанное в предложении отношение является эквивалентностью. Ре-
флексивность и симметричность очевидны. Докажем транзитивность. Если ௫ഀ экви-
валентен ௫ഁ, а ௫ഁ эквивалентен ௫ം, то в категории ℱ имеется диаграмма1 из таких
стрелок

ఌ

ఋ
഍
OO

ఎ

ഗഃആ
@@

఍

ഗഃഅ
^^

ఈ

കആഀ
@@

ఉ
കഅഁ

@@

കആഁ

^^

ఊ

കഅം
^^

что ௑ (ఝആഀ)௫ഀ = ௑ (ఝആഀ)௫ഁ и ௑ (ఝഅഁ)௫ഁ = ௑ (ఝഅം)௫ം в категории 𝒮et , а కటഃആఝആഁ =
= కటഃഅఝഅഁ в Homℱ(ఉ, ఌ). Обозначая стрелку из последнего равенства через త, имеем

௑ (ఌటഃആఝആഀ)௫ഀ = ௑(త)௫ഁ = ௑ (ఌటഃഅఝഅം)௫ം ,

что и требовалось. �

1Не обязательно коммутативная!
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Упражнение 2.22. Покажите, что копредел фильтрующейся диаграммы абелевых
групп ஺∶ 𝒩 → 𝒜b как множество совпадает с копределом диаграммы подлежа-
щих этим группам множеств и является фактором прямой суммы ⨁ഌ∈Ob𝒩 ஺ഌ по
подгруппе, образованной всеми конечными суммами ∑

ഌ∈ಿ
௔ഌ, ே ⊂ Ob𝒩, ௔ഌ ∈ ஺ഌ,

для которых в диаграмме ஺ найдётся группа ஺ഋ и стрелкиఝഌ∶ ஺ഌ → ஺ഋ, по одной
для каждого ఔ ∈ ே, со свойством ∑

ഌ∈ಿ
ఝ(௔ഌ) = ଴ в ஺ഋ.

Пример 2.16 (открытые окрестности и слой предпучка)
Множество открытых окрестностей любого подмножества ௓ ⊂ ௑ топологического
пространства௑ является проективной системой в категории𝒰 = 𝒰(௑) открытых под-
множеств в ௑, т. к. для любых окрестностей ௎,ௐ ⊃ ௓ окрестность ௎ ∩ ௐ = ௎ ×

೉
௏ ⊃ ௓

вкладывается и в окрестность௎, и в окрестностьௐ. Пределом этой системы в катего-
рии 𝒮et является пересечение всех открытых окрестностей ௓. В категории 𝒰 предела
может и не быть. Для любого предпучка ி∶ 𝒰opp → 𝒮et множества сечений ி(௎) над
открытыми окрестностями ௎ произвольно заданного подмножества ௓ ⊂ ௑ образуют
индуктивную систему в 𝒮et . Её копредел называется слоем предпучка ி над ௓ и обо-
значается ிೋ. В силу козамкнутости категории 𝒮et этот копредел всегда существует.
Согласно предл. 2.6, каждый элемент слоя ிೋ представляет собою класс ௦|ೋ некото-
рого сечения ௦ ∈ ி(௎) над каким-либо открытым множеством ௎ ⊃ ௓ по модулю эк-
вивалентности, отождествляющей сечения ௦ ∈ ி(௎) и ௧ ∈ ி(ௐ), когда ௦|ೇ = ௧|ೇ над
некоторымоткрытым௏, такимчто௓ ⊂ ௏ ⊂ ௎∩ௐ. Определённые такимобразомклас-
сы ௦|ೋ называются ростками сечений предпучка ி над ௓. В частности, когда ௓ = {௫}
это одна точка, слой ிೣ называется слоем ி в точке ௫. Отметим, что росток локаль-
ной функции ௙ ∈ ி(௎) в слое ிೣ над точкой ௫ ∈ ௎ не следует путать со значением
௙(௫) этой функции в точке ௫. Во-первых, они лежат в разных множествах. Во-вторых,
равенство ростков двух функций означает равенство их значений в некоторой откры-
той окрестности точки ௫, что обычно гораздо сильнее, чем равенство значений лишь
в самой точке ௫.
Пример 2.17 (локализация кольца)
Пусть подмножество ௌ ассоциативного (но не обязательно коммутативного) кольцаோ
с единицей таково, чтоଵ ∈ ௌ и ௦௧ ∈ ௌ для всех ௦, ௧ ∈ ௌ. Пусть, кроме того, выполняются
следующие левые условия Оре1:

∀ద ∈ ோ, ∀ ௦ ∈ ௌ ∃ఒ ∈ ோ, ∃௧ ∈ ௌ∶ ఒ௦ = ௧ద (LOభ)

∀ఝ,ట ∈ ோ из ∃ ௦ ∈ ௌ∶ థ௦ = ట௦ следует, что ∃ ௧ ∈ ௌ∶ ௧థ = ௧ట . (LOమ)

Превратим множество ௌ в категорию, полагая Homೄ(௦, ௧) ≝ {ఒ ∈ ோ | ఒ௦ = ௧}.
Упражнение 2.23. Выведите из условий Оре, что категория ௌ фильтрующаяся.

Рассмотрим в категории правых ோ-модулей фильтрующуюся диаграмму ௌ → ℳod -ோ,
образованную свободными модулями ௦−భோ ранга один, где символом ௦−భ обозначен
базисный вектор того модуля, который отвечает объекту ௦ ∈ ௌ, и ோ-линейными отоб-
ражениями ఒ∗ ∶ ௦−భ

భ ோ → ௦−భ
మ ோ, которые отвечают стрелкам ఒ ∈ Homೄ(௦భ, ௦మ) и действу-

ют на базисный вектор по правилу ௦−భ
భ ↦ ௦−భ

మ ఒ. Копредел этой диаграммыв категории

1В коммутативном кольце ோ эти условия всегда выполнены.
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ℳod -ோ состоит из классов ௦−భద, где ௦ ∈ ௌ, ద ∈ ோ, по модулю равенств ௦−భ
భ దభ = ௦−భ

మ దమ,
означающих существование таких ఒభ,ఒమ ∈ ோ, что ఒభ௦భ = ఒమ௦మ ∈ ௌ и ఒభదభ = ఒమదమ
в ோ. Классы ௦−భద называются левыми дробями со знаменателями в ௌ. Они образуют
правый ோ-модуль, обозначаемый ௌ−భோ и именуемый левой локализацией кольца ோ от-
носительно мультипликативной системы Оре ௌ.

Упражнение 2.24. Чему равна сумма ௦−భ
భ దభ + ௦−భ

మ దమ в модуле ௌ−భோ ?

Определим произведение левых дробей ௦−భ
భ దభ и ௦−భ

మ దమ следующим образом. Пользуясь
условием (LOభ) подберём такие ఒభ ∈ ோ и ௧మ ∈ ௌ, что1 ௧మదభ = ఒభ௦మ, и положим

௦−భ
భ దభ ⋅ ௦−భ

మ దమ ≝ (௧మ௦భ)−భ(ఒభదమ) .

Упражнение 2.25. Проверьте, что это определение корректно2 и задаёт на модуле
ௌ−భோ структуру ассоциативного кольца с единицей. Убедитесь, что для коммута-
тивного кольца ோ кольцо дробей ௌ−భோ изоморфно известному из курса алгебры3

кольцу частных ௔ ∕௦, где ௔ ∈ ோ, ௦ ∈ ௌ, и ௔భ ∕ ௦భ = ௔మ ∕ ௦మ , если и только если
∃ ௦ ∈ ௌ∶ ௦ ⋅ (௔భ௦మ − ௔మ௦భ) = ଴ в ோ.

Упражнение 2.26. Для мультипликативного подмножества ௌ ⊂ ோ, удовлетворяюще-
го правым условиям Оре

∀ఒ ∈ ோ, ∀ ௧ ∈ ௌ ∃ద ∈ ோ, ∃௦ ∈ ௌ∶ ఒ௦ = ௧ద (ROభ)

∀ఝ,ట ∈ ோ из ∃ ௧ ∈ ௌ∶ ௧థ = ௧ట следует, что ∃ ௦ ∈ ௌ∶ థ௦ = ట௦ , (ROమ)

постройте кольцо правых дробейோௌ−భ, а если ௌ удовлетворят одновременно и ле-
вым и правм условиям Оре, установите канонический изоморфизм колец ௌ−భோ ≃
≃ ோௌ−భ.

2.4. Функториальность (ко) пределов. Равенства (2-11) и (2-10) со стр. 26, описы-
вающие универсальные свойства копредела и предела диаграммы ௑∶ 𝒩 → 𝒞

Hom𝒞(colim,஼) ≃ Homℱun(𝒩,𝒞)(௑,஼)
Homℱun(𝒩,𝒞)(஼,௑) ≃ Hom𝒞(஼, lim௑)

означают4, что для заданныхмалой категории𝒩 и (ко)замкнутой категории𝒞 копре-
дел и предел являются, соответственно, левым и правым сопряжёнными к функтору
𝒞 → ℱun(𝒩,𝒞), переводящему каждый объект ஼ ∈ Ob𝒞 в постоянную диаграмму ஼. В
частности, предел и копредел задают функторы lim, colim∶ ℱun(𝒩,𝒞) → 𝒞.

Если не предполагать категорию 𝒞 (ко)замкнутой, то (ко)предел будет функтори-
ален на всех диаграммах, у которых он есть. Действие функторов lim и colim на есте-
ственные преобразования диаграмм определено даже в более общей ситуации: пусть
диаграммы ௑∶ 𝒩 → 𝒞 и ௒∶ ℳ → 𝒞 имеют пределы в категории 𝒞 и пусть заданы
функтор ఛ∶ ℳ → 𝒩 и естественное преобразование ௙∶ ௑ ∘ ఛ → ௒, т. е. набор стрелок

1Это «политкорректная» запись интуитивно желаемого равенства దభ௦−భ
మ = ௧−భ

మ ఒభ.
2Т. е. результат умножения не зависит от выбора таких ఒభ ∈ ோ и ௧మ ∈ ௌ, что ௧మదభ = ఒభ௦మ.
3См. http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/1314/lec-04.pdf.
4См. предл. 2.1 на стр. 20.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-1/1314/lec-04.pdf
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௙ഋ∶ ௑ഓ(ഋ) → ௒ഋ, по одной для каждого ఓ ∈ Obℳ, перестановочных со всеми стрел-
ками обеих диаграмм. Беря композиции этих стрелок с каноническими проекциями
предела lim௑ на элементыдиаграммы௑, получаем стрелки௙ഋగഓ(ഋ) ∶ lim௑ → ௒ഋ, пере-
становочные со стрелками диаграммы ௒. По универсальному свойству предела lim௒
существует единственный морфизм lim௙∶ lim௑ → lim௒, делающий коммутативны-
ми все диаграммы

lim௑
lim೑

��

ഏഓ(ഋ) // ௑ഓ(ഋ)

೑ഋ
��

lim௒
ഏഋ // ௒ഋ ,

(2-18)

горизонтальные стрелки которых суть канонические морфизмы из предела в элемен-
ты диаграммы. Двойственным образом, если существуют копределы colim௑ и colim௒,
то любые функтор ఛ∶ 𝒩 → ℳ и естественное преобразование ௙∶ ௑ → ௒ ∘ ఛ задают
единственный морфизм colim௙∶ colim௑ → colim௒, делающий коммутативными все
диаграммы

௑ഌ
೑ഌ

��

ഈഌ // colim௑
colim೑
��

௒ഓ(ഌ)
ഈഓ(ഌ) // colim௒ ,

горизонтальные стрелки которых суть канонические морфизмы элементов диаграм-
мы в копредел.

Пример 2.18 (полнота категории предпучков)
Если задана диаграмма ி∶ 𝒩 → p𝒮h(𝒰) предпучков множеств на малой категории𝒰,
то над каждым объектом ௎ ∈ Ob𝒰 возникает диаграмма множеств ி(௎)∶ 𝒩 → 𝒮et ,
вершинами которой служат множества сечений ிഌ(௎) предпучков ிഌ диаграммы ி
над объектом ௎ с отображениями, задающими действие стрелок диаграммы ி над
этим объектом. В силу функториальности (ко)предела множества ௅(௎) ≝ limி(௎) и
஼(௎) ≝ colimி(௎) ведут себя функториально по ௎, т. е. задают на 𝒰 предпучки мно-
жеств. Для любого предпучка ிഌ∶ 𝒰opp → 𝒮et диаграммы ி имеются канонические
морфизмы предпучков ௅ → ிഌ и ிഌ → ஼, действие которых над каждым объектом
௎ ∈ Ob𝒰 задаётся стрелками limி(௎) → ிഌ(௎) и ிഌ(௎) → colimி(௎) в категории 𝒮et .
Универсальность последних в категории 𝒮et над каждым объектом ௎ ∈ Ob𝒰 влечёт
универсальность первых в категории p𝒮h(𝒰). Таким образом, категория p𝒮h(𝒰) пред-
пучков множеств на малой категории 𝒰 замкнута и козамкнута.

Упражнение 2.27. Покажите, что категория ℱun(𝒞,𝒜b) ковариантных функторов из
любой малой категории 𝒞 в абелевы группы тоже замкнута и козамкнута.

2.4.1. Перестановочность функторов с (ко) пределами. Скажем, что функтор
ி∶ 𝒞 → 𝒟 перестановочен с (ко)пределами, если для любого ௅ ∈ Ob𝒞 и любой диа-
граммы ௑∶ 𝒩 → 𝒞 из того, что ௅ является (ко) пределом ௑ в 𝒞, вытекает, что ி(௅)
является (ко) пределом диаграммы ி ∘ ௑ в 𝒟.
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Предложение 2.7
Если функтор ி∶ 𝒞 → 𝒟 сопряжён слева к функтору ீ ∶ 𝒟 → 𝒞, то ி перестановочен
с копределами, а ீ— с пределами.

Доказательство. В силу сопряжённости ி и ீ имеем функториально по ஽ ∈ Ob𝒟:

Hom𝒟(�ி(colim௑),஽)� ≃ Hom𝒞( �colim௑,ீ(஽))� ≃
≃ Homℱun(𝒩,𝒞) (௑,ீ(஽)) ≃ Homℱun(𝒩,𝒟) (ி ∘ ௑,஽) .

Тем самым, ி(colim௑) ≃ colim(ி ∘ ௑). Рассуждение про пределы аналогично. �

Следствие 2.3
Пределы коммутируют с пределами, а копределы— с копределами всякий раз, когда
они существуют. Более пространно, пусть задана диаграмма ி∶ ℳ → ℱun(𝒩,𝒞), вер-
шинами которой являются диаграммы ிഋ∶ 𝒩 → 𝒞, по одной для каждого объекта
ఓ ∈ Obℳ, а стрелками — естественные преобразования ி(ఓభ → ఓమ)∶ ிഋభ → ிഋమ , по
одному для каждой стрелкиఓభ → ఓమ из Mor ℳ, и пусть для каждогоఓ ∈ ℳ диаграмма
ிഋ имеет (ко)предел, а для каждого ఔ ∈ 𝒩 имеет (ко)предел диаграммаி(ఔ)∶ ℳ → 𝒞,
образованная объектами ிഋ(ఔ) и стрелками ி(ఓభ → ఓమ)ഌ∶ ிഋభ(ఔ) → ிഋమ(ఔ), задающи-
ми действие естественных преобразований ி(ఓభ → ఓమ) над объектом ఔ. Тогда

lim
ഋ

lim
ഌ
ிഋ ≃ lim

ഌ
lim
ഋ
ி(ఔ) и colim

ഋ
colim
ഌ

ிഋ ≃ colim
ഌ

colim
ഋ

ி(ఔ) .

Пример 2.19 (ядра и коядра в категории модулей)
В категории ℳod -ோ правых модулей над кольцом ோ (ко)ядро морфизма ோ-модулей
ఝ∶ ஺ → ஻ является (ко)уравнителем ఝ с нулевым морфизмом из ஺ в ஻. Следова-
тельно, ядро и коядро являются функторами из категории диаграмм вида ∗ → ∗ в
категорию ℳod -ோ, причём коядро коммутирует с копределами, а ядро — с предела-
ми. В подробностях это звучит так. Пусть имеются две диаграммы правых ோ-модулей
௑,௒∶ 𝒩 → ℳod -ோ и гомоморфизмы ௙ഌ∶ ௑ഌ → ௒ഌ, задающие естественное преоб-
разование этих диаграмм. В силу функториальности (ко)пределов возникают гомо-
морфизмы lim௙ഌ∶ lim௑ → lim௒ и colim௙ഌ∶ colim௑ → colim௒, а также диаграммы
ker ௙, coker ௙∶ 𝒩 → ℳod -ோ, элементами которых являются ядра и коядра гомомор-
физмов ௙ഌ. Имеют место канонические изоморфизмы

colim coker ௙ ≃ coker colim௙ и lim ker ௙ ≃ ker lim௙ .

Каждый левый сопряжённый функтор со значениями в абелевых группах, будучи
перестановочен с копределами, переводит коядра в коядра, а любой правый сопря-
жённый функтор переводит ядра в ядра.

Свойство функтора ி сохранять ядра, т. е. наличие естественного по диаграмме
஺ → ஻ изоморфизма ker(ி஺ → ி஻) ≃ ி ker(஺ → ஻), называется точностью слева.
Сохранение коядер, т. е. изоморфизм coker(ி஺ → ி஻) ≃ ி coker(஺ → ஻), называется
точностью справа. Таким образом, все левые сопряжённые функторы точны справа,
а все правые — слева.
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Например, ядра точны слева, а коядра — справа, т. е. в категории модулей со вся-
кой коммутативной диаграммой с точными1 строками

଴ // ஺భ //

ഀ
��

஻భ ഏ //

ഁ
��

஼భ //

ം
��

଴

଴ // ஺మ // ஻మ // ஼మ // ଴
(2-19)

канонически связаны две точные последовательности

଴ → ker ఈ → ker ఉ → ker ఊ и coker ఈ → coker ఉ → coker ఊ → ଴ . (2-20)

Упражнение 2.28. Убедитесь, что на диаграмме (2-19) для любого గ(௕భ) ∈ ker ఊ эле-
мент ఉ(௕భ) ∈ ஺మ и что сопоставление గ(௕భ) ↦ ఉ(௕భ) (mod imఈ) корректно задаёт
гомоморфизм ఋ∶ ker ఊ → coker ఈ связывающий две последовательности (2-20) в
одну длинную точную последовательность

଴ → ker ఈ → ker ఉ → ker ఊ ഃ−→ coker ఈ → coker ఉ → coker ఊ → ଴ .

Пример 2.20 (тензорное произведение и копредставимые функторы)
Функтор ∗ ⊗ೃ ே∶ ℳod -ோ → 𝒜b, ௑ ↦ ௑ ⊗ೃ ே, задаваемый тензорным умножением
правых модулей на фиксированный левый модуль ே, сопряжён слева к копредстави-
момуфунктору2 ௛ಿ∶ 𝒜b → ℳod -ோ,௒ ↦ Homℤ(ே,௒). Поэтому тензорное произведение
перестановочно с копределами. В частности, оно точно справа, т. е. для любого гомо-
морфизма ఝ∶ ஺ → ஻ коядро coker (ఝ ⊗ೃ Idಿ∶ ஺ ⊗ೃ ஻ → ஺ ⊗ೃ ஻) ≃ coker(ఝ) ⊗ೄ ே. В
свою очередь, каждый копредставимый функтор ௛ಾ∶ ℳod -ோ → 𝒜b, ௑ ↦ Homೃ(ெ,௑),
перестановочен с пределами и точен слева.

Пример 2.21 (представимые функторы, продолжение прим. 2.2 на стр. 20)
Поскольку каждый представимый функтор на категории абелевых групп

௛಴∶ 𝒜bopp → 𝒜b , ௑ ↦ Hom𝒜b(௑,஼) ,
являетсяправымсопряжённымсамому себе3, онпереводитпределывкатегории𝒜bopp,
т. е. копределы в категории𝒜b, в пределы. В частности, функтор ௛಴ переводит коядра
в ядра (контравариантные функторы, переводящие коядра в ядра, тоже называются
точными слева).

Предложение 2.8 (точность фильтрующихся копределов)
Для малой фильтрующейся категории𝒩 и естественного преобразования ௙∶ ௑ → ௒
диаграмм ௑,௒∶ 𝒩 → 𝒜b абелевых групп имеется канонический изоморфизм

colim ker (௙ഌ∶ ௑ഌ → ௒ഌ) ≃ ker (colim௙∶ colim௑ഌ → colim௒ഌ) . (2-21)

Иными словами, копредел фильтрующейся диаграммы абелевых групп перестаново-
чен не только с коядрами, но и с ядрами, т. е. задаёт точный функтор

colim∶ ℱun(𝒩,𝒜b) → 𝒜b , ௑ ↦ colim௑ .
1Это означает, что ядро каждой стрелки совпадает с образом предыдущей.
2См. предл. 2.3 на стр. 24.
3См. прим. 2.2 на стр. 20.
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Доказательство. Согласно упр. 2.22 на стр. 34, копредел фильтрующейся диаграммы
௓∶ 𝒩 → 𝒜b является фактором прямой суммы ⨁௓ഌ по подгруппе, состоящей из всех
конечных сумм ∑

ഌ∈ಿ
௫ഌ,ே ⊂ Ob𝒩, ௫ഌ ∈ ௑ഌ, для которых в диаграмме ௑ найдётся груп-

па௑ഋ и стрелкиఝഌ∶ ௑ഌ → ௑ഋ, по одной для каждогоఔ ∈ ே, со свойством ∑
ഌ∈ಿ

ఝ(௫ഌ) = ଴

в ௑ഋ. Предельная стрелка colim௙ переводит класс [௫] ∈ colim௑ элемента ௫ = ∑
ഌ∈ಿ

௫ഌ в

класс [௙(௫)] элемента ௙(௫) ≝ ∑
ഌ∈ಿ

௙ഌ(௫ഌ) в фактор группе colim௒.

Упражнение 2.29. Убедитесь, что описание корректно.

Если [௫] ∈ ker colim௙, то в𝒩 имеются такие стрелкиఝഌ ∶ ఔ → ఓ с общим концомఓ, по
одной стрелке для каждого ఔ ∈ ே, что ∑ഌ ௒ఝഌ(௙ഌ(௫ഌ)) = ௙ഋ(∑ഌ ௑ఝഌ(௫ഌ)) = ଴ в ௒ഋ, т. е.
класс суммы ∑ഌ ௑ఝഌ(௫ഌ) ∈ ௑ഋ лежит в ядре ker(௙ഋ∶ ௑ഋ → ௒ഋ). Сопоставление классу
[௫] ∈ ker colim௙ класса [∑ഌ ௑ఝഌ(௫ഌ)] ∈ colim ker ௙ഌ корректно задаёт гомоморфизм
ker colim௙ → colim ker ௙ഌ.

Упражнение 2.30. Убедитесь, в этом.

Обратный гомоморфизм colim ker ௙ഌ → ker colim௙ сопоставляет классу элемента ௫ഌ ∈
∈ ker ௙ഌ вфактор группе colim ker ௙ഌ класс тогоже самого элемента, но тольковфактор
группе colim௑ഌ. �

Упражнение 2.31. Убедитесь, что этот класс лежит в ядре предельного гомоморфиз-
ма colim௙ и не зависит от выбора представителя ௫ഌ в классе un определение го-
моморфизма colim ker ௙ഌ → ker colim௙ корректно и этот гомоморфизм действи-
тельно обратен предыдущему.

Предложение 2.9
В категории 𝒮et копределы фильтрованных диаграмм перестановочны с конечными
пределами.

Доказательство. Достаточно доказать, что для любых двух фильтрованных диаграмм
множеств ௑,௒∶ 𝒩 → 𝒮et имеется канонический изоморфизм

colim(௑ഌ × ௒ഌ) ≃ colim(௑ഌ) × colim(௒ഌ) ,

а для любых двух естественных преобразований ௙,௚∶ ௑ → ௒ этих диаграмм и инду-
цированных ими отображений colim௙, colim௚∶ colim௑ → colim௒ имеется канониче-
ский изоморфизм colim Eq(௙ഌ,௚ഌ) ≃ Eq(colim௙, colim௚), где Eq(ఝ,ట) означает уравни-
тель стрелокఝ иట. Первыйизоморфизм переводит класс в colim(௑ഌ×௒ഌ) пары (௫ഌ,௬ഌ)
в пару классов ([௫ഌ], [௬ഌ]) ∈ colim(௑ഌ) × colim(௒ഌ).

Упражнение 2.32. Проверьте, что это отображение определено корректно и являет-
ся биекцией.

Второй изоморфизм переводит класс в colim Eq(௙ഌ,௚ഌ) такого элемента ௫ഌ ∈ ௑ഌ, что
௙ഌ(௫ഌ) = ௚ഌ(௫ഌ) в ௒ഌ, в класс этого же элемента в colim௑.

Упражнение 2.33. Проверьте, что последний класс лежит в Eq(colim௙, colim௚) и что
таким образом получается корректно определённое и биективное отображение
colim Eq(௙ഌ,௚ഌ) → Eq(colim௙, colim௚).

�
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Следствие 2.4
Вкатегории𝒮et копределинъективного (соотв. сюрьективногоилибиективного)пре-
образования1 фильтрованных диаграмм является инъективным (соотв. сюрьектив-
ным или биективным) отображением копределов этих диаграмм.

2.5. Существование сопряжённыхфункторов. Если у функтораி∶ 𝒞 → 𝒟 есть пра-
вый сопряжённыйфункторீ ∶ 𝒟 → 𝒞, то ி перестановочен с копределами, и для каж-
дого ௒ ∈ Ob𝒟 объект ீ(௒) ∈ Ob𝒞 представляет предпучок2

௛ಷೊ∶ 𝒞opp → 𝒮et , ௑ ↦ Hom𝒟(ி(௑),௒) .

Тождественный эндоморфизм Idಸ(ೊ) ∈ ௛ಸ(ೊ)(ீ(௒)) переводится изоморфизмом функ-
торов ௛ಸ(ೊ) ⥲ ௛ಷೊ в такую универсальную стрелку త∶ ிீ(௒) → ௒ из ௛ಷೊ(ீ(௒)), что для
любого ௑ ∈ Ob𝒞 и любой стрелки ఈ∶ ி௑ → ௒ в категории 𝒟 найдётся единственная
стрелка ఝഀ ∈ Hom𝒞(௑,ீ(௒)), делающая коммутативной диаграмму

ிீ(௒)
ജ

"" ௒

ி௑

ಷകഀ

OO

ഀ

;; (2-22)

Пары (௑,ఈ∶ ி௑ → ௒), где௑ ∈ Ob𝒞, образуют категориюℱೊ, в которойморфизмамииз
(௑భ,ఈభ) в (௑మ,ఈమ) по определению являются такие стрелки ఝ∶ ௑భ → ௑మ категории 𝒞,
для которых в категории 𝒟 коммутативна диаграмма

ி௑మ
ഀమ

!!
௒

ி௑భ

ಷക

OO

ഀభ

==

Универсальная стрелка త∶ ிீ(௒) → ௒ в диаграмме (2-22) является конечным объек-
том категории ℱೊ.

Упражнение 2.34. Покажите, что для козамкнутой категории 𝒞, перестановочного
с копределами функтора ி∶ 𝒞 → 𝒟 и произвольного объекта ௒ ∈ Ob𝒟 категория
ℱೊ тоже козамкнута.

Из этого упражнения и критерия существования конечного объекта в козамкнутой
категории3 получается следующий полезный критерий существования правого со-
пряжённого функтора:

1По определению, это означает, что действие естественного преобразования над каждым
объектом диаграммы инъективно (соотв. сюрьективно или биективно).

2См. упр. 2.3 на стр. 21.
3См. предл. 2.5 на стр. 31.
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Теорема 2.1
Функторி∶ 𝒞 → 𝒟 из козамкнутой категории𝒞 тогда и только тогда обладает правым
сопряжённым, когда онперестановочен с копределамиидля каждого௒ ∈ Ob𝒟 имеет-
ся такое множество ௌೊ пар (௑,ఈ), ௑ ∈ Ob𝒞, ఈ ∈ Hom𝒟(ி௑,௒), что любая стрелка вида
ி௓ → ௒ в𝒟 раскладывается для некоторой пары (௑,ఈ) ∈ ௌೊ и стрелкиఝ ∈ Hom𝒞(௓,௑)
в композицию ி௓ ಷക // ி௑ ഀ // ௒ . �

Упражнение 2.35. Докажите двойственный критерий: функтор ீ ∶ 𝒟 → 𝒞 из за-
мкнутой категории 𝒟 тогда и только тогда обладает левым сопряжённым, когда
он перестановочен с пределами и для каждого ௑ ∈ Ob𝒞 имеется такое множе-
ство ௌ೉ пар (௒,ఉ), ௒ ∈ Ob𝒟, ఉ ∈ Hom𝒞(௑,ீ௒), что любая стрелка вида ௑ → ீ௓
в 𝒞 раскладывается для некоторой пары (௒,ఉ) ∈ ௌ೉ и стрелки ఝ ∈ Hom𝒞(௒,௓) в
композицию ௑ ഁ // ீ௒ ಷക // ீ௓ .



§3. Абелевы категории

3.1. Линейные категории.Пустьோ—произвольное кольцо с единицей. Категория ℒ
называется ோ-линейной слева, если бифунктор Homℒ(∗ , ∗ ) принимает значения в ка-
тегории ோ-ℳod левых ோ-модулей и все композиции

Hom(௒,௓) × Hom(௑,௒) → Hom(௑,௓)

билинейны над ோ. Например, сама категория ோ-ℳod ோ-линейна, категория вектор-
ных пространств над полем 𝕜 линейна над 𝕜, а категория абелевых групп ℤ-линейна.
Всякая ோ-линейная категория автоматически ℤ-линейна: каждое множество стрелок
Hom(௑,௒) в ோ-линейной категории является аддитивной абелевой группой, и сложе-
ние морфизмов дистрибутивно композиции:

(ఝభ +ఝమ) ∘ (టభ +టమ) = ఝభ ∘టభ +ఝభ ∘టమ +ఝమ ∘టభ +ఝమ ∘టమ .

Функтормеждуோ-линейнымикатегорияминазывается ோ-линейным, если он действу-
ет на стрелкиோ-линейными гомоморфизмами. Всефункторымеждуோ-линейнымика-
тегориями далее будут по умолчанию предполагаться ோ-линейными.

Предостережение 3.1. Сложение морфизмов в (малой) ௄-линейной категории ℒ не
следует путать с формальным сложением в алгебре ௄[ℒ] из прим. 1.3 на стр. 4: даже
на уровне множеств Mor ℒ и ௄[ℒ] — это разные множества.

3.1.1. Прямые суммы. Из равенства ఝ ∘ ଴ = ఝ ∘ (଴ + ଴) = ఝ ∘ ଴ + ఝ ∘ ଴ вытекает,
что в ோ-линейной категории ఝ ∘ ଴ = ଴ для нулевого морфизма ଴ ∈ Hom(௑,௒) и любой
стрелки ఝ с началом в ௒. По той же причине ଴ ∘ట = ଴ для стрелокట с концом в ௑.

Упражнение 3.1. Докажите равносильность друг другу следующих трёх условий на
эндоморфизм ఌ ∈ Hom(௑,௑) в ோ-линейной категории: а) ఌ = Id೉ б) ఝ ∘ ఌ = ఝ
для всех стрелок ఝ с началом в ௑ в) ఌ ∘ ఝ = ఝ для всех стрелок ఝ с концом
в ௑ и проверьте, что мономорфность1 (соотв. эпиморфность) произвольного
морфизма означает, что он не является левым (соотв. правым) делителем нуля2.

Предложение 3.1
В ோ-линейной категории каждое произведение௑×௒ является одновременно и копро-
изведением, а каждое копроизведение ௑⊗ ௒—произведением, причём между кано-
ническими морфизмами గ೉, గೊ произведения в множители и каноническими мор-
физмами ఐ೉, ఐೊ множителей в копроизведение выполняются соотношения:

ఐ೉గ೉ + ఐೊగೊ = Id , గ೉ఐ೉ = Id೉ , గೊఐೊ = Idೊ , గ೉ఐೊ = ଴ , గೊఐ೉ = ଴ , (3-1)

Наоборот, всякий объект ௑ ⊕ ௒, включающийся в диаграмму вида

௑
ഈ೉ //௑ ⊕ ௒ഏ೉
oo

ഏೊ
//௒ ,

ഈೊoo

стрелки которой удовлетворяют соотношениям (3-1), является одновременно произ-
ведением и копроизведением объектов ௑ и ௒.

1См. n∘ 1.1.1 на стр. 5.
2Т. е. ఝట = ଴ ⇒ ట = ଴ (соотв.టఝ = ଴ ⇒ ట = ଴).
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Доказательство. Пусть есть произведение ௑ × ௒. Морфизмы ఐ೉ ≝ Id೉ × ଴∶ ௑ → ௑ × ௒
и ఐೊ ≝ ଴ × Idೊ ∶ ௒ → ௑ × ௒ включаются в коммутативные диаграммы

௑ × ௒ ഏೊ //

ഏ೉
��

௒

௑ ௑Id೉oo

బ
OO

ഈ೉
bb

и
௑ × ௒ ഏೊ //

ഏ೉
��

௒

௑ ௒
Idೊ

OO

బo o

ഈೊ
bb

и удовлетворяют последним четырём соотношениям (3-1). Из них вытекает, что

గ೉(ఐ೉గ೉ + ఐೊగೊ) = గ೉ и గೊ(ఐ೉గ೉ + ఐೊగೊ) = గೊ .

Но по универсальному свойству произведения существует ровно одна стрелкаఝ∶ ௑×
௒ → ௑ × ௒, для которой గ೉ఝ = గ೉ и గೊఝ = గೊ, и эта стрелка ఝ = Id೉×ೊ. Поэтому
первое соотношение из (3-1) тоже выполнено.

Упражнение 3.2. Докажите соотношения (3-1) в случае, когда существует копроиз-
ведение ௑ ⊗ ௒.

Из соотношений (3-1) следует, что для любой пары стрелок ఈ∶ ௑ → ௓ и ఉ∶ ௒ → ௓
стрелка ఊ∶ ௑ ⊕ ௒ → ௓ со свойствами ఊఐ೉ = ఈ и ఊఐೊ = ఉ единственна и равна ఊ =
= ఊ ∘ Id೉⊕ೊ = ఊ(ఐ೉గ೉ + ఐೊగೊ) = ఈగ೉ + ఉగೊ , а для любой пары стрелок ఈ′ ∶ ௐ → ௑
и ఉ′ ∶ ௐ → ௒ стрелка ఊ′ ∶ ௐ → ௑ ⊕ ௒ со свойствами గ೉ఊ′ = ఈ′ и గೊఊ′ = ఉ′ также
единственна и равна ఊ′ = Id೉⊕ೊ ∘ ఊ′ = (ఐ೉గ೉ + ఐೊగೊ)ఊ′ = ఐ೉ఈ′ + ఐೊఉ′ . �

Определение 3.1 (прямые суммы)
Объект௑⊕௒, удовлетворяющий условиямпредл. 3.1, называется прямой суммой объ-
ектов௑ и ௒. Прямая сумма𝒳 = ௑భ⊕௑మ⊕ ⋯ ⊕௑೙ любого конечного набора объектов
определяется по индукции вместе с каноническими морфизмами

ఐഌ∶ ௑ഌ → 𝒳 , గഌ ∶ 𝒳 → ௑ഌ , ఌഌ ≝ ఐഌగഌ ∶ 𝒳 → 𝒳 ,

которые удовлетворят соотношениям

గഌఐഋ = ଴ при ఔ ≠ ఓ , గഌఐഌ = Id೉ഌ ,
ఌഌఌഋ = ଴ при ఔ ≠ ఓ , ఌమഌ = ఌഌ , ∑ഌ

ఌഌ = Id𝒳 , (3-2)

эквивалентным тому, что𝒳 = ௑భ × ௑మ × ⋯ × ௑೙ = ௑భ ⊗ ௑మ ⊗ ⋯ ⊗ ௑೙.

Пример 3.1 (матричный формализм)
Прямым вычислением с использованием соотношений (3-2) проверяется, что для ко-
нечных прямых сумм𝒳 = ⊕

ഌ
௑ഌ и 𝒴 = ⊕

ഋ
௒ഋ в ோ-линейной категории имеется канони-

ческий изоморфизм ோ-модулей Hom(𝒳,𝒴) ≃ ⊕
ഋ,ഌ

Hom(௑ഌ,௒ഋ) , сопоставляющий мор-

физму ఝ∶ 𝒳 → 𝒴 матрицу ః = (ఝഋഌ) из морфизмов ఝഋഌ = గഋ ∘ ఝ ∘ ఐഌ∶ ௑ഌ → ௒ഋ . Из
матрицы ః морфизм ఝ∶ 𝒳 → 𝒴 восстанавливается по формуле ఝ = ∑

ഋഌ
ఐഋ ∘ ఝഋഌ ∘ గഌ .

При этом матрица композиции ఝ ∘ట равна произведению матриц ః ⋅అ.
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3.1.2. Естественность сложения морфизмов. Если в ோ-линейной категории ℒ
есть прямые суммы ௑⊕௑ и ௒⊕௒, то сложение в группе Hom(௑,௒) канонически опре-
деляется композициями в категории ℒ, поскольку для любых стрелок ఝ,ట∶ ௑ → ௒
коммутативна диаграмма

௑ ക+ഗ //

೩೉
��

௒

௑ ⊕ ௑ ക⊕ഗ
// ௒ ⊕ ௒

∇ೊ

OO

(3-3)

в которой диагональныйморфизм௱೉ ≝ Id×Id∶ ௑ → ௑×௑ икодиагональныйморфизм
∇ೊ ≝ Id ⊗ Id∶ ௒ ⊗ ௒ → ௒ канонически заданы универсальными свойствами произве-
дения ௑ × ௑ и копроизведения ௒ ⊗ ௒, а морфизм ఝ ⊕ ట∶ ௑ ⊕ ௑ → ௒ ⊕ ௒ возникает,
если имеется равенство ௑ × ௑ = ௑ ⊗ ௑ или равенство ௒ ⊗ ௒ = ௒ × ௒, т. е. когда про-
изведение ௑ с собой одновременно является копроизведением, или копроизведение
௒ с собой одновременно является произведением. В первом случае два отображения
௑ → ௒⊗௒, задаваемые композициями ఐభఝ и ఐమట, где ఐభ,మ∶ ௒ → ௒⊗௒ суть вложения со-
множителей в копроизведение, задают по универсальному свойству копроизведения
௑ ⊗ ௑ морфизм ௑ ⊗ ௑ → ௒ ⊗ ௒, а во втором случае отображения ௑ × ௑ → ௒, задавае-
мые композициями ఝగభ и టగమ, где గభ,మ∶ ௑ × ௑ → ௑ суть проекции произведения на
сомножители, задают морфизм௑×௑ → ௒×௒ по универсальному свойству произведе-
ния ௒ × ௒. Таким образом, диаграмма (3-3) канонически задаёт бинарную операцию
на морфизмах в любой категории, где у каждого объекта есть прямое произведение
с собой, одновременно являющееся и копроизведением. В ோ-линейной категории эта
операция совпадает со сложением морфизмов.

Упражнение 3.3. Убедитесь в последнем.

3.1.3. Бесконечные (ко)произведения. Копроизведение ∐
ഌ
௑ഌ бесконечного се-

мейства объектов ௑ഌ в ோ-линейной категории обычно не совпадает с произведени-
ем ∏

ഌ
௑ഌ. Так, в категории абелевых групп 𝒜b произведение ∏

ഌ
௑ഌ образовано все-

возможными семействами векторов {௩ഌ}, ௩ഌ ∈ ௑ഌ, которые складываются поком-
понентно, а копроизведение ∐

ഌ
௑ഌ ⊂ ∏

ഌ
௑ഌ состоит из тех семейств {௩ഌ}, в которых

лишь конечное число элементов ௩ഌ ≠ ଴. В общей ситуации из универсальных свойств
(ко)произведений вытекает существование естественных изоморфизмов

Hom(∐ഌ
௑ഌ,௒) ≃ ∏ഌ

Hom(௑ഌ,௒) и Hom(௒, ∏ഌ
௑ഌ) = ∏ഌ

Hom(௒,௑ഌ) . (3-4)

Кроме того, для каждого ௜ набор стрелок గഌ೔∶ ௑೔ → ௑ഌ, нулевых при ఔ ≠ ௜ и тожде-
ственной для ఔ = ௜, задаёт морфизмы గ೔∶ ∐

ഌ
௑ഌ → ௑೔, такие что గഌఐഌ = Id೉ഌ при всех

ఔ, и గഌఐഋ = ଴ при ఓ ≠ ఔ. Произведение стрелок గഌ задаёт морфизм

ఙ∶ ∐ഌ
௑ഌ → ∏ഌ

௑ഌ . (3-5)

Упражнение 3.4. Убедитесь, что все ఐഌ и ఙ инъективны, а గഌ сюрьективны.
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Если все объекты ௑ഌ являются одинаковыми копиями одного объекта ௑, занумеро-
ванными элементами некоторого множества ே, мы обозначаем их копроизведение
через ே ⊗ ௑ ≝ ∐

ഌ
௑ഌ, а произведение — через ௑ಿ ≝ ∏

ഌ
௑ഌ.

Пример 3.2 (прямая сумма морфизмов)
Во всякой категории с (ко)произведениями любой набор морфизмов ఊഌ∶ ௑ഌ → ௒ഌ ка-
нонически задаёт морфизм произведений ∏௑ഀ → ∏௒ഀ и морфизм копроизведений
∐௑ഀ → ∐௒ഀ, которые отвечают, соответственно, наборам стрелок

ఊഌ ∘ గഌ ∶ ∏௑ഀ → ௒ഌ и ఐഌ ∘ ఊഌ∶ ௑ഌ → ∐௒ഌ ,

где గഌ ∶ ∏௑ഀ → ௑ഌ и ఐഌ ∶ ௒ഌ → ∐௒ഀ — канонические морфизмы произведе-
ния в сомножители и сомножителей в копроизведение. Для конечных прямых сумм
в ோ-линейных категориях эти два морфизма совпадают и называются прямой суммой
морфизмов ఊഌ. Прямая сумма морфизмов обозначается ⊕ఊഌ. В терминах прим. 3.1
она изображается диагональной матрицей со стрелками ఊഌ по диагонали и нулями в
остальных местах.

3.1.4. Ядра и коядра. Напомню1, что объект ଴ ∈ Ob𝒞 категории 𝒞 называется
нулевым, если он одновременно начальный и конечный. Такой объект единствен с
точностью до единственного изоморфизма (если существует).

Морфизм ௑ → ௒ в категории с нулевым объектом называется нулевым, если он
распадается в композицию ௑ → ଴ → ௒.

Упражнение 3.5.Убедитесь, что вோ-линейнойкатегориинулевойморфизмявляется
нулевым элементом аддитивной группы Hom(௑,௒) и наоборот.

Уравнитель и коуравнитель стрелки ఝ∶ ௑ → ௒ и нулевого морфизма называются,
соответственно, ядром и коядром стрелки ఝ и обозначаются ker ఝ и coker ఝ.

С ядром канонически связана универсальная стрелка ஭∶ ker ఝ → ௑, которая ан-
нулирует ఝ справа: ఝ஭ = ଴, и любая стрелкаట, аннулирующая ఝ справа, однозначно
представляется в виде ట = ஭ట′. Универсальную стрелку ஭ мы тоже будем называть
ядром. Она единственна с точностью до единственного изоморфизма, тождественно
действующего на ௑.

Упражнение 3.6. pb:KerProps Убедитесь, что если ядро существует, то оно моно-
морфно, и равенство ஭ = ଴ равносильно инъективностиఝ, а равенство ஭ = Id೉—
тому, что ఝ = ଴.

В ℤ-линейной категории ядро представляет предпучок ௓ ↦ ker ఝೋ∗ , переводящий объ-
ект ௓ в ядро гомоморфизма абелевых групп ఝೋ∗ ∶ Hom(௓,௑) → Hom(௓,௒), который за-
даёт действие над ௓ естественного преобразования ఝ∗ ∶ ௛೉ → ௛ೊ левого умножения
на ఝ.

С коядром связана универсальная стрелка ண∶ ௒ → coker ఝ, также называемая ко-
ядром. Она аннулирует ఝ слева: ணఝ = ଴, и любая стрелка ట, аннулирующая ఝ слева
однозначно представляется в виде ట = ట′ண. Стрелка ண единственна с точностью до

1См. прим. 2.7 на стр. 27.
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единственного изоморфизма, тождественно действующего на ௒. В ℤ-линейной кате-
гории коядро копредставляет функтор ௓ ↦ ker ఝ∗

ೋ, где ఝ∗
ೋ∶ Hom(௒,௓) → Hom(௑,௓)

задаёт действие над ௓ естественного преобразования ఝ∗ ∶ ௛ೊ → ௛೉.
Упражнение 3.7. Убедитесь, что если коядро существует, то оно эпиморфно, и ра-

венство ண = ଴ равносильно сюрьективности ఝ, а равенство ண = Idೊ — тому, что
ఝ = ଴.

Ядро канонической стрелки ண ∶ ௒ → coker ఝ называется образом морфизма ఝ и обо-
значается imఝ ≝ ker ண. Коядро канонической стрелки ஭ ∶ ker ఝ → ௑ называется кооб-
разом1 морфизма ఝ и обозначается coimఝ ≝ coker ஭. Если морфизм ఝ∶ ௑ → ௒ имеет
ядро, коядро, образ и кообраз, то в силу универсальных свойств двух последних

Hom(coimఝ, imఝ) ≃ {ఈ∶ coimఝ → ௒ | ணఈ = ଴} ≃ {ఉ∶ ௑ → ௒ | ணఉ = ଴ и ఉ஭ = ଴} .

Стрелка ఝ∶ coimఝ → imఝ, переводимая этими изоморфизмами в исходную стрелку
ఝ∶ ௑ → ௒, это единственный морфизм, делающий коммутативной диаграмму

coker ఝ ௒ಛoo imఝಥ′
oo

ker ఝ ಥ // ௑

ക
OO

ಛ′
// coimఝ

ക
OO

(3-6)

в которой ஭, ஭′ — канонические морфизмы из ядер, а ண, ண′ — в коядра.

Определение 3.2
Диаграмма (3-6) называется каноническим разложением морфизма ఝ.

Пример 3.3 (фильтрованные абелевы группы)
Рассмотрим категорию ி𝒜b, объектами которой являются абелевы группы

஺ = ⋃
೙∈ℕ

஺೙ ,

профильтрованные возрастающими подгруппами ஺భ ⊂ ஺మ ⊂ ஺య ⊂ ⋯ , а морфизма-
ми — такие гомоморфизмы абелевых групп ఝ∶ ஺ → ஻, что ఝ(஺೙) ⊂ ஻೙ при всех
௡ ∈ ℕ. Эта категория аддитивна, и у каждого морфизмаఝ∶ ஺ → ஻ есть ядро и коядро,
как группы совпадающие с ядром и коядром в 𝒜b, и имеющие фильтрации, индуци-
рованные с ஺ и ஻ : ker ఝ = ⋃஺′

೙, где ஺′
೙ = ஺೙ ∩ ker ఝ, и coker ఝ = ⋃஻′

೙, где ஻′
೙ —

образ подгруппы ஻೙ ⊂ ஻ в факторе ஻∕ఝ(஺). Обозначим через ஺[ଵ] фильтрованную
группу с компонентами ஺[ଵ]೛ = ஺೛+భ. Отображение ௦ ∶ ஺ → ஺[ଵ], тождественно дей-
ствующее на элементы группы, является морфизмом фильтрованных групп и имеет
нулевые ядро и коядро, т. е. одновеменно инъективно и сюрьективно, но не обрати-
мо, если ஺ ≠ ଴. В каноническом разложении (3-6) морфизма ௦ стрелка ௦ = ௦ тоже не
изоморфизм:

଴ ஺[ଵ]oo ஺[ଵ]
Idಲ[భ]oo

଴ // ஺
ೞ
OO

Idಲ // ஺ .

ೞ
OO

1В категории модулей кообраз ఝ∶ ௑ → ௒ это фактор по ядру: coimఝ = ௑∕ker ఝ.
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3.2. Абелевы категории. Категория𝒜 называется аддитивной, если она ℤ-линейна,
и в ней имеются нулевой объект и прямые суммы любых двух1 объектов. Аддитив-
ная категория𝒜 называется абелевой, если любая стрелкаఝ в ней имеет ядро и кояд-
ро, причём канонический морфизмఝ в её разложении (3-6) является изоморфизмом,
т. е. образ любого морфизма канонически изоморфен его кообразу2. Отождествляя
кообраз с образом при помощи этого изоморфизма, мы получаем для каждой стрел-
ки ఝ∶ ௑ → ௒ пятичленное разложение

ker ఝ � � ಥ // ௑ ಛ′
// //

ക
��

imఝ � � ಥ′
// ௒ ಛ // // coker ఝ , (3-7)

где ஭′ мономорфен, ண′ эпиморфен, ண′஭ = ఝ и imఝ = ker ண = coker ஭.
Упражнение 3.8. Покажите, что в абелевой категории 𝒜 ядро, коядро и образ яв-

ляются функторами из категории 𝒜r (𝒜) диаграмм вида3 • → • в категорию 𝒜,
а пятичленное разложение (3-7) является функтором из𝒜r (𝒜) в категорию диа-
грамм вида • → • → • → • → •.

Пример 3.4 (категория модулей)
Для любого ассоциативного кольцаோ категорииோ-ℳod иℳod -ோ левыхиправыхோ-мо-
дулей абелевы: ядра, коядра и образы в них суть обычные ядра, коядра и образы ோ-ли-
нейных отображений, а совпадение образа и кообраза проверяется в теореме о строе-
нии ோ-линейного гомоморфизма, утверждающей, что образ канонически изоморфен
фактору по ядру. В частности, категория 𝒜b абелевых групп абелева. Её полная под-
категория конечно порождённых абелевых групп также является абелевой.

Пример 3.5 (неабелва аддитивная категория, продолжение прим. 3.3 на стр. 46)
Категория фильтрованных абелевых групп из прим. 3.3 аддитивна, и все стрелки в
ней имеют ядра и коядра. Однако эта категория не является абелевой, т. к. в ней есть
стрелки ఝ, у которых imఝ ≄ coimఝ.

Упражнение 3.9. Убедитесь, что в категории топологических абелевых групп и их
непрерывных гомоморфизмов тоже есть ядра, коядра и прямые суммы, но она не
является абелевой.

Пример 3.6 (неаддитивные категории)
Категории множеств, топологических пространств, групп и коммутативных колец не
являются даже ℤ-линейными, поскольку в них ௑ × ௒ ≠ ௑ ⊗ ௒.

Упражнение 3.10. Покажите, что стрелкаఝ в абелевой категории обратима , если и
только если ker ఝ = ଴ и coker ఝ = ଴, а также что всякий мономорфизм является
ядром своего коядра, а эпиморфизм— коядром своего ядра.

1А значит — и любого конечного множества.
2В начальном курсе алгебры этот факт обычно называют «теоремой о строении гомомор-

физма» и доказывают для гомоморфизмов групп, колец и модулей над кольцами.
3Т. е. категории функторов ℱun(𝒩,𝒜), где категория𝒩 = {• → •} имеет 2 объекта и одну

нетождественную стрелку.
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3.2.1. Конечная (ко)замкнутость. Поскольку у любых двух стрелок ఈ и ఉ в абе-
левой категории есть (ко)уравнитель, а именно — (ко)ядро разности ఈ − ఉ, любая
конечная диаграмма в абелевой категории имеет (ко)предел1. В частности, каждая

пара стрелок ஺ ഀ // ஼ ஻ഁoo однозначно достраивается до декартова квадрата2

஺ ×಴ ஻
ഁ′

��

ഀ′
// ஻
ഁ
��

஺ ഀ // ஼ ,

а каждая пара стрелок ஺ ஼ഀoo ഁ // ஻ — до кодекартова квадрата3

஼
ഀ
��

ഁ // ஻
ഀ′

��
஺ ഁ′

// ஺ ⊗಴ ஻ .

Предложение 3.2
В абелевой категории коммутативный квадрат

௉
ഁ′

��

ഀ′
// ஻
ഁ
��

஺ ഀ // ொ
(3-8)

декартов , если и только если ௉ является ядром стрелки ఋ∶ ஺ ⊕ ஻ → ொ с матрицей4

ఋ = (ఉ, −ఈ), и в этом случае вложение этого ядра ఌ∶ ௉ ↪ ஺⊕ ஻ имеет матрицу (
ఈ′

ఉ′).

Двойственным образом, квадрат (3-8) кодекартов тогда и только тогда, когда ொ явля-

ется коядром стрелки ఌ′ ∶ ௉ ↪ ஺⊕஻ с матрицей (
ఈ′

−ఉ′), и в этом случае проекция на

это коядро ఋ′ ∶ ஺ ⊕ ஻ ↠ ொ имеет матрицу ఋ = (ఉ, −ఈ).

Доказательство. Мы докажем первое утверждение, второе получается оборачивани-
ем стрелок. Для произвольного объекта ௓ запись отображения ఎ∶ ௓ → ஺ ⊕ ஻ мат-

рицей (
ఝ
ట) устанавливает биекцию между стрелками ఎ∶ ௓ → ஺ ⊕ ஻ и парами стре-

лок ఝ∶ ௓ → ஺, ట∶ ௓ → ஻. Равенство ఈఝ = ఉట при этом равносильно равенству

ఋఎ = ଴, поскольку (ఈ, −ఉ) (
ఝ
ట) = ఈఝ − ఉట. Универсальное свойство вложения ядра

1См. зам. 2.1. на стр. 30.
2См. прим. 2.10 на стр. 28.
3См. прим. 2.11 на стр. 29.
4См. прим. 3.1 на стр. 43.
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ఌ∶ ker ఋ ↪ ஺ ⊕ ஻, записанное в терминах его матрицы ఌ = (
ఉ′

ఈ′), превращается та-

ким образом в универсальное свойство стрелок ఉ′ и ఈ′ в декартовом квадрате (3-8):

для любого морфизма ఎ = (
ఝ
ట) со свойством ఋఎ = ଴, существует единственная такая

стрелка ణ∶ ௓ → ker ఋ, что ఎ = ఌణ, т. е. ఝ = ఉ′ణ иట = ఈ′ణ. �

Предложение 3.3
В абелевой категории для каждого декартова квадрата

஺ ×಴ ஻
ഁ′

��

ഀ′
// ஻
ഁ
��

஺ ഀ // ஼

(3-9)

(1) композиция стрелки త∶ ker ఈ′ ↪ ஺ ×಴ ஻ со стрелкой ఉ′ является ядром для ఈ

(2) инъективность стрелки ఈ равносильна инъективности стрелки ఈ′

(3) если стрелка ఉ сюрьективна, то декартов квадрат (3-9) одновременно является
кодекартовым, и стрелка ఉ′ тоже сюрьективна.

Доказательство. Из универсального свойства послойного произведения вытекает,
что стрелки ఝ∶ ௓ → ஺ со свойством ఈఝ = ଴ и стрелки ట∶ ௓ → ஺ ×಴ ஻ со свойством
ఈ′ట = ଴ находятся в канонической биекции, которая сопоставляет стрелкеఝ∶ ௓ → ஺
её послойное произведение ఝ ×಴ ଴∶ ௓ → ஺ ×಴ ஻ с нулевой стрелкой ௓ → ஻, а стрелку
ట∶ ௓ → ஺ ×಴ ஻ отправляет в композицию ఉ′ట:

஺ ×಴ ஻

ഁ′

��

ഀ′
// ஻

ഁ

��

௓

ഗ=ക×಴బ
77

ക=ഁ′ഗ
(( ஺ ഀ // ஼ .

Поскольку каждая стрелкаట однозначно пропускается через ядроత∶ ker ఈ′ ↪ ஺×಴஻,
отвечающая ей стрелкаఝ однозначно пропускается через композициюఉ′త. Это дока-
зывает первое утверждение и импликацию ker ఈ′ = ଴ ⇒ ker ఈ = ଴ во втором. Пусть,
наоборот, ker ఈ = ఉ′త = ଴. Тогда вложение త∶ ker ఈ′ ↪ ஺ ×಴ ஻ является послойным
произведением нулевых морфизмовఉ′త иఈ′త, и поэтому тоже нулевое. Это заверша-
ет доказательство второго утверждения. Отметим, что пока мы пользовались только
универсальными свойствами произведения и ядер.

Чтобы доказать (3) воспользуемся предл. 3.2, согласно которому ஺ ×಴ ஻ является
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ядром стрелки ఋ = (ఈ, −ఉ) в диаграмме

஺ ×಴ ஻
ഁ′

||

ഀ′

##

� _

ഄ
��

஺

ഀ
##

஺ ⊕ ஻
ഃ
��

஻ .

ഁ{{஼

Сюрьективность стрелкиఉ влечёт сюрьективность стрелкиఋ′ ∶ ஺⊕஻ → ஼ с матрицей
ఋ′ = (ఈ,ఉ), поскольку ఉ = ఋ′ఐಳ. Тем самым, стрелка ఋ′ является коядром стрелки

ఌ′ = (
ఈ′

−ఉ′), а значит, попредл. 3.2 квадрат (3-9) является кодекартовым.Оборачивая

стрелки в уже доказанных утверждениях (1) и (2), мы заключаем, что в кодекартовом
квадрате сюрьективность стрелки ఉ′ равносильна сюрьективности стрелки ఉ. �

Следствие 3.1
В абелевой категории для каждого кодекартова квадрата

஼
ഀ
��

ഁ // ஺
ഀ′

��
஻ ഁ′

// ஺ ⊗಴ ஻

(3-10)

(1) композиция стрелки ఉ′ с сюрьекцией ఍ ∶ ஺ ⊗಴ ஻ ↠ coker ఈ′ доставляет коядро
для стрелки ఈ

(2) эпиморфность стрелки ఈ равносильна эпиморфности стрелки ఈ′

(3) если стрелкаఉ инъективна, то кодекартов квадрат (3-9) одновременноявляется
декартовым, и стрелка ఉ′ тоже инъективна.

3.2.2. Точность. Пара компонуемых стрелок
ക−→ ௑ ഗ−→ называется точной, если

kerట = imఝ. Более длинная цепочка стрелок называется точной, если каждая пара
её последовательных стрелок точна. Например, точность последовательности

଴ → ௑ ക−→ ௒ ഗ−→ ௓

означает что стрелка ఝ∶ ௑ ↪ ௒ инъективна и является ядром стрелки ట, а точность
последовательности

௑ ക−→ ௒ ഗ−→ ௓ → ଴
означает что стрелкаట∶ ௒ ↠ ௓ сюрьективна и служит коядром стрелкиట.

Точные последовательности вида

଴ → ஺ ഀ−→ ஼ ഁ−→ ஻ → ଴ (3-11)
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называются точными тройками. Точность тройки (3-11) равносильна равенствам
ఈ = ker ఉ иఉ = coker ఈ. В этой ситуации஻ называется фактором ஼ по ஺ и обозначает-
ся ஼∕஺. Точная тройка (3-11) называется расщепимой, если существует изоморфизм
ఝ∶ ஼ ⥲ ஺ ⊕ ஻, включающийся в коммутативную диаграмму

଴ // ஺ ഀ // ஼ ഁ //

ക
��

஻ // ଴

଴ // ஺ ഈಲ
// ஺ ⊕ ஻ ഏಳ

// ஻ // ଴ ,
(3-12)

нижняя строка которой является канонической диаграммой прямой суммы.

Упражнение 3.11. Покажите, что расщепимость точной тройки (3-11) равносильна
наличию такой стрелки ఉ′ ∶ ஼ → ஺, что ఉ′ఈ = Idಲ, а также равносильна нали-
чию такой стрелки ఈ′ ∶ ஻ → ஼, что ఉఈ′ = Idಳ. Приведите пример нерасщепимой
точной тройки в категории абелевых групп.

3.2.3. Точные функторы. Функтор ி ∶ 𝒜 → ℬ (соотв. ி ∶ 𝒜opp → ℬ) между абе-
левыми категориями называется точным слева, если он переводит ядра (соотв. кояд-
ра) в ядра или, что то же самое, — точные последовательности вида ଴ → ஺ → ஻ → ஼
(соотв. ஺ → ஻ → ஼ → ଴) в точные последовательности ଴ → ி(஺) → ி(஻) → ி(஼)
(соотв. в ଴ → ி(஼) → ி(஻) → ி(஺)). Двойственным образом, ி называется точным
справа, еслионпереводиткоядра (соотв. ядра) в коядра, или—точныепоследователь-
ности вида ஺ → ஻ → ஼ → ଴ (соотв. ଴ → ஺ → ஻ → ஼) в точные последовательности
ி(஺) → ி(஻) → ி(஼) → ଴ (соотв. в ி(஼) → ி(஻) → ி(஺) → ଴). Функтор называется
точным, если он точен и справа и слева.

Упражнение 3.12. Убедитесь, что для точности функтора необходимо и достаточно,
чтобыонпереводил точные тройкив точные тройки, и в этом случае он сохраняет
точность любых последовательностей.

Пример 3.7 (представимые функторы)
Из универсального свойства ядра тавтологически вытекает, что всякий копредстави-
мый функтор ௛ಲ∶ ௑ ↦ Hom(஺,௑) (соотв. представимый функтор ௛ಲ∶ ௑ ↦ Hom(௑,஺))
переводит ядра (соотв. коядра) в ядра. Тем самым, все (ко)представимые функторы
точны слева.

Пример 3.8 (сопряжённые функторы)
Так как (ко)ядро является (ко)пределом диаграммы, по предл. 2.7 на стр. 36 все пра-
вые сопряжённые функторы точны слева, а все левые сопряжённые функторы точны
справа. В частности, предел диаграммы является точным слева, а копредел — точ-
ным справафункторамииз категории диаграммℱun(𝒩,𝒜) заданного вида𝒩 в абеле-
вой категории𝒜 в саму категорию𝒜. Обратите внимание, что категория функторов
ℱun(𝒩,𝒜) со значениями в абелевой категории 𝒜 является абелевой для любой ма-
лой категории𝒩: (ко)ядра, (ко)произведения и прямые суммы определяются поком-
понентно над каждым объектом ఔ ∈ Ob𝒩, и равенство coim = im также проверяется
отдельно над каждым объектом ఔ ∈ Ob𝒩.
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Пример 3.9 (тензорное умножение)
Согласноприм. 2.20на стр. 38, для любыхассоциативныхколецோ,ௌиோ-ௌ-бимодуляே
функторℳod -ோ → ℳod -ௌ, ௑ ↦ ௑ ⊗ೃ ே, точен справа.

Упражнение 3.13.Вкатегории абелевых группприведите примеры, показывающие,
что (ко)представимый функтор может быть не точен справа, а тензорное умно-
жение на фиксированную абелеву группу ே может быть не точно слева.

3.2.4. Отступление: короткийсписокаксиомабелевойкатегории.Данное вы-
ше определение абелевой категории не является логически минимальным и выбрано
нами постольку, поскольку все абелевы категории, с которымимыбудем иметь дело в
этом курсе, изначально линейны, и в них выполняется теорема о строении гомомор-
физма. Общепринятое в логике и теории категорий «минималистское» определение
таково: (произвольная) категория 𝒞 называется абелевой, если в ней

(A0) есть нулевой объект1

(A1) у каждой пары объектов есть произведение и копроизведение

(A2) у каждого морфизма есть ядро и коядро

(A3) каждый мономорфизм является ядром некоторой стрелки, а каждый эпимир-
физм— коядром некоторой стрелки

Эти аксиомы самодвойственны: их выполнение в категории 𝒞 равносильно их выпол-
нению в 𝒞opp. Вывод нашего определения из этих аксиом намечен в следующем ниже
упражнении и подробно изложен во второй главе книги: P. Freyd. «Abelian Categories».

Упражнение 3.14∗ (не то, чтобытрудное, но довольно трудоёмкое). Пользуясь толь-
ко предыдущими аксиомами (A0) – (A3), покажите, что в категории 𝒞

а) сопоставления стрелке её ядра и коядра корректно задают взаимно обратные би-
екции между множествами под- и фактор объектов2 каждого объекта

б) любая одновременно мономорфная и эпиморфная стрелка обратима
в) у каждых двух подобъектов любого объекта есть максимальная нижняя и мини-
мальная верхняя грани3 (они называются пересечением и объединением этих под-
объектов)

г) любые две стрелки имеют уравнитель и коуравнитель (как следствие, в 𝒞 есть
(ко)пределы всех конечных диаграмм)

д) образ и кообраз любого морфизма канонически изоморфны
е) для каждой пары объектов ௑,௒ канонический морфизм ௑ ⊗ ௒ → ௑ × ௒, задавае-
мый стрелками Id೉ × ଴∶ ௑ → ௑ × ௒ и ଴ × Idೊ∶ ௒ → ௑ × ௒, обратим (т. е. копроизве-
дение любых двух объектов одновременно является копроизведением)

ж) конструкция из n∘ 3.1.2 на стр. 44 задаёт структуру абелевой группы на каждом
множестве Hom(௑,௒), что в свою очередь вводит ℤ-линейную структуру на катего-
рии 𝒞.
1См. прим. 2.7 на стр. 27.
2См. n∘ 1.1.2 на стр. 5.
3В смысле порядка из упр. 1.1 на стр. 5.
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3.3. Проективныеиинъективные объекты.Объектொ абелевой категории𝒜 назы-
вается проективным (соотв. инъективным), еслифунктор௛ೂ∶ ௑ ↦ Hom(ொ,௑) (соотв.
функтор ௛ೂ∶ ௑ ↦ Hom(௑,ொ)) точен справа.

Упражнение 3.15. Покажите, что прямая сумма (даже бесконечная, если существу-
ет) проективных объектов проективна, а прямое произведение (даже бесконеч-
ное) инъективных объектов инъективно.

Лемма 3.1
Проективность объекта ௉ абелевой категории𝒜 равносильна каждому из свойств:

(P1) любая стрелка ఝ∶ ௉ → ௑ поднимается вдоль любого эпиморфизма గ∶ ௒ ↠ ௑,
т. е. существует такая стрелкаట∶ ௉ → ௒, что ఝ = గట

(P2) любой эпиморфизмగ∶ ௓ ↠ ௉ расщепляется, т. е. существует такойизоморфизм
ఊ∶ ௓ ⥲ ker గ ⊕ ௉, что గ = గುఊ.

Инъективность объекта ூ абелевой категории𝒜 равносильна каждому из свойств:

(I1) любая стрелка ఝ∶ ௑ → ூ продолжается на любое расширение ఐ∶ ௑ ↪ ௒, т. е.
существует такая стрелкаట∶ ௒ → ூ, чтоటఐ = ఝ

(I2) любое вложение ఐ∶ ூ ↪ ௓ расщепляется, т. е. ఐ = ఊఐ಺ для некоторого изоморфиз-
ма ఊ∶ ூ ⊕ coker ఐ ⥲ ௓.

Доказательство. Условие (P1) означает эпиморфность морфизмов

௛ು(గ) = గ∗ ∶ ௛ು(௒) → ௛ು(௑)

для всех сюрьекций గ∶ ௒ ↠ ௑, в чём и заключается точность справа функтора ௛ು. Из
условия (P1) следует, что тождественный морфизм Idು можно поднять вдоль любого
эпиморфизма గ∶ ௓ ↠ ௉ до такой стрелки ఐ∶ ௉ → ௓, что గఐ = Idು, а это по упр. 3.11
и означает расщепимость точной тройки ker గ ↪ ௓ ↠ ௉. Наоборот, пусть любой эпи-
морфизм на ௉ расщепляется, и задана пара стрелок ௒ ↠ ௑ ← ௉. Достроим её до де-
картова квадрата

௒ ×೉ ௉
ഏ′

// //

ക′

��

௉
ക
��

ഈ
mm

௒ ഏ
// // ௑ .

Так как గ сюрьективен, గ′ тоже сюрьективен1. Пусть ఐ∶ ௉ ↪ ௒ ×೉ ௉ расщепляет గ′.
Тогда стрелка ఝ поднимается стрелкой ట = ఝ′ఐ. Эквивалентность условий (I1), (I2)
инъективности объекта ூ доказывается обращением стрелок. �

1См. предл. 3.3 на стр. 49.
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Упражнение 3.16. Проведите эти рассуждения.

3.3.1. Проективные и инъективные модули. В категорииℳod -ோ правых моду-
лей над произвольным кольцом ோ с единицей свободный модуль ோ ранга 1 проекти-
вен, поскольку имеется естественный изоморфизм функторов ௛ೃ ⥲ Id, который дей-
ствует над модулемெ преобразованием Hom(ோ,ெ) ⥲ ெ , ఝ ↦ ఝ(ଵ) . По упр. 3.15 все
свободныемодулиா⊗ோ тоже проективны, а по лем. 3.1 любой проективныймодуль௉
изоморфен прямому слагаемому свободного модуля: каждый модуль ௉ является об-
разом эпиморфизма ௌ(௉) ⊗ ோ ↠ ௉ , где ௌ(௉) — множество векторов модуля ௉, и для
проективного ௉ этот эпиморфизм расщепляется.

Упражнение 3.17. Убедитесь в обратном: если модуль௉⊕ொ = ா⊗ோ свободен, то и௉
и ொ проективны.

Инъективностьмодуля ூ означает возможность в нём деленияна любыенеобратимые
элементы кольца:

Лемма 3.2
Правый ோ-модуль ூ инъективен , если и только если для любого правого идеала 𝔮 ⊂ ோ
и любого ோ-линейного справа гомоморфизма ௤∶ 𝔮 → ூ имеется такой вектор ௘೜ ∈ ூ,
что ௤(௫) = ௘೜ ⋅ ௫ для всех ௫ ∈ 𝔮, т. е. в ூ имеется частное ௤(௫)∕௫ = ௘೜.

Доказательство. Импликация ⇒ вытекает из лем. 3.1: продолжим ௤ до ோ-линейного
справа гомоморфизма ௤′ ∶ ோ → ூ и возьмём ௘೜ = ௤′(ଵ). Для доказательства обрат-
ной импликации рассмотрим произвольное расширение модулей ே ⊂ ெ и любой ோ-
линейный гомоморфизм ఝ∶ ே → ூ. Чтобы продолжить его наெ воспользуемся лем-
мой Цорна. Содержащиеே подмодулиே′ ⊆ ெ, на которые продолжаетсяఝ, образуют
чум по включению, и каждая линейно упорядоченная цепочка в нём мажорируется
объединением элементов цепочки. Поэтому вெ существует максимальный по вклю-
чению подмодуль ௅ ⊇ ே и гомоморфизм ట∶ ௅ → ூ с ограничением ట|ಿ = ఝ. Если
имеется вектор ௠ ∈ ெ ∖ ௅, то подмодуль ௅′, порождённый ௅ и ௠, строго больше ௅,
и для завершения доказательства достаточно продолжить ట с ௅ на ௅′. Подмодуль ௅′

является образом эпиморфизма గ೘∶ ௅ ⊕ ோ ↠ ௅′, (ℓ,௫) ↦ ℓ + ௠௫, и стало быть, изо-
морфен ௅ ⊕ ோ∕ker గ೘, где ker గ೘ = {(ℓ,௫) | ௠௫ = −ℓ ∈ ௅} в свою очередь изоморфно
правому идеалу 𝔨 = {௫ ∈ ோ |௠௫ ∈ ௅}, которыйோ-линейно отображается в ூ по правилу
௫ ↦ ట(௠௫). Берём вектор ௘ = ట(௠௫)∕௫ ∈ ூ, такой что ట(௠௫) = ௘ ⋅ ௫ для всех ௫ ∈ 𝔨, и
задаём продолжениеట′ ∶ ௅′ → ூ правиломట′(ℓ +௠௫) = ట(ℓ) + ௘ ⋅ ௫. �

Упражнение 3.18. Убедитесь в корректности последнего правила и проверьте, что
ℤ-модули ℚ и ℚ∕ℤ инъективны, причём второй замечателен тем, что для любого
ℤ-модуля ஺ и любого элемента ௔ ∈ ஺ есть гомоморфизм ఝ∶ ஺ → ℚ∕ℤ с ఝ(௔) ≠ ଴.
3.3.2. Гротендиковы категории. Абелева категория𝒜 называется гротендико-

вой, если она замкнута и козамкнута, умеренно мощна1 и для любой фильтрующейся
малой категории ℱ функтор colim∶ ℱun(ℱ,𝒜) → 𝒜 точен. Последнее условие означа-
ет, что фильтрующиеся копределы в 𝒜 перестановочны с ядрами, а значит, и с пре-
делами любых конечных диаграмм. Например, категория абелевых групп𝒜b гротен-

1Т. е. подобъекты и фактор объекты любого объекта образуют множество.
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дикова в силу предл. 2.8 на стр. 38. Как следствие, для любой малой абелевой катего-
рии𝒜 категория функторов ℱun(𝒜,𝒜b) тоже гротендикова.

Упражнение 3.19 (непересекающиеся подобъекты). Убедитесь, что в любой абеле-
вой категории следующие два условия на пару подобъектов ஺ ↪ ெ ↩ ஻ объек-
та ெ эквивалентны: а) ஺ ×ಾ ஻ = ଴ б) сквозное отображение ஻ ↪ ெ ↠ ெ∕஺
инъективно.

Предложение 3.4
В гротендиковой категории для инъективности объекта ூ необходимо и достаточно,
чтобы в любом собственном1 расширении ூ ↪ ெ существовал ненулевой подобъект
ே ↪ ெ, не пересекающийся2 с ூ.

Доказательство. Необходимость очевидна, поскольку по свойству (I2) из лем. 3.1 на
стр. 53 любое расширение инъективного объекта расщепляется в прямую сумму ூ и
дополнительного подобъекта, который не пересекается с ூ. Наоборот, пусть объект ூ
удовлетворяет условию предложения. Докажем, что каждое собственное расширение
ூ ↪ ெ расщепляется. Подобъекты ே ↪ ெ со свойством ூ ×ಾ ே = ଴ образуют непу-
стое частично упорядоченное3 множество, удовлетворяющее условиям леммы Цор-
на: для любой линейно упорядоченной цепочки подобъектов ேഌ ↪ ெ со свойством
ூ×ಾேഌ = ଴, их объединение colimேഌ тоже обладает этим свойством, так как копредел
в гротендиковой категории перестановочен с конечнымипределами. Пустьே ↪ ெ—
максимальныйпо включениюподобъект вெ со свойством ூ×ಾே = ଴. Тогда проекция
ெ ↠ ெ∕ே является минимальным факторомெ, для которого сквозное отображение
ூ ↪ ெ ↠ ெ∕ே инъективно. В частности, вெ∕ே нет непересекающихся с ூ подобъектов
(иначе фактор по такому объекту был бы строго меньшим, чемெ∕ே факторомெ, в
который вкладывается ூ). По условию леммы, расширение ூ ↪ ெ∕ே несобственное,
т. е. является изоморфизмом. Тем самым, имеется проекцияெ ↠ ூ с тождественным
сквозным отображением ூ ↪ ெ ↠ ூ, расщепляющая расширение ூ ↪ ெ. �

3.4. (Ко)порождающие объекты. Объект ீ абелевой категории 𝒜 называется ге-
нератором4 (соотв. когенератором) категории 𝒜, если функтор ௛ಸ∶ ௑ ↦ Hom(ீ,௑)
(соотв. функтор ௛ಸ∶ ௑ ↦ Hom(௑,ீ)) строг, т. е. переводит разные стрелки в разные5.

Например, свободный модуль ோ ранга ଵ порождает категориюℳod -ோ, ибо функ-
тор ௛ೃ ≃ Id не только строг, но и вполне строг.

Упражнение 3.20 (электрификация).Покажите, что каждая абелева категория с ге-
нератором умеренно мощна6.

Для произвольных объектов ீ, ௑ рассмотрим прямую сумму

Hom(ீ,௑) ⊗ ீ ≝ ⨁
ക∶ ಸ→೉

ఝ ⊗ ீ

1Т. е. не являющегося изоморфизмом.
2Т. е. удовлтворяющий равносильным условиям из упр. 3.19.
3Стандартным порядком на подобъектах, задаваемым включением, см. упр. 1.1 на стр. 5.
4(Ко)генераторы также называют (ко)порождающими объектами категории𝒜.
5Или, эквивалентно, ненулевые — в ненулевые.
6См. n∘ 1.1.2 на стр. 5.
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одинаковых копий ீ, занумерованных стрелками ఝ ∈ Hom(ீ,௑), и отобразим слага-
емое ఝ ⊗ ீ в ௑ при помощи стрелки ఝ∶ ீ → ௑. Получим морфизм

௖ ∶ Hom(ீ,௑) ⊗ ீ → ௑ , (3-13)

которыйназываетсяканонической свёрткой. Двойственнымобразом, рассмотримдля
объектов ௒, ஼ прямое произведение

஼Hom(ೊ,಴) ≝ ∏
ക∶ ೊ→಴

஼ക

одинаковых копий ஼, занумерованных стрелками ఝ∶ ௒ → ஼, и отобразим ௒ в сомно-
житель ஼ക при помощи стрелки ఝ∶ ௒ → ஼. Получим морфизм

௖′ ∶ ௒ → ஼Hom(ೊ,಴) (3-14)

который называется канонической косвёрткой.

Предложение 3.5
Кополная абелева категория 𝒜 тогда и только тогда порождается объектом ீ, когда
для любого ௑ ∈ Ob𝒜 каноническая свёртка (3-13) эпиморфна. Полная абелева кате-
гория тогда и только тогда копорождается объектом ஼, когда для любого ௒ ∈ Ob𝒜
каноническая косвёртка (3-14) мономорфна.

Доказательство. Докажем второе. Применим к морфизму (3-14) сохраняющий ядра
функтор ௛೉ с произвольным ௑ ∈ Ob𝒜. Получим точную последовательность

଴ → Hom(௑, ker ௖′) → Hom(௑,௒) ೎′
∗−→ Hom(௑,஼)Hom(ೊ,಴)

морфизм ௖′
∗ которой переводит стрелку ఝ∶ ௑ → ௒ в график отображения

ఝ∗ ∶ Hom(௒,஼) → Hom(௑,஼) , ట ↦ టఝ .

Тем самым, инъективность ௖′
∗ равносильна инъективности действия функтора

௛಴ ∶ Hom(௑,௒) → Hom (௛಴(௒),௛಴(௑)) .

Если ker ௖′ = ଴, отображение ௖′
∗ инъективно для всех ௑, ௒, т. е. функтор ௛಴ строг. На-

оборот, если ௛಴ строг, то Hom(௑, ker ௖′) = ଴ для всех ௑, и беря ௑ = ker ௖′, заключаем,
что ker ௖′ = ଴. �

Упражнение 3.21. Докажите первую часть предл. 3.5 и покажите, что любой модуль
является коядром гомоморфизма свободных модулей.

Следствие 3.2
Инъективная абелева группа ℚ∕ℤ копорождает категорию абелевых групп.

Доказательство. Косвёртка ௖′ ∶ ஺ → (�ℚ∕ℤ) �
Homℤ(ಲ,ℚ∕ℤ)

инъективна по упр. 3.18. �
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Упражнение 3.22. Убедитесь, что абелева группа ூೃ = Homℤ(ோ,ℚ∕ℤ) со структурой
правого ோ-модуля, задаваемой левым действием ோ на себе (соотв. со структурой
левого ோ-модуля, задаваемой правым действием ோ на себе), является инъектив-
ным когенератором категорииℳod -ோ (соотв. категории ோ-ℳod).

Определение 3.3
Будем говорить, что в абелевой категории𝒜 достаточно много инъективных (соотв.
проективных) объектов, еслилюбойобъект являетсяподобъектоминъективного (со-
отв. фактором проективного) объекта. Например, в категории модулей над ассоциа-
тивным кольцом с единицей достаточно много как инъективных, так и проективных
объектов.

Теорема 3.1
Замкнутая абелева категория, имеющая генератор и достаточно много инъективных
объектов, обладает инъективным когенератором.

Доказательство.Обозначим генератор черезீ. По упр. 3.20 на стр. 55 категория уме-
ренномощна. Вчастности,факторобъектыгенератора составляютмножествоொ. Про-
изведение ∏ಷ∈ೂ ி вкладывается в некоторый инъективный объект ூ. Покажем, что
функтор ௛಺ переводит любую ненулевую стрелку ఝ∶ ௑ → ௒ в ненулевую стрелку

ఝ∗ ∶ Hom(௒, ூ) → Hom(௑, ூ) , ట ↦ టఝ .

Поскольку функтор ௛ಸ строг, существует морфизм ఊ∶ ீ → ௑ с ненулевой компози-
цией ఝఊ∶ ீ → ௒. Её образ im(ఝఊ) ∈ ொ вкладывается в ூ. Поднимем это вложение до
морфизмаట∶ ௒ → ூ. Тогдаటఝ ≠ ଴, ибо по построениюటఝఊ ≠ ଴. �

Теорема 3.2
Всякая гротендикова категория1 с генератором имеет достаточно много инъектив-
ных объектов.

Доказательство. Назовём расширение ௑ ↪ ா существенным, если все ненулевые по-
добъекты вா пересекаются2 с௑. Достаточно показать, что каждый объект௑ обладает
максимальным по включению существенным расширением, ибо такое расширение
инъективно по предл. 3.4 на стр. 55.

Пользуясь аксиомой выбора, сопоставим каждому объекту௓ диаграмму௓ ↪ ா(௓),
которая для инъективных ௓ является тождественным отображением Idೋ, а в осталь-
ных случаях— собственным3 существенным расширением объекта ௓. Тогда над каж-
дым объектом ௑ возникает проиндексированная ординалами вполне упорядоченная
по включению неубывающая цепочка существенных расширений ఌഘ∶ ௑ ↪ ாഘ, в ко-
торой ఌ∅ ∶ ௑ ↪ ா(௑) и для любых ఎ < ఠ расширение ఌഘ∶ ௑ ↪ ாഘ является компози-
цией существенных расширений ఌആ∶ ௑ ↪ ாആ и ఌആ,ഘ∶ ாആ ↪ ாഘ.

Упражнение 3.23. Убедитесь, что композиция двух существенных расширений яв-
ляется существенным расширением.

1См. n∘ 3.3.2 на стр. 54.
2См. упр. 3.19 на стр. 55.
3Т. е. отличным от изоморфизма.
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В самом деле, пусть ఠ является наименьшим ординалом, на который такую цепочку
нельзя продолжить. Если уఠ есть предшествующий ординалఠ′, положим ఌഘ равным
сквозному отображению ௑ ↪ ாഘ′ ↪ ா(ாഘ′). Если у ఠ нет предшествующего ордина-
ла, положим ாഘ = colimആ<ഘ ாആ.

Упражнение 3.24. Убедитесь, чтоாഘ является существенным расширением௑ и всех
предыдущих ாആ.

Наличие у ௑ максимального существенного расширения означает, что указанная це-
почка в какой-то момент стабилизируется на инъективном расширении. Допустим,
что для какого-то௑ этого не произошло, и для каждой пары неравных ординаловఠ <
ఛ существенное расширение ாഘ ↪ ாഓ является собственным.

Обозначим генератор категории через ீ и положим ோ = End(ீ). Это ассоциатив-
ное кольцо с единицей, и функтор ௛ಸ∶ ௓ → Hom(ீ,௓) принимает значения в катего-
рии правых ோ-модулей. Покажем, что он переводит собственные существенные рас-
ширения ஺ ↪ ஻ в собственные существенные расширения ௛ಸ(஺) ↪ ௛ಸ(஻). Собствен-
ность сохраняется в силу строгости функтора ௛ಸ и его точности слева: при примене-
нии ௛ಸ к точной тройке஺ ↪ ஻ ↠ ஻∕஺ с ненулевой правой стрелкой получится тройка
௛ಸ(஺) ↪ ௛ಸ(஻) → ௛ಸ(஻∕஺) с ненулевой правой стрелкой, пропускающейся через кояд-
ро левой. Стало быть, это коядро тоже ненулевое. Чтобы установить существенность,
рассмотрим произвольный ோ-подмодуль ே ⊂ ௛ಸ(஻) = Hom(ீ,஻), содержащий нену-
левой элемент ఝ∶ ீ → ஻. Если расширение ఈ∶ ஺ ↪ ஻ существенно, то его образ
пересекается с образом ఝ и левый верхний угол декартова квадрата

஺ ×ಳ ீ � � ഀ′
//

ക′

��

ீ
ക
��

஺ � � ഀ // ஻
отличен от нуля. Так как ீ это генератор, существует стрелка ట∶ ீ → ஺ ×ಳ ீ с нену-
левой композициейథఈ′ట. Поскольку ఈ′ట ∈ ோ, эта композиция тоже принадлежит ோ-
подмодулю ே ⊂ Hom(ீ,஻). С другой стороны, в силу коммутативности квадрата, она
лежит и в образе вложения ఈ∗ ∶ ௛ಸ(஺) ↪ ௛ಸ(஻), что и требовалось установить.

Итак, функтор ௛ಸ переводит вполне упорядоченную цепочку собственных суще-
ственных расширений объекта௑ в обладающую теми же свойствами цепочку расши-
ренийோ-модуля௛ಸ(௑). Этотмодуль содержится в некотороминъективномோ-модуле ூ.
Для любого собственного существенного расширения ோ-модулей ே ↪ ெ каждое вло-
жение ே ↪ ூ продолжается до гомоморфизмаெ ↪ ூ, тоже инъективного, поскольку
иначе его ядронетривиальнопересекалось бы сே. Поиндукции1, вложение௛ಸ(௑) ↪ ூ
продолжается до вложения в ூ всей трансфинитной цепочки ௛ಸ(ாഘ). Мы получаем
вполне упорядоченную цепочку неограниченной мощности из строго возрастающих
подмодулей, лежащих между ௛ಸ(௑) и ூ, что невозможно. �

Следствие 3.3
Для любой малой абелевой категории𝒜 категория функторов ℱun(𝒜,𝒜b) из𝒜 в абе-
левы группы является гротендиковой, имеет генератор, инъективный когенератор и
достаточно много инъективных объектов.

1Имеется в виду трансфинитная индукция по ординалам типа уже проделанной выше.
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Доказательство. Категория ℱun(𝒜,𝒜b) абелева и гротендикова, поскольку пределы
и копределы диаграмм1 функторов ிഌ∶ 𝒜 → 𝒜b, а также точность последовательно-
стей естественных преобразований ி → ீ → ு таких функторов и сложение этих
преобразований определяются, проверяются и вычисляются отдельно над каждым
объектом஺ ∈ Ob𝒜b, где они превращаются в диаграммыிഌ(஺) и последовательности
ி(஺) → ீ(஺) → ு(஺) абелевых групп.

Покажем, что функтор ீ = ⨁ಲ∈Ob𝒜 ௛ಲ∶ ௑ ↦ ⨁ಲ∈Ob𝒜 Hom𝒜(஺,௑) является ге-
нератором категории ℱun(𝒜,𝒜b). Согласно предл. 3.5 достаточно проверить, что для
любого функтора ி∶ 𝒜 → 𝒜b каноническая свёртка ௖∶ Homℱun(𝒜,𝒜b)(ீ,ி) ⊗ ீ ↠ ி
сюрьективна. При помощи естественных изоморфизмов2

Homℱun(𝒜,𝒜b)(ீ,ி) ≃ ∏
ಲ∈Ob𝒜

Homℱun(𝒜,𝒜b)(௛ಲ,ீ) ≃ ∏
ಲ∈Ob𝒜

ீ(஺)

действие канонической свёртки ௖ над объектом ௑ ∈ Ob𝒜 можно записать в виде

௖೉∶ ( � ∏
ಲ∈Ob𝒜

ி(஺))�⊗ ( � ⨁
ಲ∈Ob𝒜

Hom𝒜(஺,௑)) � → ி(௑) , (௫ಲ) ⊗ (ఝಲ) ↦ ∑
ಲ
ிఝಲ(௫ಲ) .

Тогда каждый элемент ௭ ∈ ி(௑) является образом разложимого тензора ௭⊗Id೉, левый
и правый сомножители которого имеют в ∏ಲ ி(஺) и ⨁ಲ Hom𝒜(஺,௑) координаты

௫ಲ =
{
଴ при ஺ ≠ ௑
௭ при ஺ = ௑ ,

� ఝಲ =
{
଴ при ஺ ≠ ௑
Id೉ при ஺ = ௑ .

�

Будучи гротендиковой и обладая генератором, категорияℱun(𝒜,𝒜b) имеет достаточ-
но много инъективных объектов по теор. 3.2 и инъективный когенераор по теор. 3.1.

�

3.5. Категории модулей. Объект ௄ козамкнутой категории 𝒞 называется компакт-
ным, если функтор ௛಼∶ ௓ ↦ Hom(௄,௓) коммутирует с фильтрующимися копредела-
ми, т. е. для любого функтора ௑∶ 𝒩 → 𝒞 из фильтрующейся малой категории𝒩 ка-
ноническая стрелка colim Hom(௄,௑ഌ) → Hom(௄, colim௑ഌ), [ఝഌ] ↦ ఐഌ ∘ఝഌ, переводящая
класс в colim Hom(௄,௑ഌ)морфизмаఝഌ∶ ௄ → ௑ഌ в композициюэтогоморфизма с кано-
ническим отображением ఐഌ∶ ௑ഌ → colim௑ഌ, биективна. Подробнее это означает, что
любой морфизм ఝ∶ ௄ → colim௑ഌ пропускается через каноническое отображение ఐഌ
для некоторого ఔ, и две стрелкиఝഌ∶ ௄ → ௑ഌ иఝഋ∶ ௄ → ௑ഋ задают одно и то же отоб-
ражение ఐഌఝഌ = ఐഋఝഋ∶ ௄ → colim௑ഌ , если и только если௑(ఔ → ఎ) ∘ఝഌ = ௑(ఓ → ఎ) ∘ఝഋ
как отображения ௄ → ௑ആ для некоторых стрелок ఔ → ఎ ← ఓ в категории𝒩.

Очевидно, что проективный генератор ோ категории ℳod -ோ правых модулей над
ассоциативным кольцом ோ с единицей компактен, поскольку ௛ೃ ≃ Id. Конечные пря-
мые суммы компактных объектов тоже компактны.

Упражнение 3.25. Покажите, что копредел конечной диаграммы компактных объ-
ектов компактен.

1В частности, ядра, коядра и прямые суммы.
2Мы пользуемся тем, что функтор Hom( ∗ ,ீ) переводят копределы в пределы, и леммой

Ионеды.
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Из упражнения вытекает, что каждый конечно представимый модуль, т. е. коядро го-
моморфизма ோ೘ → ோ೙, компактен. Легко видеть, что каждый компактный модульெ
конечнопорождён, посколькупредставляется в видефильтрующегосякопредела (объ-
единения) своих конечно порождённых подмодулейே ⊂ ெ и, стало быть, содержится
в одномизних, так как тождественныйморфизмெ → ெ = colimே пропускается через
какой-нибудь из этих подмодулей.

Упражнение 3.26. Покажите, что всякий конечно порождённый проективный мо-
дуль конечно представим.

Тем самым, проективный модуль компактен , если и только если он конечно порож-
дён.

Теорема 3.3
Козамкнутая абелева категория𝒜 с компактным проективным генератором ௉ точно
эквивалентна1 категорииℳod -ோ правых ோ-модулей над кольцом ோ = End𝒜(௉).

Доказательство. Функтор ௛ು∶ 𝒜 → 𝒜b принимает значение в ℳod -ோ: правое дей-
ствие ௙ ∈ Hom𝒜(௉,௉) на абелевой группе ௛ು(௑) = Hom𝒜(௉,௑) задаётся правым умно-
жением стрелок на ௙. В силу проективности ௉ функтор ௛ು точен. Проверим, что он
по-существу сюрьективен и вполне строг2. Из предл. 3.5 вытекает, что любой объект
௑ ∈ Ob𝒜 представляется в виде коядра морфизма между прямыми суммами подхо-
дящих упорядоченных множеств ூ, ௃ одинаковых копий генератора ௉:

௃ ⊗ ௉ ക−→ ூ ⊗ ௉ ↠ ௑ → ଴ . (3-15)

Морфизм ఝ задаётся некоторой матрицей3 ః формата ூ × ௃ с элементами

ఝ೔ೕ ∈ Hom(௝ ⊗ ௉, ௜ ⊗ ௉) ≃ Hom(௉,௉) = ோ ,

имеющейпри каждом ௝ лишь конечное число ненулевыхఝ೔ೕ. Применяя к (3-15)функ-
тор௛ು и пользуясь компактностью௉ получаем для௛ು(௑) представление в виде коядра
морфизма свободных ோ-модулей

௃ ⊗ ோ ക∗−→ ூ ⊗ ோ ↠ ௛ು(௑) → ଴ , (3-16)

который задаётся умножением столбца4 (௫ೕ) ∈ ௃ ⊗ ோ слева на матрицу ః. Так как
каждыйோ-модуль является коядромгомоморфизма свободныхோ-модулей,функтор௛ು
по-существу сюрьективен. Для любого ௒ ∈ Ob𝒜 группа Hom𝒜(௑,௒) является ядром
стрелки௛ೊ(ఝ), получающейсяприменением௛ೊ ∶ ௓ ↦ Hom𝒜b(௓,௒)кдиаграмме (3-15),
а группаHomೃ (௛ು(௑),௛ು(௒)) является коядромстрелки௛೓ು(ೊ)(ఝ∗), получающейсяпри-
менением ௛೓ು(ೊ) ∶ ெ ↦ Homೃ(ெ,௛ು(௒)) к диаграмме (3-16). Эти стрелки совпадают
друг с другом, ибо каждая из них представляет собою гомоморфизм ௛ು(௒) ಺ → ௛ು(௒) ಻

1Т. е. имеется эквивалентность категорий, переводящая точные тройки в точные тройки.
2См. предл. 1.1 на стр. 13.
3См. прим. 3.1 на стр. 43.
4В котором имеется лишь конечное число ௫ೕ ≠ ଴.
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прямых произведений одинаковых копий группы ௛ು(௒) = Hom𝒜(௉,௒), который дей-
ствует на строку1 (௬೔)೔∈಺, ௬೔ ∈ ௛ು(௒), правым умножением на матрицу ః. Тем самым,
Hom𝒜(௑,௒) ≃ Homೃ (௛ು(௑),௛ು(௒)). �

Теорема 3.4 (эквивалентность Мориты)
Следующие три свойства колец ோ и ௌ с единицами эквивалентны друг другу:

(1) категорииℳod -ோ иℳod -ௌ точно эквивалентны

(2) ோ ≃ Homೄ(௉,௉) для некоторого конечно порождённого проективного ௌ-моду-
ля ௉, являющегося генератором категорииℳod -ௌ

(3) существует такой ோ-ௌ бимодуль ், что тензорное умножениеℳod -ோ → ℳod -ௌ ,
ெ ↦ ெ ⊗ೃ ், является точной эквивалентностью категорий.

Доказательство. Ясно, что (3) влечёт (1). Если выполнено (1), то эквивалентность
ℳod -ோ ⥲ ℳod -ௌ переводит ோ в ௌ-модуль ௉, являющийся компактным проективным
генератором категорииℳod -ௌ и имеющий Homೄ(௉,௉) ≃ Homೃ(ோ,ோ) = ோ, что даёт (2),
так как компактный модуль конечно порождён. Если выполнено (2), возьмём в каче-
стве ் удовлетворяющий условию (2) компактный проективный генератор ௉ катего-
рии ℳod -ௌ, снабдив его канонической структурой левого модуля над ோ = Endೄ(௉).
Функтор ெ ↦ ெ ⊗ೃ ௉ сопряжён слева функтору2 ௛ು∶ ே ↦ Homೄ(௉,ே), который
по теор. 3.3 задаёт эквивалентность категорий ℳod -ௌ ⥲ ℳod -ோ. Как мы заметили
в прим. 2.4 на стр. 23, функтор ெ ↦ ெ ⊗ೃ ௉ тоже должен быть эквивалентностью
категорий, квазиобратной к функтору ௛ು. Это даёт (3). �

Определение 3.4 (эквивалентность Мориты)
Кольцаோ иௌ, удовлетворяющиеусловиямтеор. 3.4, называютсяМорита-эквивалент-
ными, а функторы ெ ↦ ெ ⊗ೃ ௉ и ே ↦ Hom(௉,ே) называются эквивалентностями
Мориты. Из доказательства теор. 3.4 вытекает, что они квазиобратны друг другу.

Упражнение 3.27. Покажите, что категория ோ-модулей точно эквивалентна катего-
рии модулей над кольцом матриц Mat೙×೙(ோ) любого конечного размера.

Теорема 3.5 (слабая теорема о вложении)
Если абелева категория ℬ козамкнута и имеет проективный генератор3, то любая её
малая полная точная4 абелева подкатегория𝒜 допускает точное вполне строгое вло-
жение в категорию правых модулей над некоторым кольцом с единицей.

Доказательство. Обозначим через௉ проективный генератор категорииℬ и положим
ொ ≝ ⨁೉∈Ob𝒜 Hom(௉,௑) ⊗௉ (прямая сумма одинаковых копий генератора ௉, по одной
копии для каждой стрелки, ведущей из ௉ в подкатегории𝒜).

Упражнение 3.28.Убедитесь, что прямая суммапроективных генераторов также яв-
ляется проективным генератором.

1В этой строке допускается бесконечно много ненулевых ௬೔, однако в каждом столбце мат-
рицы ః имеется только конечное число ненулевых элементов.

2См. предл. 2.3 на стр. 24.
3Не обязательно компактный!
4Т. е. такая, что точные тройки из𝒜 точны и в ℬ.
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Тогда для каждого ௑ ∈ Ob𝒜 существует сюрьективный морфизм ொ ↠ ௑. Положим
ோ = Endℬ(ொ) и как в доказательстве теор. 3.3 рассмотрим точный строгий функтор
௛ೂ∶ 𝒜 → ℳod -ோ, ௑ ↦ Homℬ(ொ,௑). Покажем, что он полон, т. е. для любых ௑,௒ ∈
∈ Ob𝒜 каждая стрелка ఝ∶ ௛ೂ(௑) → ௛ೂ(௒) в категории ℳod -ோ представляет собою
левое умножение ట∗ ∶ ణ ↦ టణ на некоторую стрелку ట∶ ௑ → ௒ из категории 𝒜.
Для этого зафиксируем какие-нибудь сюрьекции గ∶ ொ ↠ ௒, ఛ∶ ொ ↠ ௑ и дополним

вторую из них ядром ௄ = ker ఛ до точной тройки ଴ // ௄ ജ // ொ ഓ // ௑ // ଴ .
После применения точного функтора ௛ೂ имеем такую диаграмму ோ-модулей:

଴ // ௛ೂ(௄) ജ∗ // ோ ആ∗ // ௛ೂ(௑) //

ക
��

଴

ோ ഏ∗ // ௛ೂ(௒) // ଴ .

(3-17)

Зафиксируем какой-нибудь элемент ఍ ∈ ோ = End(ொ), переводимый эпиморфизмом గ∗
в элемент ఝఎ∗(Idೂ) ∈ ௛ೂ(௒). Левое умножение на ఍ достраивает диаграмму (3-17) до
коммутативной диаграммы

௛ೂ(௄) ജ∗ // ோ ആ∗ //

അ∗
��

௛ೂ(௑) //

ക
��

଴

ோ ഏ∗ // ௛ೂ(௒) // ଴ ,

(3-18)

По построению, вся эта диаграмма, за исключением стрелкиఝ, является результатом
применения функтора ௛ೂ к диаграмме

଴ // ௄ ജ // ொ ആ //

അ
��

௑ // ଴

ொ ഏ // ௒ // ଴
(3-19)

в категории𝒜. В силу строгости функтора ௛ೂ композиция గ఍త∶ ௄ → ௒ нулевая, ибо
௛ೂ-образ этого зигзага на диаграмме (3-18) нулевой. Поэтому в точной последова-
тельности абелевых групп

଴ // Hom𝒜(௑,௒) ആ∗
// Hom𝒜(ொ,௒) ജ∗

// Hom𝒜(௄,௒) ,

полученной применением точного слева функтора ௛ೊ к верхней строке из (3-19), вы-
полняется равенство త∗(గ఍) = ଴, а значит, существует единственная такая стрелка
ట ∈ Hom𝒜(௑,௒), чтоటఎ = గ఍. Она дополняет (3-19) до коммутативной диаграммы

଴ // ௄ ജ // ொ ആ //

അ
��

௑ //

ഗ
��

଴

ொ ഏ // ௒ // ଴ .
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Результат применения к этой стрелке функтора ௛ೂ обязан совпасть со стрелкой ఝ на
диаграмме (3-18), поскольку создать коммутативный квадрат в правой части

௛ೂ(௄) ജ∗ // ோ ആ∗ //

അ∗
��

௛ೂ(௑) // ଴

ோ ഏ∗ // ௛ೂ(௒) // ଴ ,

как и на диаграмме (3-19), можно ровно одной стрелкой ௛ೂ(௑) → ௛ೂ(௒). Это, как и
выше, вытекает из точной последовательности абелевых групп

଴ // Homೃ(௛ೂ(௑),௛ೂ(௒)) // Homೃ(ோ,௛ೂ(௒)) // Homೃ(௛ೂ(௄),௛ೂ(௒)) ,

полученной применением точного слева функтора Homೃ(∗ ,௛ೂ(௒)) к верхней строке
диаграммы. �



§4. Комплексы и когомологии

4.1. Исчисление градуированных объектов. Диаграмма ௏∶ ℤ → 𝒜, где ℤ рассмат-
ривается как дискретная категория, называется градуированным объектом абелевой
категории𝒜. Такой объект представляет собою набор занумерованных целыми чис-
лами объектов ௏ೖ ∈ Ob𝒜, которые называются однородными компонентами степе-
ни ௞ в ௏. Если компоненты ௏ೖ = ଴ при всех ௞ ≪ ଴ (соотв. при всех ௞ ≫ ଴) градуиро-
ванный объект ௏ называется ограниченным слева (соотв. справа).

Через ௏[௠] обозначается градуированный объект с компонентами

௏[௠]ೖ ≝ ௏ೖ+೘ .

Для градуированного объекта ௏∶ ℤ → 𝒜 мы по определению полагаем

௏ೖ ≝ ௏−ೖ . (4-1)

Сопоставление ௞ ↦ ௏ೖ является композицией функтора ௏ с оборачивающей стан-
дартный линейный порядок на ℤ инволюцией ௞ ↦ −௞. При этом

௏[௠]ೖ = ௏[௠]−ೖ = ௏೘−ೖ = ௏ೖ−೘ .
Спуск и подъём индексов позволяет избегать отрицательных чисел. Верхняя индекса-
ция обычно называется когомологической, а нижняя— гомологической. В категориях
модулей про элементы ௩ ∈ ௏ೖ говорят, что они имеют нижнюю (или гомологическую)
степень ௞ или верхнюю (или когомологическую) степень −௞. Вычет ௞ (mod ଶ) называ-
ется чётностью элемента ௩ ∈ ௏ೖ и обозначается |௩| ∈ ℤ∕(ଶ). Чётность не зависит от
того, верхние или нижние индексы используются.

Естественное преобразование ௙∶ ௎ → ௐ[௞] диаграммы ௎∶ ℤ → 𝒜 в диаграм-
му ௐ[௞]∶ ℤ → 𝒜 называется однородным морфизмом степени ௞ между градуиро-
ванными объектами ௎ и ௐ. Такой морфизм представляет собою набор морфизмов
௙ഌ∶ ௎ഌ → ௐഌ+ೖ в категории 𝒜. Например, сдвиг градуировки ௦∶ ௏ → ௏[ଵ], тожде-
ственно отображающий ௏ഌ в ௏ഌ = ௏[ଵ]ഌ−భ, однороден степени −ଵ.

При использовании нижних индексов однородные морфизмы степени ௞
௙∶ (஽ഌ) → (஻ഋ) , ௚∶ (஽ഌ) → (௎ഋ) и ௚∶ (௎ഋ) → (஻ഌ)

представляют собою наборы стрелок

௙ഌ∶ ஽ഌ → ஻ഌ−ೖ , ௚ഌ∶ ஽ഌ → ௎ೖ−ഌ и ௛ഌ∶ ௎ഌ → ஻−ഌ−ೖ ,

соответственно, уменьшающих нижний индекс на ௞ и сохраняющих сумму верхнего
и нижнего индексов, которая будет равна ௞, если морфизм «поднимает» индексы, и
равна −௞, если он их «опускает».

Однородные морфизмы степени ௞ из ௏ в ௐ образуют абелеву группу, обознача-
емую GrHomೖ(௏,ௐ). При композиции однородных гомоморфизмов их степени скла-
дываются: GrHom೔ ∘ GrHomೕ ⊂ GrHom೔+ೕ. Прямая сумма

GrHom(௏,ௐ) ≝ ⨁
ೖ

GrHomೖ(௏,ௐ) (4-2)

называется градуированной группой морфизмов из ௏ вௐ. Градуированная группа эн-
доморфизмов GrHom(௏,௏) всякого градуированного объекта ௏ является ассоциатив-
ным градуированным кольцом с единицей.

64
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4.1.1. Кошулевоправило знаков.Приработе с градуированнымиобъектамимы
всегда придерживаемся так называемых s-версий1 стандартных операций над отоб-
ражениями и векторами, которые отличаются от обычных использованием кошулева
правила знаков: если результат применения операции к аргументам ௔೔ в неградуи-
рованной теории является однородной линейной комбинацией (некоммутативных)
мономовот этих аргументовикаких-либовспомогательныхоператоров௙ೕ, где всемо-
номы отличаются друг от друга только перестановками участвующих в них символов,
то в s-версии этой операции каждая транспозиция любых двух символов ௫, ௬ должна
дополнительно сопровождаться умножением соответствующегомонома на (−ଵ)|ೣ|⋅|೤|.
Например, s-коммутатор однородных эндоморфизмов определяется как

[௙,௚] ≝ ௙ ∘ ௚ − (−ଵ)|೑||೒|௚ ∘ ௙ ,

а s-правило Лейбница для однородного оператора ஽ на градуированной алгебре и од-
нородных элементов ௔, ௕ этой алгебры имеет вид

஽(௔௕) = (஽௔)௕ + (−ଵ)|ವ|⋅|ೌ|௔(஽௕) .

Результат применения тензорного произведения ௙భ ⊗௙మ ⊗ ⋯ ⊗௙೙ однородных гомо-
морфизмов градуированных модулей ௙೔∶ ௏೔ → ௏೔ к тензорному моному

௩భ ⊗ ௩మ ⊗ ⋯ ⊗ ௩೙ ∈ ௏భ ⊗ ௏మ ⊗ ⋯ ⊗ ௏೙

из однородных векторов ௩೔ будет всегда вычисляться как

௙భ ⊗ ⋯ ⊗ ௙೘ (௩భ ⊗ ⋯ ⊗ ௩೘) ≝ (−ଵ)ഄ௙భ(௩భ) ⊗ ⋯ ⊗ ௙೘(௩೘) , (4-3)

где ఌ = |௙೘|( �|௩భ|+ ⋯ +|௩೘−భ|)�+|௙೘−భ|( �|௩భ|+ ⋯ +|௩೘−మ|)�+ ⋯ +|௙మ||௩భ|. Композиция
тензорных произведений однородных гомоморфизмов тоже вычисляется как

(௙భ ⊗ ⋯ ⊗ ௙೘) ∘ (௚భ ⊗ ⋯ ⊗ ௚೘) ≝ (−ଵ)ഄ(௙భ ∘ ௚భ) ⊗ ⋯ ⊗ (௙೘ ∘ ௚೘) (4-4)

где ఌ = |௙೘|(�|௚భ| + ⋯ + |௚೘−భ|) � + |௙೘−భ|(�|௚భ| + ⋯ + |௚೘−మ|) � + ⋯ + |௙మ||௚భ|.
4.1.2. Комплексыи (ко)гомологии. Градуированный объект௏, оснащённый од-

нородным эндоморфизмом ௗ∶ ௏ → ௏ степени ଵ с ௗమ = ଴ называется комплексом с
дифференциалом ௗ. Действие дифференциала удобно изображать диаграммой

⋯ ೏−→ ௏ഌ−భ ೏−→ ௏ഌ ೏−→ ௏ഌ+భ ೏−→ ⋯ . (4-5)

Равенство ௗమ = ଴ означает, что imௗ является подобъектом2 в ker ௗ.
Упражнение 4.1. Покажите, что в абелевой категории для любой пары компонуе-

мых стрелок ఈ, ఉ с ఉఈ = ଴ имеются канонические инъекция ఐ∶ imఈ ↪ ker ఉ,
сюрьекция గ∶ coker ఈ ↠ imఉ и изоморфизм coker ఐ ≃ ker గ.

1Префикс ௦- можно воспринимать как указание на присутствие дополнительных знаков
(signs) или как сокращение для super- или skew-.

2Или, что то же самое, — фактором объекта coker ௗ.
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Градуированный объект ு(௏) ≝ ker ௗ∕imௗ с однородными компонентами

ுഌ(௏) =
ker (ௗ∶ ௏ഌ → ௏ഌ+భ)
im (ௗ∶ ௏ഌ−భ → ௏ഌ) .

называется когомологиями комплекса ௏. Если ு(௏) = ଴, т. е. ker ௗ = imௗ, комплекс ௏
называется точным или ацикличным. В категориях модулей элементы из ker ௗ назы-
ваются коциклами, а элементы из imௗ— кограницами.

При использовании нижней индексации (4-1) дифференциал принято обозначать
кириллической буквой డ. Диаграмма (4-5) приобретает при этом вид

⋯ ങ−→ ௏ഌ+భ
ങ−→ ௏ഌ

ങ−→ ௏ഌ−భ
ങ−→ ⋯ . (4-6)

В таком контексте факторыுഌ(௏) ≝ ker (డ∶ ௏ഌ → ௏ഌ−భ)∕im (డ∶ ௏ഌ+భ → ௏ഌ) называют
гомологиями, элементы из ker డ— циклами, а элементы из imడ— границами1.

Пример 4.1 (цепной комплекс симплициального множества)
Пусть ௑∶ ௱opp → 𝒮et — симплициальное множество, а ௄ — коммутативное коль-
цо. Обозначим через ஼೙ = ஼೙(௑,௄) свободный ௄-модуль с базисом ௑೙ = ௑([௡]). Его
элементы называются ௡-мерными симплициальными цепями в ௑ с коэффициентами
из ௄. Напомню2, что мы обозначили через డ(೔)

೙ ∶ [௡ − ଵ] ↪ [௡] — возрастающее вло-
жение, образ которого не содержит ௜. Контравариантный функтор ௑ переводит его
в отображение ௜-той грани, которое мы обозначим просто через డ೔∶ ௑೙ → ௑೙−భ и
которое сопоставляет ௡-мерному симплексу ௫ ∈ ௑೙ тот (௡ − ଵ)-мерный симплекс
డ೔௫ ∈ ௑೙−భ, что подклеивается к ௫ в качестве гиперграни, натянутой на все вершины
кроме ௜-той, где ௜ = ଴, ଵ, … ௄-линейный оператор డ∶ ஼೙ → ஼೙−భ, действующий на
базисный вектор ௫ ∈ ௑೙ ⊂ ஼೙ по формуле

డ௫ ≝
೙

∑
೔=బ

(−ଵ)೔డ೔௫ , (4-7)

называется граничным оператором. Он сопоставляет каждому симплексу его ориен-
тированную границу. Например, ориентированной границей треугольника ଴ଵଶ бу-
дет цепь ଵଶ − ଴ଶ + ଴ଵ, которую можно интерпретировать как контур треугольника,
обходимый в направлении ориентированного ребра ଴ଵ, если договориться, что смена
знака перед симплексомозначает смену ориентации у этого симплекса, т. е.−଴ଶ = ଶ଴.

Упражнение 4.2. Убедитесь, что డమ = ଴.
Комплекс (஼,డ) называется цепным комплексом, а его гомологии— гомологиями сим-
плициального множества ௑ с коэффициентами в ௄.

В случае, когда ௑ = ௌ(்) является множеством сингулярных симплексов3 топо-
логического пространства ், эти гомологии называются сингулярными гомологиями
пространства ் с коэффициентами в ௄ и обозначаются ு(்,௄).

1Однако комплексы так и остаются комплексами ☺
2См. прим. 1.4 на стр. 5.
3См. прим. 2.6 на стр. 25.
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Всё вышесказанное в равной степени применимо и к полусимплициальным мно-
жествам ௑∶ ௱opp

s → 𝒮et . Получающиеся при этом гомологии называют симплициаль-
ными гомологиями триангулированного топологического пространства ் = |௑| —
геометрической реализации полусимплициального множества ௑, и тоже обознача-
ют1 ு(்,௄).

Упражнение 4.3. Вычислите гомологии ு(்,ℤ) стандартной триангуляции двумер-
ного тора ் c рис. 1⋄1 на стр. 8.

4.1.3. Бикомплексы. Биградуированный объект ௏ = ⊕
೛,೜

௏೛,೜ с парой таких диф-

ференциалов ௗభ,ௗమ∶ ௏ → ௏, что ௗమభ = ଴, ௗమమ = ଴, ௗభௗమ = −ௗమௗభ и при всех ௣, ௤

ௗభ(௏೛,೜) ⊂ ௏೛+భ,೜ и ௗమ(௏೛,೜) = ௏೛,೜+భ ,

называется бикомплексом. С каждым бикомплексом связан обычный комплекс

Tot ௏ = ⨁ഌ
Totഌ ௏ , где Totഌ ௏ ≝ ⨁೛+೜=ഌ

௏೛,೜ и ௗTot ≝ ௗభ + ௗమ .

Он называется свёрткой или тотальным комплексом бикомплекса ௏.

Пример 4.2 (тензорное произведение комплексов модулей)
Тензорныепроизведения௎೛⊗ௐ೜ однородныхкомпоненткомплексовмодулей (௎,ௗೆ)
и (ௐ,ௗೈ) образуют бикомплекс с дифференциалами ௗభ = ௗೆ ⊗ ଵೈ и ௗమ = ଵೆ ⊗ ௗೈ,
поскольку согласно кошулеву правилу знаков для |ௗೆ| = |ௗೇ| = ଵ имеем:

(ௗೆ ⊗ ଵ) ∘ (ଵ⊗ ௗೇ) = ௗೆ ⊗ ௗೇ = −(ଵ⊗ ௗೇ) ∘ (ௗೆ ⊗ ଵ) .

Тотальныйкомплекс этого бикомплекса обозначается௎⊗ௐ иназываетсятензорным
произведением комплексов ௎ и ௏. Он имеет однородные компоненты

(௎ ⊗ௐ)ೖ = ⨁
ഋ+ഌ=ೖ

௎ഋ ⊗ௐഌ ,

а его дифференциал продолжает дифференциалы комплексов௎, ௏ правилу Лейбница

ௗೆ⊗ೇ ≝ ௗೆ ⊗ ଵ + ଵ⊗ ௗೇ (4-8)

и действует на однородный тензор ௨ ⊗ ௩ по формуле

ௗೆ⊗ೇ(௨ ⊗ ௩) = (ௗೆ ⊗ ଵ)(௨ ⊗ ௩) + (ଵ⊗ ௗೇ)(௨ ⊗ ௩) = (ௗೆ௨) ⊗ ௩ + (−ଵ)|ೡ|௩ ⊗ (ௗೇ௩) .

Тензорное произведение ௏భ ⊗௏మ ⊗ ⋯ ⊗௏೘ произвольного набора комплексов опре-
деляется аналогично: это градуированный объект с компонентами

(௏భ ⊗ ௏మ ⊗ ⋯ ⊗ ௏೙)
ഌ ≝ ⨁

∑ഌ೔=ഌ
௏ഌభభ ⊗ ௏ഌమమ ⊗ ⋯ ⊗ ௏ഌ೙೙ (4-9)

1В начальных курсах алгебраической топологии доказывается, что симплициальные го-
мологии триангулируемого топологического пространства совпадают с сингулярными и, в
частности, не зависят от выбора триангуляции. См. А. Т. Фоменко, Д. Б. Фукс, «Курс гомо-
топической топологии», М., Наука, 1989 или В. В. Прасолов, «Элементы теории гомологий»,
МЦНМО, 2006.
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и дифференциалом, продолжающим дифференциалы ௗ೔∶ ௏೔ → ௏೔ по правилу Лейб-
ница:

ௗ⨂ೇ೔ =
೘

∑
೔=భ

ଵ⊗ ⋯ ⊗ ଵ⊗ ௗ೔ ⊗ ଵ⊗ ⋯ ⊗ ଵ , (4-10)

причём отдельные слагаемые этой суммы перемножаются друг с другом и применя-
ются к однородным тензорам согласно кошулеву правилу знаков.

Пример 4.3 (комплекс однородных гомоморфизмов)
Для любых двух комплексов (௎,డೆ), (ௐ,ௗೈ) в произвольной абелевой категории 𝒜,
абелевы группы Hom(௎೛,ௐ೜) образуют бикомплекс с дифференциалами

ௗభ = డ∗
ೆ∶ ఝ ↦ (−ଵ)|ക|+భఝ ∘ డೆ и ௗమ = ௗೈ∗ ∶ ఝ ↦ ௗೈ ∘ఝ . (4-11)

Тотальныйкомплекс этого бикомплекса обозначаетсяHomDG(௎,ௐ)иназывается ком-
плексом морфизмовмежду комплексами௎ и௏. Как градуированная абелева группа он
совпадает с GrHom(௎,ௐ) из форм. (4-2) на стр. 64 и имеет

Homೖ
DG(௎,ௐ) = GrHomೖ(௎,ௐ) = ⨁

ഋ+ഌ=ೖ
Hom(௎ഋ,ௐഌ) .

Мы пишем HomDG, а не GrHom, чтобы подчеркнуть что первая градуированная груп-
па, в отличие от второй, рассматривается вместе с дифференциалом1 ௗ, переводящим
однородный морфизм ఝ∶ ௏ → ௐ в его s-коммутатор с дифференциалами из ௏ иௐ:

ௗ∶ Homೖ
DG(௎,ௐ) → Homೖ+భ

DG (௎,ௐ)
ఝ ↦ [ௗ,ఝ] ≝ ௗೈ ∘ఝ − (−ଵ)|ക|ఝ ∘ డೈ .

(4-12)

Упражнение 4.4. Убедитесь, что дифференциалы (4-11) антикоммутируют и диф-
ференциал (4-12) имеет ௗమ = ଴.

Замечание 4.1. (мультикомплексы) Кромебикомплексовможнорассматриватьибо-
лее общие௠-комплексы, т. е. ℤ೘-градуированные ௄-модули ௏ = ⨁ഋ∈ℤ೘ ௏ഋ, оснащён-
ные ௠ дифференциалами ௗ೔ так, что мультистепень каждого ௗ೔ равна стандартно-
му базисному вектору2 ௘೔ ∈ ℤ೘ и при всех ௜, ௝ выполняются соотношения ௗమ೔ = ଴ и
ௗ೔ௗೕ + ௗೕௗ೔ = ଴. Иными словами, дифференциалы ௗ೔ задают на ௏ действие грассма-
новой алгебры с௠ образующими, согласованное с ℤ೘-градуировками на ௏ и на грас-
смановой алгебре. Каждому௠-комплексу௏ тоже можно сопоставить полную свёртку
Tot ௏ с Totഌ ௏ ≝ ⨁∑ഋ೔=ഌ ௏

ഋభ,ഋమ,…,ഋ೘ и ௗTot = ∑ௗ೔. Тензорное произведение ௠ ком-
плексов ௏భ,௏మ, … ,௏೘ можно воспринимать как свёртку௠-комплекса с компонента-
ми ௏భ ⊗ ௏మ ⊗ ⋯ ⊗ ௏೘ и௠ дифференциалами из правой части (4-10).

1Обозначение DG является аббревиатурой для «differential graded», т. е.дифференциальная
градуированная группа.

2Т. е. ௗ೔(௏ഋభ,ഋమ,…,ഋ೘ ) ⊂ ௏ഋభ,…,ഋ೔−భ,ഋ೔+భ,ഋ೔+భ,…,ഋ೘



4.2. Категории комплексов 69

4.2. Категории комплексов. С заданной абелевой категорией 𝒜 связаны три раз-
личных категории комплексов: DG-категория 𝒞omDG(𝒜), «обычная» категория ком-
плексов 𝒞om(𝒜) и гомотопическая категория ℋo(𝒜). Все они имеют один и тот же
класс объектов — комплексы, состоящие из объектов категории𝒜, однако различа-
ются множествами морфизмов между комплексами ௏,ௐ.

DG-категория комплексов 𝒞omDG(𝒜) имеет в качестве морфизмов из ௏ в ௐ ком-
плекс морфизмов HomDG(௏,ௐ) из предыдущего прим. 4.3.

Определение 4.1
Аддитивная категория 𝒞, в которой каждое из множеств Hom𝒞(௑,௒) является ком-
плексом абелевых групп, причём дифференциал композиции удовлетворяет s-прави-
лу Лейбница

ௗ(ఝ ∘ట) = (ௗఝ) ∘ట + (−ଵ)|ക|ఝ ∘ (ௗట) , (4-13)

называется дифференциальной градуированной (или DG-) категорией.

Упражнение 4.5. Убедитесь, что категория 𝒞omDG(𝒜) действительно является DG-
категорией.

4.2.1. Категория комплексов 𝒞om(𝒜) имеет в качестве морфизмов из ௏ вௐ под-
группу в HomDG(௏,ௐ), состоящую из перестановочных с дифференциалами однород-
ных морфизмов степени нуль

Hom𝒞om (௏,ௐ) ≝ Homబ
DG(௏,ௐ) ∩ ker ௗ = {ఝ∶ ௏ → ௐ | ∀ఔ ఝ(௏ഌ) ⊂ ௐഌ & ௗೈఝ = ఝௗೇ} .

Каждый такой морфизм корректно задаёт морфизм когомологий ఝ∗ ∶ ு(௏) → ு(ௐ),
переводящий класс коцикла1 క по модулю кограниц в класс коцикла ఝ(క).

Упражнение 4.6. Убедитесь в этом.

Для любой абелевой категории 𝒜 категория 𝒞om(𝒜) тоже абелева: ядро морфизма
комплексовఝ∶ ௏ → ௐ это подкомплекс в ௏, образованный ядрами ker ௙ഌ морфизмов
ఝഌ∶ ௏ഌ → ௐഌ, а коядро образовано коядрами coker ఝഌ = ௐഌ∕imఝഌ этих морфизмов.

Упражнение 4.7. Убедитесь, что ядра ker ఝഌ действительно образуют подкомплекс
в ௏, т. е. ௗೇ переводит ker ఝഌ в ker ఝഌ+భ, и что коядра coker ఝഌ образуют фактор
комплекс комплексаௐ, т. е. ௗೈ корректно задаёт отображение фактор объектов
ௐഌ∕imఝഌ → ௐഌ+భ∕imఝഌ+భ.

Существование прямых сумм, наличие нулевого объекта и совпадение образа с ко-
образом имеют место постольку, поскольку они имеют место в категории диаграмм2

ℤ → 𝒜 и их естественных преобразований, которая, как легко видеть, абелева.

Упражнение 4.8. Убедитесь в этом.

1Всюду далее мы будем рассуждать в терминах элементов объектов, как будто подлежащая
абелева категория𝒜 является категорией модулей над ассоциативным кольцом. Справедли-
вость получаемых такимобразомрезультатов дляпроизвольной абелевойкатегории𝒜может
быть установлена при помощи сильной теоремы о вложении: минимальная по включению
полная абелева подкатегория, содержащая заданное множество объектов из𝒜, является ма-
лой и по сильной теореме о вложенииможет быть точно и вполне строго вложена в категорию
модулей над ассоциативным кольцом.

2Где ℤ рассматривается как дискретная категория.
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Предложение 4.1
С точной тройкой комплексов ଴ → ௎ ഈ−→ ௐ ഏ−→ ௐ∕௎ → ଴ функториально1 связана
длинная точная последовательность когомологий

⋯ ഈ∗ // ு೔(ௐ) ഏ∗ // ு೔(ௐ∕௎) ഃ // ு೔+భ(௎) ഈ∗ // ு೔+భ(ௐ) ഏ∗ // ⋯ , (4-14)

в которой связывающий гомоморфизм ఋ∶ ு೔(ௐ ∕௎) → ு೔+భ(௎) переводит когомоло-
гический класс коцикла గ(௪) ∈ ker ௗೈ/ೆ в когомологический класс коцикла ௗೈ(௪).

Доказательство. Проверим, что ఋ является корректно определённым отображением
из ு(ௐ∕௎) в ு(௎). Поскольку గௗೈ(௪) = ௗೈ/ೆగ(௪) = ଴, элемент ௗೈ(௪) ∈ ker గ = ௎.
Он является коциклом, так как ௗೆௗೈ(௪) = ௗమೈ(௪) = ଴. Его когомологический класс
в ு(௎) не зависит от выбора элемента ௪ ∈ ௐ, представляющего класс когомологий
[గ(௪)] ∈ ு(ௐ∕௎), посколькуௗೈ(௎+ௗௐ) = ௗೆ(௎) = ଴ вு(௎). По построению, каждый
изморфизмовఝ∗,ట∗ иఋфункториально зависит отисходной точной тройкикомплек-
сов, и композиция любой пары последовательных стрелок в (4-14) нулевая. Проверку
точного совпадения ядер с образами мы оставляем читателю. �

Упражнение 4.9. Сделайте эту проверку.

Определение 4.2 (сдвиг градуировки)
Функтор сдвига ௌ∶ 𝒞om → 𝒞om, ௏ ↦ ௌ௏ = ௏[ଵ], действует на комплекс по правилу
ௌ௏ഌ = ௏ഌ+భ, ௗೄೇ = −ௗೇ, так что естественное преобразование сдвига ௦∶ ௏ → ௏[ଵ],
тождественно действующее на элементы и лежащее в Hom−భ

DG(௏,௏[ଵ]), s-коммутирует
с дифференциалом: [ௗ, ௦] = ௗೄೇ௦+௦ௗೇ = ଴. Действие функтора ௌ наморфизмы тожде-
ственно. Функтор ௌ обратим в сильном смысле: тождественно действующий на мор-
физмы функтор ்∶ ௏ ↦ ௏[−ଵ], где ௏[−ଵ]ഌ = ௏ഌ−భ и ௗ೅ೇ = −ௗೇ, таков что ்ௌ = ௌ் = Id
(точное равенство, а не эквивалентностьфункторов).Итерациифунктора сдвига обо-
значаются ௌೖ௏ = ்−ೖ௏ = ௏[௞], ௞ ∈ ℤ.
Пример 4.4 (конус морфизма)
Со всяким морфизмом комплексов ఝ∶ ௎ → ௐ функториально связан сосредоточен-
ный в двух столбцах с номерами −ଵ и ଴ бикомплекс

௎೔+భ
−೏ೆ

OO

ക //ௐ೔+భ
೏ೈ

OO

௎೔
−೏ೆ

OO

ക //ௐ೔

೏ೈ

OO

௎೔−భ
−೏ೆ

OO

ക //ௐ೔−భ

೏ೈ

OO

−೏ೆ
OO

೏ೈ
OO

(4-15)

1В том смысле, что сопоставление точной тройке её длинной последовательности когомо-
логий является функтором из категории точных диаграмм вида ଴ → ∗ → ∗ → ∗ → ଴ в 𝒞om(𝒜)
в категорию бесконечных точных диаграмм ⋯ → ∗ → ∗ → ⋯ в𝒜.
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свёртка которого называется конусом морфизма ఝ и обозначается Con(ఝ). Как граду-
ированный модуль, Con(ఝ) ≃ ௎[ଵ] ⊕ௐ имеет Con೔(ఝ) = ௎೔+భ ⊕ௐ೔, но дифференциал

ௗCon(ക) ∶ ௎[ଵ] ⊕ௐ → ௎[ଵ] ⊕ௐ , (
௨
௪) ↦ (

−ௗೆ ଴
ఝ ௗೈ) (

௨
௪) (4-16)

не равен прямой сумме дифференциалов. Комплекс ௐ ⊂ Con(ఝ) является подком-
плексом в Con(ఝ) с фактором Con(ఝ)∕ௐ ≃ ௏[ଵ], причём точная тройка комплексов

଴ //ௐ
ഈക // Con(ఝ)

ഏക // ௎[ଵ] // ଴ , (4-17)

вообще говоря, не расщепляется в категории 𝒞om. Длинная точная последователь-
ность когомологий тройки (4-17) имеет вид

⋯ // ு೔(Conఝ)
ഏക∗ // ு೔+భ(௎) ക∗ // ு೔+భ(ௐ)

ഈക∗ // ு೔+భ(Conఝ) // ⋯ , (4-18)

и её связывающий гомоморфизм ఋ∶ ு೔(௎[ଵ]) = ு೔+భ(௎) → ு೔+భ(ௐ) совпадает с ఝ∗.

4.2.2. Гомотопическая категория комплексов ℋo и имеет в качестве морфиз-
мов нулевые когомологии комплексов HomDG:

Homℋo(௏,ௐ) ≝ ுబ (HomDG(௏,ௐ)) = Hom𝒞om (௏,ௐ)
im (ௗ∶ Hom−భ

DG(௏,ௐ) → Homబ
DG(௏,ௐ))

.

Иначе говоря, морфизмы в ℋo суть классы морфизмов ఝ∶ ௏ → ௐ в 𝒞om по модулю
сложения с морфизмами вида [ௗ,ఊ] = ௗೈఊ + ఊௗೇ, где ఊ ∈ Hom−భ

DG(௏,ௐ). Морфизмы
вида [ௗ,ఊ]называются гомотопными нулю. Морфизмыкомплексовఝ иట называются
гомотопными, если их разность гомотопна нулю. При этом любое однородное степе-
ни−ଵотображениеఊ∶ ௏ → ௐ, такое чтоఝ−ట = [ௗ,ఊ], называется гомотопиеймежду
ఝ и ట, что записывается как ఝ∼

ം
ట. Итак, морфизмы в категорииℋo суть морфизмы

комплексов, рассматриваемые с точностью до гомотопии.

Упражнение 4.10. Убедитесь, что если ఝ∼
ം
଴, то ఝట ∼

ംഗ
଴ и ఎఝ ∼

ആം
଴ всякий раз, когда

композиции ఝట и ఎఝ определены.

Такимобразом, гомотопныенулюморфизмыобразуют вMor(𝒞om) двустороннийиде-
ал, и значит, композиция морфизмов в 𝒞om корректно спускается на классы гомотоп-
ных морфизмов, так чтоℋo действительно является категорией.

Всякий гомотопный нулю морфизм комплексов ఝ = ௗೈఊ + ఊௗೇ∶ ௏ → ௐ зада-
ёт нулевой морфизм когомологий ఝ∗ ∶ ு(௏) → ு(ௐ), так как для любого коцикла
క ∈ ker ௗೇ коцикл ఝ(క) = ௗೈ(ఊక) + ఝఊ(ௗೇక) = ௗೈ(ఊక) является кограницей. По-
этому гомотопные морфизмы комплексов одинаково действуют на когомологиях. В
частности, при вычислении когомологий произвольного комплекса ௏ ∈ 𝒞om можно
заменить этот комплекс любым другим комплексом ௐ, изоморфным ௏ в категории
ℋo —когомологии уௐ будут те же, что и у ௏, хотя изоморфизма между ௏ иௐ в кате-
гории 𝒞om при этом может и не быть.

Определение 4.3
Комплекс ௏ называется стягиваемым, если Idೇ ∼

ം
଴. Гомотопия ఊ между нулевым и

тождественным эндоморфизмами называется стягивающей гомотопией.
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Упражнение 4.11. Убедитесь, что в категории ℋo все стягиваемые комплексы изо-
морфны нулевому комплексу (в частности, ацикличны).

Пример 4.5 (конус тождественного морфизма)
Конус1 Con Idೇ тождественного морфизма Idೇ∶ ௏ → ௏, как градуированный модуль
равный ௏[ଵ] ⊕ ௏, изоморфен нулю в категории ℋo. Стягивающая гомотопия между
тождественным и нулевым эндоморфизмами задаётся формулой

ఊ∶ ௏[ଵ] ⊕ ௏ → ௏ ⊕ ௏[−ଵ] , (
௩భ
௩ ) ↦ (

௩
଴) .

Упражнение 4.12. Убедитесь в этом и покажите, что вложение ఐId и проекция గId из

точной в категории 𝒞om тройки2 ଴ // ௏ ഈId // Con Idೇ
ഏId // ௏[ଵ] // ଴ тоже

гомотопны нулю.

4.3. Комплексы Кошуля. Для произвольного элемента ௙ ∈ ௄ обозначим через ௄೑
сосредоточенный в степенях −ଵ и ଴ двучленный комплекс

଴ → ௄ ೑−→ ௄ → ଴ , (4-19)

c дифференциалом ௙∶ ௫ ↦ ௙௫ и когомологиями

ுబ(௄೑) = ௄∕(௙) и ு−భ(௄೑) = Ann௙ = {௔ ∈ ௄ | ௔௙ = ଴} .

Лемма 4.1
Всякий комплекс ௄-модулей ஼ вписывается в категории 𝒞om в точную тройку

଴ → ஼ ↪ ௄೑ ⊗ ஼ ↠ ஼[ଵ] → ଴ , (4-20)

которая производит длинную точную последовательность когомологий

⋯ → ு೔(஼)
೑

−→ ு೔(஼) → ு೔(௄೑ ⊗ ஼) → ு೔+భ(஼)
೑

−→ ு೔+భ(஼) → ⋯

со связывающим гомоморфизмом ௙∶ [௫] ↦ [௙௫] .

Доказательство. Комплекс ௄೑ ⊗ ஼ имеет компонентой степени ௞ прямую сумму

(௄−భ
೑ ⊗ ஼ೖ+భ) ⊕ (௄బ೑ ⊗ ஼ೖ) = ஼ೖ+భ ⊕ ஼ೖ .

Согласно Кошулеву правилу знаков, дифференциал ௙ ⊗ ଵ + ଵ ⊗ ௗ಴ действует на эти
слагаемые как ଵ ⊗ ௖ೖ+భ ↦ ௙ ⊗ ௖ೖ+భ − ଵ ⊗ ௗ௖ೖ+భ, ଵ ⊗ ௖ೖ ↦ ଵ ⊗ ௗ௖ೖ. Таким образом,
комплекс௄೑⊗஼ совпадает с конусом морфизма ௙∶ ஼ → ஼, ௖ ↦ ௙௖, и все утверждения
вытекают из прим. 4.4 на стр. 70. �

1См. прим. 4.4 на стр. 70.
2См. формулу (4-17) из прим. 4.4 на стр. 70.
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Следствие 4.1
Если ௙ ∈ ௄ обратим, то комплекс ௄೑ ⊗ ஼ ацикличен для любого комплекса ஼. �

Следствие 4.2
Если ௙ не делит нуль в ௄-модуле ு(஼), то ு೔ (௄೑ ⊗ ஼) ≃ ு೔(஼)∕௙ு೔(஼) при всех ௜. �

4.3.1. КомплексКошуля последовательности элементов.Для конечной упоря-
доченной последовательности элементов ௙భ,௙మ, … ,௙೘ ∈ ௄ тензорное произведение

௄೑భ೑మ …೑೘ ≝
೘

⨂ഀ
=భ
௄೑ഀ

двучленных комплексов (4-19) называется комплексом Кошуля последовательности
௙భ,௙మ, … ,௙೘. Комплекс ௄೑భ೑మ …೑೘ сосредоточен в степенях от −௠ до ଴, и его компо-
нента степени −௞ является прямой суммой (೘ೖ ) свободных модулей ранга один

௄⊗೘ = ௄ ⊗ ௄ ⊗ ⋯ ⊗ ௄ ≃ ௄ ,

занумерованных последовательностями ூ = (௜భ, ௜మ, … , ௜ೖ) возрастающих индексов

ଵ ⩽ ௜భ < ௜మ < … < ௜ೖ ⩽ ௠ ,

равных номерам тех ௞ из௠ тензорных сомножителей, что имеют степень −ଵ. Сопо-
ставим базисному вектору ଵ ⊗ ଵ ⊗ ⋯ ⊗ ଵ того произведения, в котором степень −ଵ
имеют в точности ௞ сомножителей, стоящих на местах с номерами ௜భ, ௜మ, … , ௜ೖ, грас-
сманов моном క಺ = క೔భ ∧క೔మ ∧ … ∧క೔ೖ ∈ ௸ೖ(௄೘) из внешней алгебры ௸(௄೘) свободного
௄-модуля ранга௠ с базисом కభ, కమ, … , క೘. Таким образом мы изоморфно отображаем
компоненту степени −௞ комплекса௄೑భ೑మ …೑೘ на ௸ೖ(௄೘). Этот изоморфизм превраща-
ет дифференциал комплекса ௄೑భ೑మ …೑೘ в грассманов дифференциальный оператор1

డ =
೘

∑ഀ
=భ
௙ഀ

డ
డకഀ

∶ ௸ೖ (௄೘) → ௸ೖ−భ (௄೘) , ఠ ↦
೘

∑ഀ
=భ
௙ഀ ⋅ డఠ∕డకഀ , (4-21)

так что комплекс Кошуля перепишется в виде

଴ → ௸೘ (௄೘) → ௸೘−భ (௄೘) → ⋯ → ௸మ (௄೘) → ௄೘ → ௄ → ଴ , (4-22)

где самый правый ненулевой дифференциал డ переводит базисный вектор క೔ ∈ ௄೘
в элемент ௙೔ ∈ ௄, так что im(డ∶ ௄೘ → ௄) = (௙భ,௙మ, … ,௙೘) это идеал, порождённый
элементами ௙೔ в ௄.

Определение 4.4
Последовательность௙భ,௙మ, … ,௙೘ ∈ ௄ называетсярегулярной, еслиприкаждом ௜ класс
элемента ௙೔ не делит нуль в факторе2 ௄∕(௙భ,௙మ, … ,௙೔−భ).

1Напомню, что грассмановы частные производные антикоммутируют и подчиняют-
ся s-правилу Лейбница, см. раздел 2.5 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/
algebra-3/1415/lec-02.pdf.

2Для ௜ = ଵ это означает, что ௙భ не делит нуль в ௄.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-3/1415/lec-02.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/algebra-3/1415/lec-02.pdf
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Предложение 4.2
Если элементы ௙భ,௙మ, … ,௙೘ ∈ ௄ образуют регулярную последовательность, то ком-
плекс Кошуля (4-22) имеет ுబ(௄೑భ೑మ …೑೘) ≃ ௄ ∕ (௙భ,௙మ, … ,௙೘) и ацикличен во всех
отрицательных степенях.

Доказательство. Индукция по௠ с использованием сл. 4.2. �

Следствие 4.3
Если хоть одиниз элементов௙೔ обратимв௄, то комплексКошуля௄೑భ೑మ …೑೘ ацикличен
всюду.

Доказательство. Это вытекает из сл. 4.1. �

Пример 4.6 (комплексы Кошуля и Де Рама кольца многочленов)
Возьмём в качестве ௄ = ௌ௏∗ ≃ 𝕜[௫భ,௫మ, … ,௫೙] симметрическую алгебру векторно-
го пространства ௏∗ с базисом ௫భ,௫మ, … ,௫೙ над полем 𝕜 и положим ௙೔ = ௫೔. В силу
изоморфизма ௸ೖ(௄೙) ≃ ௸ೖ௏∗ ⊗

𝕜
ௌ௏∗ комплекс (4-22), дополненный справа фактором

𝕜[௫భ,௫మ, … ,௫೙]∕(௫భ,௫మ, … ,௫೙) ≃ 𝕜, можно переписать как сосредоточенный в степе-
нях от −௠ до +ଵ комплекс свободных ௌ௏∗-модулей

଴ → ௸೘௏∗ ⊗
𝕜
ௌ௏∗ → ⋯ → ௸మ௏∗ ⊗

𝕜
ௌ௏∗ → ௏∗ ⊗

𝕜
ௌ௏∗ → ௌ௏∗ → 𝕜 → ଴ (4-23)

с дифференциалом

డ = ∑
డ
డక೔

⊗ ௫೔∶ ௸ೖ௏∗ ⊗ ௌ೘௏∗ → ௸ೖ−భ௏∗ ⊗ ௌೖ+భ௏∗

ఠ ⊗ ௙ ↦
೙

∑
೔=భ

డఠ
డక೔

⊗ ௫೔ ⋅ ௙ ,
(4-24)

где ௫೔ и క೔ суть базисные векторы пространства ௏∗, рассматриваемые как образую-
щие симметрической и внешней алгебр пространства ௏ соответственно. Будучи ком-
плексом Кошуля регулярной последовательности ௫భ,௫మ, … ,௫೙, комплекс (4-23) ацик-
личен. Если char 𝕜 = ଴, это можно увидеть без предл. 4.2 при помощи следующего
гомотопического соображения.

На пространстве1 ௸௏∗ ⊗
𝕜
ௌ௏∗ помимо дифференциала Кошуля, который является

гомоморфизмом ௌ௏∗-модулей и имеет бистепень (−ଵ,ଵ) по грассмановым и комму-
тирующим переменным, имеется хорошо известный из курса анализа дифференциал
Де Рама ௗ, который является гомоморфизмом ௸௏∗-модулей, имеет бистепень (ଵ, −ଵ)
и задаётся формулой

ௗ = ∑ క೔ ⊗
డ
డ௫೔

∶ ௸ೖ௏∗ ⊗ ௌ೘௏∗ → ௸ೖ+భ௏∗ ⊗ ௌೖ−భ௏∗

ఠ ⊗ ௙ ↦
೙

∑
೔=భ

క೔ ∧ఠ ⊗
డ௙
డ௫೔

1Известном у физиков как алгебра полиномиальных суперфункций на ௏.
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иможетвосприниматься как𝕜-линейныйэндоморфизмомстепени−ଵкомплекса век-
торных пространств (4-23).

Упражнение 4.13. Убедитесь, что ௗమ = ଴ и что ௦-коммутатор [డ,ௗ] = డௗ + ௗడ дей-
ствует на компоненте ௸ೖ௏∗ ⊗ ௌ೘௏∗ гомотетией с коэффициентом1 (௞ +௠).

Из этого упражнения вытекает, что дифференциал Де Рама задаёт гомотопию между
нулевым эндоморфизмом комплекса (4-23) и эндоморфизмом deg = డௗ+ௗడ, действу-
ющим на каждую однородную компоненту ௸ೖ௏∗ ⊗ ௌ೘௏∗ как (௞ +௠) ⋅ Id. Поэтому эн-
доморфизм deg∗ пространства когомологийкомплекса (4-23), умножающийвсе лежа-
щие в௸ೖ௏∗ ⊗

𝕜
ௌ೘௏∗ циклына௞+௠, является нулевым. Такимобразом, если char 𝕜 = ଴,

то нетривиальные циклы в комплексе (4-23)могут быть только в компоненте нулевой
степени самого правого дифференциала ௸బ௏∗ ⊗

𝕜
ௌబ௏∗ → 𝕜, равной Id𝕜 и тоже не име-

ющей когомологий. Тем самым, комплекс (4-23) ацикличен. Это рассуждение заодно
устанавливает и ацикличность над полем характеристики нуль комплекса ДеРама

⋯ ೏−→ ௌయ௏∗ ⊗
𝕜
௸௏∗ ೏−→ ௌమ௏∗ ⊗

𝕜
௸௏∗ ೏−→ ௏∗ ⊗

𝕜
௸௏∗ ೏−→ 𝕜 → ଴

который с алгебраической точки зрения представляет собою бесконечный влево ком-
плекс свободных модулей над алгеброй ௸௏∗, а в геометрии интерпретируется2 как
комплекс дифференциальных форм с полиномиальными коэффициентами на аффин-
ном пространстве 𝔸(௏).

4.3.2. Комплекс Кошуля квадратичной алгебры. Предыдущий пример допус-
кает следующее некоммутативное обобщение. Обозначим через 𝘛(௏) = ⊕

ೖ⩾బ
௏⊗ೖ сво-

бодную ассоциативную алгебру конечномерного векторного пространства ௏ над по-
лем𝕜. Градуированная алгебра஺ = 𝘛(௏)∕(ூ), являющаясяфакторомалгебры 𝘛(௏)поод-
нородномудвустороннемуидеалу (ூ) ⊂ 𝘛(௏), порождённомукаким-нибудь векторным
подпространством ூ ⊂ ௏ ⊗ ௏, называется квадратичной алгеброй. Симметрическая
алгебра ௌ௏ и грассманова алгебра ௸௏ являются примерами квадратичных алгебр: их
идеалы соотношений порождаются линейными оболочками квадратичных тензоров
вида ௩భ⊗௩మ−௩మ⊗௩భ и ௩⊗௩ соответственно. Квадратичная алгебра஺! ≝ 𝘛(௏∗)∕(ூ⊥), где
ூ⊥ = Ann ூ ⊂ ௏∗ ⊗ ௏∗, называется двойственной к квадратичной алгебре ஺ = 𝘛(௏)∕(ூ).
Обратите внимание, что ஺!! ≃ ஺.

Упражнение 4.14.Убедитесь, что квадратичные алгебры ௌ௏ и௸௏∗ двойственныдруг
другу.

Из пары двойственных квадратичных алгебр ஺ и ஻ = ஺! можно изготовить ассоциа-
тивную алгебру ஻⊗஺, которая как векторное пространство представляет собою тен-
зорное произведение векторных пространств ஻ ⊗ ஺ над полем 𝕜, а умножение од-
нородных разложимых тензоров производится с учётом кошулева правила знаков по

1Этот факт известен как теорема Эйлера об однородных суперфункциях.
2При этом буквы కభ, కమ, … , క೙ заменяются традиционными для анализа символами

ௗ௫భ,ௗ௫మ, … ,ௗ௫೙.
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формуле (௔భ ⊗ ௕భ) ⋅ (௔మ ⊗ ௕మ) ≝ (−ଵ)|ೌమ||್భ|(௔భ௔మ) ⊗ (௕భ௕మ) и распространяется на все
остальные тензоры по линейности.

Упражнение 4.15. Убедитесь, что так определённое умножение корректно опреде-
лено и ассоциативно.

Тензор Idೇ ∈ End௏ ≃ ௏∗ ⊗ ௏ ⊂ ஻ ⊗ ஺ называется элементом Казимира алгебры ஻ ⊗ ஺
и обозначаетсяత. В двойственных базисах ௫೔ и ௘೔ пространств௏∗ и௏ он записывается
как త = ∑௫೔ ⊗ ௘೔.

Упражнение 4.16. Покажите, что తమ = ଴ в алгебре ஻ ⊗ ஺.
Тензорное произведение векторных пространств𝒦 ≝ ஻⊗஺∗ является правым ஻⊗஺-
модулем, на котором элемент ௕ ⊗ ௔ действует оператором ద್ ⊗ ఒ∗

ೌ, где ద್∶ ஻ → ஻,
ఉ ↦ ఉ௕, это оператор правого умножения на ௕ в алгебре ஻, а ఒ∗

ೌ∶ ஺∗ → ஺∗, это опера-
тор, двойственный к оператору ఒೌ∶ ஺ → ஺, ఈ ↦ ௔ఈ, левого умножения на ௔ в алгеб-
ре ஺. В силу упр. 4.16 правое действие оператора Казимира త задаёт на 𝒦 структуру
комплекса векторных пространств1. Он называется комплексом Кошуля квадратич-
но двойственных алгебр ஺ и ஻. В терминах двойственных базисов ௫೔ ∈ ௏∗ и ௘೔ ∈ ௏
действие дифференциала задаётся формулой

డ∶ ௕ ⊗ ఈ ↦ ∑
೔

(௕ ⋅ ௫೔) ⊗ (௘೔ ⨽ ఈ),

где ఈ ∈ 𝘛(௏∗) рассматривается как полилинейная форма на пространстве ௏, и ௘೔ ⨽ ఈ
означает подстановку вектора ௘೔ в её первый аргумент.

Упражнение 4.17. Убедитесь, что для двойственных квадратичных алгебр ஺ = ௌ(௏)
и஻ = ௸(௏∗) оператор Казимираత переводит௸ೖ௏∗ ⊗ௌ೘௏∗ в௸ೖ−భ௏∗ ⊗ௌೖ+భ௏∗, и его
действиена этойоднороднойкомпоненте связано с кошулевымдифференциалом
డ из форм. (4-24) на стр. 74 соотношением త = ௠−భడ.

Квадратичная алгебра ஺ называется кошулевой, если комплекс Кошуля𝒦 точен.

Упражнение 4.18∗ (кошулева двойственность). Покажите, что кошулевость квад-
ратичной алгебры ஺ равносильна кошулевости двойственной ей квадратичной
алгебры ஻ = ஺!.

4.4. Спектральные последовательности. Рассмотрим последовательность таблиц
ாబ, ாభ, ாమ, … , клетки которых занумерованы целыми числами (௣,௤) ∈ ℤమ так, что ௣
увеличивается по горизонтали, а ௤ по вертикали. Если при каждом ௥

• в клетках таблицы ாೝ располагаются модули ா೛,೜
ೝ и задан дифференциал ௗೝ би-

степени (௥,ଵ−௥) по (௣,௤), действующий из клеток диагонали ௣+௤ = ௡ в клетки
следующей диагонали ௣ + ௤ = ௡ + ଵ со сдвигом на ௥ единиц вправо:

ௗೝ∶ ா೛,೜
ೝ → ா೛+ೝ,೜+భ−ೝ

ೝ , ௗమೝ = ଴

• очередная таблица ாೝ+భ состоит из когомологий предыдущей таблицы ாೝ:

ா೛,೜
ೝ+భ = ker (ௗೝ∶ ா೛,೜

ೝ → ா೛+ೝ,೜+భ−ೝ
ೝ )∕ௗೝ (ா೛−ೝ,೜−భ+ೝ

ೝ )
1И даже ஻-஺-бимодулей.
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то говорят, что эти таблицы образуют спектральную последовательность1 когомо-
логического типа2. Скажем, что спектральная последовательность стабилизируется,
если содержимое каждой клетки с какого-то момента перестаёт меняться, т. е.

∀ (௣,௤) ∃ே = ே(௣,௤) ∶ ∀ ௥ ⩾ ே ௗೝ (ா೛,೜
ೝ ) = ଴ и ௗೝ (ா೛−ೝ,೜+ೝ−భ

ೝ ) = ଴ . (4-25)

Например, такое заведомопроисходит, когда в однойиз таблицாೝ накаждойдиагона-
ли ௣+௤ = const имеется лишь конечное число ненулевых модулей. Если спектральная
последовательность стабилизируется, то модуль ா೛,೜

ೝ с ௥ ⩾ ே(௣,௤) из условия (4-25)
обозначается ா೛,೜

∞ и называется предельным. В этой ситуации говорят, что спектрал-
ка сходится к градуированным модулям ா೙∞ ≝ ⨁

೛+೜=೙
ா೛,೜

∞ и пишут ா೛,೜
ೝ ⇒ ா೙∞. Спек-

тральные последовательности являются основным инструментом для получения ин-
формации о когомологиях комплексов, тем или иным способом «собранных» из более
элементарных комплексов.

Предложение 4.3 (спектральная последовательность фильтрованного комплекса)
Пусть комплекс ஼ обладает такой убывающей системой подкомплексов3 ி೛஼ ⊆ ஼,

஼ ⊇ ⋯ ⊇ ி೛−భ஼ ⊇ ி೛஼ ⊇ ி೛+భ஼ ⊇ ⋯ ⊇ ଴ , (4-26)

что для каждого ௡ ∈ ℤ подмодули ி೛஼೙ совпадают с ஼೙ при всех ௣ ≪ ଴ и зануляются
при всех ௣ ≫ ଴. Тогда существует спектральная последовательность с

ா೛,೜
భ = ு೛+೜ (Gr೛஼) , где Gr೛஼ ≝ ி೛஼∕ி೛+భ஼ ,

сходящаяся к присоединённымфакторам Gr೛ு೛+೜(஼) ≝ ி೛ு೛+೜(஼)∕ி೛+భு೛+೜(஼) убы-
вающей фильтрации ி•ு(஼) на модуле когомологий ு(஼), относящей в подмодуль
ி೛ு(஼) ⊆ ு(஼) все коциклы, лежащие в подкомплексе ி೛஼, по модулю всех попавших
в этот подкомплекс кограниц.

Доказательство. Расположим в столбцах таблицы ாబ фактор комплексы Gr೛஼ так,
чтобы дифференциал комплекса ஼ действовал в них снизу вверх, а присоединённые
факторы каждого модуля ஼೙ из комплекса ஼ располагались на диагонали ௣ + ௤ = ௡,
т. е. положимா೛,೜

బ = Gr೛஼೛+೜. Обозначим черезగ∶ ி೛஼ ↠ Gr೛஼ каноническуюпроек-
цию с ядромி೛+భ஼, и для каждого ௥ рассмотрим вмодулеி೛஼೛+೜, которыйнакрывает
ா೛,೜
బ при этой проекции, подмодуль

௓೛,೜
ೝ = {௖ ∈ ி೛஼೛+೜ | ௗ௖ ∈ ி೛+ೝ஼೛+೜} .

При ௥ → ∞ он аппроксимирует «снаружи» лежащие в ி೛஼೛+೜ коциклы дифференци-
ала ௗ в том смысле, что с ростом ௥ кограницы элементов из ௓೛,೜

ೝ оказываются во всё

1В просторечии— спектралку.
2Согласно договорённостям из n∘ 4.1.2, в спектралке гомологического типа таблицы нуме-

руются верхним индексами: ாబ, ாభ, ாమ, … и заполняются модулями ாೝ೛,೜ c дифференциалами
డೝ∶ ாೝ೛,೜ → ாೝ೛−ೝ,೜+ೝ−భ бистепени (−௥, ௥−ଵ), бьющими из клеток диагонали ௣+௤ = ௡ в клетки
предыдущей диагонали ௣ + ௤ = ௡ − ଵ со сдвигом на ௥ единиц в влево.

3Это означает, что ௗ಴(ி೛஼) ⊂ ி೛஼ при всех ௣ ∈ ℤ.
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более глубоких стратах фильтрации и полностью зануляются при ௥ ≫ ଴. В том же
самом смысле кограницы дифференциала ௗ, лежащие в ி೛஼೛+೜, аппроксимируются
«изнутри» подмодулями ௗி೛−ೝ஼೛+೜ ∩ ி೛஼೛+೜ = ௗ௓೛−ೝ,೜+ೝ−భ

ೝ , которые содержатся в
подмодуле всех кограниц ௗ஼೛+೜−భ ∩ ி೛஼೛+೜ и совпадают с ним при ௥ ≫ ଴.

Приступим к построению спектралки. Ядро выходящего из клетки (௣,௤) диффе-
ренциала ௗ∶ ா೛,೜

బ → ா೛,೜+భ
బ равно గ௓೛,೜

భ , а образ входящего в неё дифференциала
ௗ∶ ா೛,೜−భ

బ → ா೛,೜
భ равен గௗ௓೛,೜−భ

బ . Тем самым, таблица когомологий ாభ = ு(ாబ) имеет
в этой клетке модуль

ா೛,೜
భ = ு೛+೜(Gr೛஼) =

గ௓೛,೜
భ

గௗ௓೛,೜−భ
బ

≃
௓೛,೜
భ + ி೛+భ஼೛+೜

ௗ௓೛,೜−భ
బ + ி೛+భ஼೛+೜ ≃

≃ ௓೛,೜
భ

ௗ௓೛,೜−భ
బ + (௓೛,೜

భ ∩ ி೛+భ஼೛+೜)
≃

௓೛,೜
భ

ௗ௓೛,೜−భ
బ + ௓೛+భ,೜−భ

బ

(в последних двух переходах мы воспользовались перечисленными в упр. 4.19 ниже
стандартными соображениями из линейной алгебры, включением ௗ௓೛,೜−భ

బ ⊂ ௓೛,೜
భ и

равенством ௓೛,೜
భ ∩ ி೛+భ஼೛+೜ = ௓೛+భ,೜−భ

బ ).

Упражнение 4.19.Покажите, что во вcякоммодуле для любыхподмодулей௏ иௐ ⊃ ௎
имеют место равенствоௐ ∩ (௎ + ௏) = ௎ + (ௐ ∩ ௏) и естественные изоморфизмы

ௐ + ௏
௏ ≃

ௐ
௏ ∩ௐ и

ௐ + ௏
௎ + ௏ ≃ ௐ

௎ + (௏ ∩ௐ) .

Поскольку ௗ௓೛,೜
భ ⊂ ௓೛+భ,೜

భ и ௗమ = ଴, дифференциал комплекса ஼ корректно фактори-
зуется до дифференциала бистепени (ଵ,଴) на таблице ாభ

ௗ∶ ா೛,೜
భ =

௓೛,೜
భ

ௗ௓೛,೜−భ
బ + ௓೛+భ,೜−భ

బ
→

௓೛+భ,೜
భ

ௗ௓೛+భ,೜−భ
బ + ௓೛+మ,೜−భ

బ
= ா೛+భ,೜

భ .

Следующие таблицы ாమ, ாయ, … строятся дословно также. Для каждого ௥ положим

ா೛,೜
ೝ ≝

గ௓೛,೜
ೝ

గௗ௓೛−ೝ+భ,೜+ೝ−మ
ೝ−భ

≃
௓೛,೜
ೝ + ி೛+భ஼೛+೜

ௗ௓೛−ೝ+భ,೜+ೝ−మ
ೝ−భ + ி೛+భ஼೛+೜ ≃

௓೛,೜
ೝ

ௗ௓೛−ೝ+భ,೜+ೝ−మ
ೝ−భ + ௓೛+భ,೜−భ

ೝ−భ

(мыпользуемся тем, чтоௗ௓೛−ೝ+భ,೜+ೝ−మ
ೝ−భ ⊂ ௓೛,೜

ೝ и௓೛,೜
ೝ ∩ி೛+భ஼೛+೜ = ௓೛+భ,೜−భ

ೝ−భ ). Поскольку
ௗ௓೛,೜

ೝ ⊂ ௓೛+ೝ,೜−ೝ+భ
ೝ и ௗమ = ଴, дифференциал ௗ комплекса ஼ корректно факторизуется

до дифференциала бистепени (௣,ଵ − ௣) на таблице ாೝ:

ௗ೛,೜
ೝ ∶ ா೛,೜

ೝ ≃
௓೛,೜
ೝ

ௗ௓೛−ೝ+భ,೜+ೝ−మ
ೝ−భ + ௓೛+భ,೜−భ

ೝ−భ
→

௓೛+ೝ,೜−ೝ+భ
ೝ

ௗ௓೛+భ,೜−భ
ೝ−భ + ௓೛+ೝ+భ,೜−ೝ

ೝ−భ
≃ ா೛+ೝ,೜−ೝ+భ

ೝ ,

ядро которого изоморфно фактору подмодуля {௖ ∈ ௓೛,೜
ೝ | ௗ௖ ∈ ௗ௓೛+భ,೜−భ

ೝ−భ + ௓೛+ೝ+భ,೜−ೝ
ೝ−భ }

по его пересечению с ௗ௓೛−ೝ+భ,೜+ೝ−మ
ೝ−భ +௓೛+భ,೜−భ

ೝ−భ . Поскольку ௓೛+భ,೜−భ
ೝ−భ ⊂ ௓೛,೜

ೝ , все элемен-
ты ௖ ∈ ௓೛,೜

ೝ с ௗ௖ ∈ ௗ௓೛+భ,೜−భ
ೝ−భ попадают в нулевой класс, а так как элементы ௖ ∈ ௓೛,೜

ೝ с
ௗ௖ ∈ ௓೛+ೝ+భ,೜−ೝ

ೝ−భ составляют подмодуль ௓೛,೜
ೝ+భ ⊂ ௓೛,೜

ೝ , этот фактор изоморфен

௓೛,೜
ೝ+భ

௓೛,೜
ೝ+భ ∩ (ௗ௓೛−ೝ+భ,೜+ೝ−మ

ೝ−భ + ௓೛+భ,೜−భ
ೝ−భ )

.
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Снова пользуясь тем, что ௗ௓೛−ೝ+భ,೜+ೝ−మ
ೝ−భ ⊂ ௓೛,೜

ೝ+భ и ௓೛,೜
ೝ+భ ∩ ௓೛+భ,೜−భ

ೝ−భ = ௓೛+భ,೜−భ
ೝ , получаем

ker ௗ೛,೜
ೝ ≃

௓೛,೜
ೝ+భ

ௗ௓೛−ೝ+భ,೜+ೝ−మ
ೝ−భ + ௓೛+భ,೜−భ

ೝ
. (4-27)

Образ приходящего в клетку (௣,௤) дифференциалаௗ೛−ೝ,೜+ೝ−భ
ೝ ∶ ா೛−ೝ,೜+ೝ−భ

ೝ → ா೛,೜
ೝ име-

ет вид ௗ௓೛−ೝ,೜+ೝ−భ
ೝ ∕ௗ௓೛−ೝ+భ,೜+ೝ−మ

ೝ−భ . Факторизуя по нему ядро (4-27) получаем

ு೛,೜(ாೝ) ≃
௓೛,೜
ೝ+భ

ௗ௓೛−ೝ,೜+ೝ−భ
ೝ + ௓೛+భ,೜−భ

ೝ
≃ ா೛,೜

ೝ+భ .

Такимобразом, таблицыாೝ образуют спектральнуюпоследовательность снужнымாభ.
Модули, из которых состоят все таблицыாೝ, являются подфакторами в஼, и дифферен-
циалы во всех таблицах являются корректно определёнными ограничениями диффе-
ренциала ௗ комплекса ஼ на эти подфакторы.

Наложенные на фильтрацию ி•஼ условия гарантируют, что на каждой диагонали
таблицы ாబ имеется лишь конечное число ненулевых модулей. Поэтому спектраль-
ная последовательность ாೝ сходится к градуированным модулям ா೙∞ = ⨁೛+೜=೙ ா

೛,೜
∞ с

компонентами

ா೛,೜
∞ = గ{௖ ∈ ி೛஼೛+೜ | ௗ௖ = ଴}

గ{௖ ∈ ஼೛+೜−భ | ௗ௖ ∈ ி೛஼೛+೜} ≃ Gr೛ு೛+೜(஼) ,

что и утверждалось. �

Пример 4.7 (двучленная фильтрация)
Точная тройка комплексов ଴ → ௎ → ௏ → ௐ → ଴ задаёт на среднем комплексе ௏
двучленную фильтрацию ௏ = ிబ௏ ⊃ ௎ = ிభ௏ ⊃ ଴ = ிమ௏ с присоединёнными факто-
рами Grబ௏ = ௏ ∕௎ = ௐ и Grభ௏ = ௎ ∕଴ = ௎. В этом случае таблица ாభ спектральной
последовательности из предл. 4.3 сосредоточена в двух столбцах ௣ = ଴,ଵ и имеет вид

ு೜+భ(ௐ) ೏ೇ // ு೜+మ(௎)

ு೜(ௐ) ೏ೇ // ு೜+భ(௎)

ு೜−భ(ௐ) ೏ೇ // ு೜(௎)

ு೜−మ(ௐ) ೏ೇ // ு೜−భ(௎) ,

где каждая горизонтальная стрелка переводят являющийся ௗೈ-коциклом класс эле-
мента ௩ ∈ ௏ в фактореௐ = ௏∕௎ в когомологический класс элемента ௗೇ௩, т. е. сов-
падает со связывающим гомоморфизмом1 ఋ из длинной точной последовательности

1См. предл. 4.1 на стр. 70.
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когомологий точной тройки ଴ → ௎ → ௏ → ௐ → ଴. Таблица ாమ = ு(ாభ) уже являет-
ся предельной таблицей ா∞ и состоит из присоединённых факторов индуцированной
двучленной фильтрации на ு(௏), т. е. при каждом ௡ мы имеем точную тройку

coker(�ு೙−భ(ௐ) ഃ−→ ு೙(௎)) � ↪ ு೙ (௏) ↠ ker( �ு೙(ௐ) ഃ−→ ு೙+భ(௎)) � ,

чтонесёт ровно тужеинформациюобு(௏), что и длинная точнаяпоследовательность

когомологий ⋯ → ு೙−భ(ௐ) ഃ−→ ு೙(௎) → ு೙(௏) → ு೙(ௐ) ഃ−→ ு೙+భ(௎) → ⋯ .

4.4.1. Спектральныепоследовательностибикомплекса.Тотальныйкомплекс1

஼೙ = Tot೙(௏) = ⨁೛+೜=೙
௏೛,೜

каждогобикомплекса௏ = ௏೛,೜ обладает двумя симметричнымифильтрации, которые
получаются одна из другой отражением௣ ↔ ௤ относительно диагонали௣ = ௤. Первая
из этих фильтраций имеет

ி೛ Tot೙(௏) ≝ ⨁ഌ⩾೛
௏ഌ,೙−ഌ (4-28)

и индуцирует наு೙(Tot(௏)) убывающуюфильтрацию, присоединённые градуирован-
ныефакторы которойможно вычислять при помощи спектральной последовательно-
сти из предл. 4.3. Поскольку горизонтальная компонента ௗభ∶ ௏೛,೜ → ௏೛+భ,೜ диффе-
ренциала тотального комплекса аннулирует присоединённые факторы фильтрации
(4-28), дифференциал ௗ = ௗభ + ௗమ действует на них только своей вертикальной ком-
понентой ௗమ∶ ௏೛,೜ → ௏೛,೜+భ. Поэтому стартовая таблица ாబ спектралки, связанной
фильтрацией (4-28), образована комплексами-столбцами ௏೛,∗ бикомплекса ௏. Следу-
ющая таблицаாభ = ு(ாబ) состоитиз когомологийா೛,೜

భ = ு೜
೏మ(௏೛,∗) дифференциалаௗమ,

и ௗ действует на них как ௗభ.
Упражнение 4.20. Убедитесь, что всякий антикоммутирующий с дифференциала-

ми ௗೆ, ௗೈ комплексов ௎, ௐ морфизм ఝ ∈ Homబ
DG(௎,ௐ) также, как и морфизм

комплексов, корректно задаёт морфизм когомологий ఝ∗ ∶ ு(௎) → ு(ௐ).
Такимобразом, таблицаாమ состоит измодулей когомологийா೛,೜

మ = ு೛
೏భ (ு

೜
೏మ(௏)) диф-

ференциала ௗభ, действующего на когомологиях дифференциала ௗమ.
Вторая убывающая фильтрация на Tot೙(௏) получается из первой перестановкой

букв ௣, ௤ и имеет
ி೜ Tot೙(௏) = ⨁ഌ⩾೜

௏೙−ഌ,ഌ .

С нею связана спектралка с дифференциалами ா೛,೜
ೝ → ா೛−ೝ+భ,೜+ೝ

ೝ , которые наклоня-
ются с ростом ௥ влево и вверх, симметрично относительно диагонали ௣ = ௤ тому, как
вели себя дифференциалыпервой спектралки, а в клетке (௣,௤) её второй таблицы сто-

ят ு೛
೏మ (ு

೜
೏భ(௏)). Чтобы сделать индексацию и поведение дифференциалов стандарт-

ными, какими они были описаны в начале n∘ 4.4 на стр. 76, следует ещё раз поменять
местами буквы ௣ и ௤. Получаем

1См. n∘ 4.1.3 на стр. 67.
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Предложение 4.4
С каждым бикомплексом ௏ связаны две спектральные последовательности с ாమ-чле-
нами

಺ா೛,೜
మ = ு೛

೏భ (ு
೜
೏మ(௏)) и ಺಺ா೛,೜

మ = ு೛
೏మ (ு

೜
೏భ(௏)) . (4-29)

Если на каждой диагонали ௣+௤ = const бикомплекса ௏ имеется лишь конечное число
ненулевых модулей ௏೛,೜, обе спектралки сходятся к присоединённым градуирован-
ным факторам некоторых убывающих с ростом ௣ фильтраций на ு೛+೜(Tot(௏)). �

4.4.2. Спектральная последовательность точной пары. Наиболее общим ис-
точником спектралок являются точные в каждом члене диаграммы вида

஽ ೔ // ஽ ,

ೕ��
ா

ೖ

__ (4-30)

называемые точными парами1. Композиция ௗ ≝ ௝௞∶ ா → ா имеет ௗమ = ௝௞௝௞ = ଴ и
называется дифференциалом точной пары (4-30). Диаграмма

௜஽ ೔ // ௜஽ ,

ೕభ||
ு(ா)

ೖభ

bb

в которой ு(ா) = ker ௗ∕imௗ, ௝భ∶ ௜(௫) ↦ ௝(௫), ௞భ∶ [௫] ↦ ௞(௫), называется производной
от точной пары (4-30).

Упражнение 4.21. Убедитесь, что морфизмы ௝భ, ௞భ определены корректно и произ-
водная тоже является точной парой.

Модуль ு(ா) в производной паре является подфактором исходного модуля ா:
ு(ா) = ker(௝௞)∕im(௝௞) = ௞−భ(ker ௝)∕௝(im௞) = ௞−భ(im ௜)∕௝(ker ௜) .

Повторяя эти рассуждения௠ раз, приходим к௠-той производной паре от (4-30)

௜೘஽ ೔ // ௜೘஽ ,

ೕ೘||
ா೘

ೖ೘

bb

гдеா೘ = ு(ா೘−భ) ≃ ௞−భ (im ௜೘)∕௝ (ker ௜೘) является подфактороммодуляா из исходной
пары (4-30), морфизм ௞೘∶ [௫] ↦ ௞(௫) является (корректно определённым) ограниче-
нием исходного морфизма ௞ на этот подфактор, а ௝೘ = ௝௜−೘∶ ௜೘(௫) ↦ ௝(௫).

Если точная пара (4-30) образована биградуированными модулями

஽ = ⨁஽೛,೜ , ா = ⨁ா೛,೜

а морфизмы ௜, ௝, ௞ однородны бистепеней |௜| = (−ଵ,ଵ), |௝| = (଴,଴), |௞| = (ଵ,଴), как на
диаграмме:

1По-английски exact couple.
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஽೛−భ,೜+మ ೕ // ா೛−భ,೜+మ
ೖ

// ஽೛,೜+మ ೕ // ா೛,೜+మ
ೖ

// ஽೛+భ,೜+మ ೕ // ா೛+భ,೜+మ
ೖ

// ஽೛+మ,೜+మ

஽೛−భ,೜+భ ೕ // ா೛−భ,೜+భ
ೖ

// ஽೛,೜+భ ೕ //

೔

jj

ா೛,೜+భ
ೖ

// ஽೛+భ,೜+భ ೕ //

೔

jj

ா೛+భ,೜+భ
ೖ

// ஽೛+మ,೜+భ

೔

jj

஽೛−భ,೜ ೕ // ா೛−భ,೜
ೖ

// ஽೛,೜ ೕ //

೔

jj

ா೛,೜
ೖ

// ஽೛+భ,೜ ೕ //

೔

jj

ா೛+భ,೜
ೖ

// ஽೛+మ,೜

೔

jj

஽೛−భ,೜−భ ೕ // ா೛−భ,೜−భ
ೖ

// ஽೛,೜−భ ೕ //

೔

jj

ா೛,೜−భ
ೖ

// ஽೛+భ,೜−భ ೕ //

೔

jj

ா೛+భ,೜−భ
ೖ

// ஽೛+మ,೜−భ

೔

jj

Рис. 4⋄1. Биградуированная точная пара.

то размещаямодулиா೛,೜ в клетки таблицыாభ, а их последовательные производные—
в следующие таблицы ாమ, ாయ, … , мы получим спектральную последовательность,
имеющую ாభ = ா и для всех последующих ௥ ⩾ ଶ

ா೛,೜
ೝ ≃ ௞−భ (௜ೝ−భ஽೛+ೝ−భ,೜−ೝ+భ)∕௝ (ker(௜ೝ−భ|ವ೛,೜)) (4-31)

с дифференциалом ௗೝ = ௝ೝ−భ௞ೝ−భ = ௝௜భ−ೝ௞∶ ா೛,೜
ೝ → ா೛+ೝ,೜−ೝ+భ

ೝ , переводящим класс
[௘] ∈ ௞−భ (௜ೝ−భ஽೛+ೝ−భ,೜−ೝ+భ) элемента ௘ ∈ ா с ௞(௘) = ௜ೝ−భ(௫) в класс [௝(௫)] элемента
௝(௫) ∈ ா.

Пример 4.8 (фильтрованные комплексы)
Если у комплекса ஼ имеется убывающая фильтрация подкомплексами ி೛஼ ⊂ ஼, то
точные тройки комплексов ଴ → ி೛+భ஼ ഈ−→ ி೛஼ ഏ−→ Gr೛஼ → ଴ производят длинные
точные последовательности когомологий

⋯ ഃ−→ ு೙(ி೛+భ஼) ഈ∗−→ ு೙(ி೛஼) ഏ∗−→ ு೙(Gr೛஼) ഃ−→ ு೙+భ(ி೛+భ஼) ഈ∗−→ ⋯

которые собираются в точную пару биградуированных модулей

ா೛,೜ ≝ ு೛+೜ (Gr೛஼) , ஽೛,೜ ≝ ு೛+೜ (ி೛஼)

и однородных морфизмов

௜ ≝ ఐ∗ ∶ ு೛+೜(ி೛஼) → ு೛+೜(ி೛−భ஼)
௝ ≝ గ∗ ∶ ு೛+೜(ி೛஼) → ு೛+೜(Gr೛஼)
௞ ≝ ఋ∶ ு೛+೜(Gr೛஼) → ு೛+೜+భ(ி೛+భ஼)

бистепеней |௜| = (−ଵ,ଵ), |௝| = (଴,଴) и |௞| = (ଵ,଴), как в диаграмме на предыдущей
странице. Спектральная последовательность этой точной пары имеет

ா೛,೜
ೝ ≃

ఋ−భ im (௜ೝ−భ∶ ு೛+೜+భ(ி೛+ೝ஼) → ு೛+೜+భ(ி೛஼))
గ∗ ker (௜ೝ−భ∶ ு೛+೜(ி೛஼) → ு೛+೜(ி೛−ೝ+భ஼))

. (4-32)

Поскольку связывающий гомоморфизм ఋ∶ ு೛+೜(ி೛஼ ∕ி೛+భ஼) → ு೛+೜+భ(ி೛+ೝ஼) за-
даётся дифференциалом ௗ∶ ஼ → ஼, числитель в (4-32) состоит из классов గ-образов
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элементов ௖ ∈ ி೛஼೛+೜ с ௗ௖ ∈ ி೛+ೝ஼೛+೜+భ по модулю గௗி೛஼೛+೜−భ, т. е. в обозначени-
ях из доказательства предл. 4.3 на стр. 77 равен గ௓೛,೜

ೝ . Знаменатель в (4-32) состоит
из గ∗-образов классов когомологий тех коциклов ௖ ∈ ி೛+భ஼೛+೜+భ которые лежат в
ௗி೛−ೝ+భ஼೛+೜, и стало быть, изоморфен గௗ௓೛−ೝ+భ,೜+ೝ−మ

ೝ−భ . Таким образом, при каждом
௥ ⩾ ଵ таблица ாೝ спектралки (4-32) состоит из тех же подфакторов в ஼, что и табли-
ца ாೝ у спектралки из предл. 4.3. Поскольку дифференциалы обеих таблиц являются
ограничениями дифференциала ௗ∶ ஼ → ஼ на эти подфакторы, спектральные после-
довательности совпадают друг с другом, начиная с таблицы ாభ.

Предложение 4.5
Пусть в представленнойна рис. 4⋄1 биградуированной точнойпаре при каждом௡мо-
дули஽೛,೜ с ௣+௤ = ௡ зануляются при всех ௣ ≫ ଴ и становятся равными одному и тому
же модулюு೙ при ௣ ≪ ଴, причём при этих ௣ все морфизмы ௜∶ ஽೛,೜ → ஽೛−భ,೜+భ между
модулями ு೙ тождественны. Тогда спектральная последовательность такой точной
пары сходится к присоединённым градуированным факторам убывающих фильтра-
ций на модуляхு೙ подмодулями ி೛ு೙ = ௜೘(೛,೙)(஽೛,೙−೛), где степень௠(௣,௡) настоль-
ко велика, чтобы ௜೘(೛,೙) отображал ஽೛,೙−೛ в ு೙.

Доказательство. Согласно форм. (4-31) на стр. 82 при фиксированных ௣, ௤ и ௥ ≫ ଴

ா೛,೜
ೝ ≃

௞−భ (௜ೝ−భ஽೛+ೝ−భ,೜−ೝ+భ)
௝ (ker(௜ೝ−భ|ವ೛,೜))

≃
௞−భ(଴) ∩ ஽೛,೜

௝ ker (௜೘(೛,೙) ∶ ஽೛,೜ → ு೙)
≃

≃
ker(௞∶ ா೛,೜

ೝ → ஽೛+భ,೜)
௝ ker ௜೘(೛,೙) ≃

௝஽೛,೜

௝ ker ௜೘(೛,೙) ≃
஽೛,೜

ker ௜೘(೛,೙) ≃ im ௜೘(೛,೙) .

�

4.5. Отмеченные треугольники. Бесконечная в обе стороны 3-периодическая по-
следовательность морфизмов1 в гомотопической категории комплексовℋo

⋯ ഁ[−భ] // ஼[−ଵ] ം[−భ] // ஺ ഀ // ஻ ഁ // ஼ ം // ஺[ଵ] ഀ[భ] // ஻[ଵ] ഁ[భ] // ⋯

называется треугольником и обозначается ஺ ഀ−→ ஻ ഁ−→ ஼ ം−→ ஺[ଵ]. Морфизм меж-

ду треугольниками ஺భ
ഀభ // ஻భ

ഁభ // ஼భ
ംభ // ஺భ[ଵ] и ஺మ

ഀమ // ஻మ
ഁమ // ஼మ

ംమ // ஺మ[ଵ]
это такая тройка стрелок ఈ∶ ஺భ → ஺మ, ఉ∶ ஻భ → ஻మ, ఊ∶ ஼భ → ஼మ, что диаграмма

஺భ
ഀభ //

ഀ
��

஻భ
ഁభ //

ഁ
��

஼భ
ംభ //

ം
��

஺భ[ଵ]
ഀ[భ]

��
஺మ

ഀమ // ஻మ
ഁమ // ஼మ

ംమ // ஺మ[ଵ]

1Напомню (см. опр. 4.2 на стр. 70), что функтор сдвига ௑ ↦ ௑[ଵ] тождественно действует
на морфизмах, но комплекс ௑[ଵ] имеет ௗ೉[భ] = −ௗ೉ и ௑[ଵ]ഌ = ௑ഌ+భ.
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коммутативна в категорииℋo. Если все вертикальные стрелки являются изоморфиз-
мами в категории ℋo, то треугольники называются изоморфными. Треугольник на-
зывается отмеченным или точным1, если он изоморфен треугольнику вида

௎ ക //ௐ
ഈക // Conఝ

ഏക // ௎[ଵ] , (4-33)

где ఝ∶ ௎ → ௐ— произвольный морфизм комплексов, а стрелки ఐക и గക суть вложе-
ние и проекция из построенной в прим. 4.4 на стр. 70 точной в категории 𝒞om тройки

଴ //ௐ
ഈക // Conఝ

ഏക // ௎[ଵ] // ଴ . (4-34)

Например, треугольник ௑ Id−→ ௑ బ−→ ଴ బ−→ ௑[ଵ] точен, поскольку согласно упр. 4.12 на
стр. 72 диаграмма

௑ Id //

Id

௑ బ //

Id

଴ బ //

బ
��

௑[ଵ]
Id

௑ Id // ௑ ഈId // Con Id ഏId // ௑[ଵ]

коммутативна в категорииℋo и нулевая вертикальная стрелка в ней, как мы видели
в прим. 4.5 на стр. 72, является в категорииℋo изоморфизмом.

Точные треугольники вида (4-33) называются стандартными. Каждый морфизм
комплексовఝ∶ ௎ → ௐ включается в стандартный точный треугольник, и любой ком-
мутативный квадрат продолжается до морфизма стандартных треугольников:

௎భ
കభ //

ഗ′

��

ௐభ

ഗ″

��
௎మ

കమ //ௐమ

⇛
௎భ

കభ //

ഗ′

��

ௐభ
ഈകభ //

ഗ″

��

Conఝభ
ഏകభ //

ഗ″⊕ഗ′[భ]
��

௎భ[ଵ]
ഗ′[భ]
��

௎మ
കమ //ௐమ

ഈകమ // Conఝమ
ഏകమ // ௎మ[ଵ] .

Так как всякий точный треугольник изоморфен стандартному, любой коммутатив-
ный квадрат

஺భ
ഀభ //

ഗ′

��

஻భ
ഗ″

��
஺మ

ഀమ // ஻మ ,

построенный на начальных стрелках любых двух отмеченных треугольников

஺భ
ഀభ // ஻భ

ഁభ // ஼భ
ംభ // ஺భ[ଵ] и ஺మ

ഀమ // ஻మ
ഁమ // ஼మ

ംమ // ஺మ[ଵ] ,

всегда продолжается некоторой стрелкой2 ట∶ ஼భ → ஼మ до морфизма треугольников.

1Этот термин вовсе не означает, что ядра какой-нибудь стрелки равно образу предыдущей.
2Вообще говоря, не единственной.
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Предложение 4.6 (точная последовательность когомологий)
В абелевой категории𝒜 точна бесконечная в обе последовательность когомологий

⋯ ം∗ // ு೔(஺) ഀ∗ / / ு೔(஻) ഁ∗ // ு೔(஼) ം∗ // ு೔+భ(஺) ഀ∗ // ⋯ (4-35)

каждого точного в гомотопической категории комплексовℋo(𝒜) треугольника

஺ ഀ−→ ஻ ഁ−→ ஼ ം−→ ஺[ଵ] .

Доказательство. В прим. 4.4 на стр. 70 мы видели, что для стандартного точного тре-

угольника ௎ ക //ௐ
ഈക // Conఝ

ഏക // ௎[ଵ] последовательность (4-35) представляет
собоюдлиннуюточнуюпоследовательность когомологийдля точнойв абелевойкате-

гории 𝒞om(𝒜) тройки комплексов ଴ //ௐ
ഈക // Conఝ

ഏക // ௎[ଵ] // ଴ . Функтор

ுబ∶ ℋo(𝒜) → 𝒜 , ௏ ↦ ுబ(௏) ,

переводит каждую бесконечную в обе стороны коммутативную в категории ℋo(𝒜)
диаграмму треугольников

⋯ ം[−భ] // ஺ ഀ //

ഗ
��

஻ ഁ //

ഗ′

��

஼ ം //

ഗ″

��

஺[ଵ] ഀ[భ] //

ഗ[భ]
��

⋯

⋯
ഏക[−భ]

// ௎ ക //ௐ
ഈക // Conఝ

ഏക // ௎[ଵ] ക[భ] // ⋯ ,

вертикальные стрелки которой являются изоморфизмами в категорииℋo(𝒜), в бес-
конечную в обе стороны коммутативную диаграмму в категории𝒜

⋯ ഁ∗ // ு೔−భ(஼) ം∗ //

ഗ″
∗

��

ு೔(஺) ഀ∗ //

ഗ∗
��

ு೔(஻) ഁ∗ //

ഗ′
∗

��

ு೔(஼) ം∗ //

ഗ″
∗

��

ு೔+భ(஺) ഀ∗ //

ഗ∗
��

⋯

⋯
ഈക∗ // ு೔−భ(Conఝ)

ഏക∗ // ு೔(௎) ക∗ // ு೔(ௐ)
ഈക∗ // ு೔(Conఝ)

ഏക∗ // ு೔+భ(௎) ക∗ // ⋯ ,

все вертикальные стрелки которой изоморфизмы, а нижняя строка точна. Поэтому и
верхняя строка точна. �

Предложение 4.7
Если треугольник ஺ ഀ−→ ஻ ഁ−→ ஼ ം−→ ஺[ଵ] точен, то точны также треугольники

஻ ഁ−→ ஼ ം−→ ஺[ଵ] −ഀ[భ]−−−→ ஻[ଵ] и ஼[−ଵ] −ം[−భ]−−−−→ ஺ ഀ−→ ஻ ഁ−→ ஼ .

Доказательство. Достаточно доказать утверждение для стандартного треугольника
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(4-33), т. е. построить коммутативные в категорииℋo диаграммы

ௐ
ഈക // Conఝ

ഏക // ௎[ଵ] −ക[భ] //

ഌ′

��

ௐ[ଵ]

ௐ
ഈക // Conఝ

ഈഈക // Con ఐക
ഏഈക //

ഌ″

OO

ௐ[ଵ]

(4-36)

௎ −ക //ௐ
ഈക //

ഘ′

��

Conఝ[−ଵ]
ഏക // ௎[ଵ]

௎
ഈഏ೑ [−భ]

/ / Conగക[−ଵ]
ഏഏക [−భ]

//

ഘ″

O O

Conఝ
ഏക // ௎[ଵ]

(4-37)

на которых стрелки ఔ′, ఔ″, а также стрелки ఠ′, ఠ″ являются обратными друг другу
изоморфизмами в категорииℋo. Как градуированные модули,

Conగക[−ଵ] = Conఝ ⊕ ௎[−ଵ] = ௎[ଵ] ⊕ௐ ⊕ ௎
Con ఐക = ௐ[ଵ] ⊕ Con(ఝ) = ௐ[ଵ] ⊕ ௎[ଵ] ⊕ௐ ,

и при таком разложении их дифференциалы имеют матрицы1

ௗConഏക[−భ] =
⎛
⎜
⎜
⎝

−ௗೆ ଴ ଴
ఝ ௗೈ ଴

−ଵೆ ଴ ௗೆ

⎞
⎟
⎟
⎠

и ௗCon ഈക =
⎛
⎜
⎜
⎝

−ௗೈ ଴ ଴
଴ −ௗೆ ଴
ଵೈ ఝ ௗೈ

⎞
⎟
⎟
⎠

.

Такимобразом,ௐ являетсяподкомплексомвConగക[−ଵ], иConగക[−ଵ]∕ௐ ≃ Con(−Idೆ).
Симметричным образом, ௎[ଵ] является фактором комплекса Con ఐക по подкомплексу
Con Idೈ. Возьмём в качестве искомыхఠ′ и ఔ″ соответствующие вложение и проекцию
из точных в категории 𝒞om троек комплексов

଴ //ௐ ഘ′
// Con (గക) [−ଵ] // Con(−Idೆ) // ଴ (4-38)

଴ // Con(Idೈ) // Con (ఐക) ഌ″
// ௎[ଵ] // ଴ . (4-39)

Идущие в противоположную сторону стрелки зададим так:

ఠ″ ∶ Conగക[−ଵ] → ௐ ,
⎛
⎜
⎜
⎝

௨భ
௪
௨

⎞
⎟
⎟
⎠

↦ ௪ +ఝ௨

ఔ′ ∶ ௎[ଵ] → Con ఐക , ௨భ ↦
⎛
⎜
⎜
⎝

−ఝ௨భ
௨భ
଴

⎞
⎟
⎟
⎠

.

Упражнение 4.22. Убедитесь, что ఠ″ и ఔ′ являются морфизмами комплексов, при-
чёмఠ″ఠ′ = Idೈ, а ఔ″ఔ′ = Idೆ[భ], и что в категории 𝒞om выполняются равенства

గഈകఔ′ = −ఝ = ఠ″ఐഏക , ఔ″ఐഈക = గക , గഏകఠ′ = ఐക .
1См. формулу (4-16) на стр. 71.
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Конусы тождественных морфизмов в точных тройках (4-38) и (4-39) стягиваются го-
мотопией из прим. 4.5 на стр. 72, а именно— отображениями

ఊ′ ∶ ௎[ଵ] ⊕ௐ ⊕ ௎ → ௎ ⊕ௐ[−ଵ] ⊕ ௎[−ଵ] ,
⎛
⎜
⎜
⎝

௨భ
௪
௨

⎞
⎟
⎟
⎠

↦
⎛
⎜
⎜
⎝

−௨
଴
଴

⎞
⎟
⎟
⎠

ఊ″ ∶ ௐ[ଵ] ⊕ ௎[ଵ] ⊕ௐ → ௐ ⊕ ௎ ⊕ௐ[−ଵ] ,
⎛
⎜
⎜
⎝

௪భ
௨భ
௪

⎞
⎟
⎟
⎠

↦
⎛
⎜
⎜
⎝

௪
଴
଴

⎞
⎟
⎟
⎠

.

Первое из них задаёт гомотопическую эквивалентностьఠ′ఠ″ + [ௗConഏക[−భ],ఊ′] = Id:

⎛
⎜
⎜
⎝

−ௗ௨భ
ఝ௨భ + ௗ௪
−௨భ + ௗ௨

⎞
⎟
⎟
⎠

� ം′
//
⎛
⎜
⎜
⎝

௨భ − ௗ௨
଴
଴

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

଴
௪ +ఝ௨

଴

⎞
⎟
⎟
⎠

௪ +ఝ௨�ഘ′
oo

⎛
⎜
⎜
⎝

௨భ
௪
௨

⎞
⎟
⎟
⎠

�

೏Conഏക[−భ]
__

?

ം′

��

� ೏Conഏക[−భ]ം′+ം′೏Conഏക[−భ]
//�ഘ″

oo
⎛
⎜
⎜
⎝

௨భ
−ఝ௨
௨

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

−௨
଴
଴

⎞
⎟
⎟
⎠

�
೏Conഏക[−భ]

//
⎛
⎜
⎜
⎝

ௗ௨
−ఝ௨
௨

⎞
⎟
⎟
⎠
,

второе — гомотопическую эквивалентность ఔ′ఔ″ + [ௗCon ഈക ,ఊ″] = Id:

⎛
⎜
⎜
⎝

௪భ +ఝ௨భ + ௗ௪
଴
଴

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

−ௗ௪భ
−ௗ௨భ

௪భ +ఝ௨భ + ௗ௪

⎞
⎟
⎟
⎠

�ം″
oo

⎛
⎜
⎜
⎝

௪భ +ఝ௨భ
଴
௪

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

௪భ
௨భ
௪

⎞
⎟
⎟
⎠

:

೏Con ഈക
<<

�

ം″

""

�೏Con ഈകം″+ം″೏Con ഈകoo � ഌ″
// ௨భ � ഌ′

//
⎛
⎜
⎜
⎝

−ఝ௨భ
௨భ
଴

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

−ௗ௪
଴
௪

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

௪
଴
଴

⎞
⎟
⎟
⎠
.�

೏Con ഈക
oo

Таким образом, морфизмыఠ′,ఠ″, как и морфизмы ఔ′, ఔ″, взаимно обратны в катего-
рииℋo. Поэтому последняя группа равенств из упр. 4.22 означает коммутативность
диаграмм (4-36), (4-37) в категорииℋo. �
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Предложение 4.8
Для любого комплекса ௏ действующие из категорииℋo в категорию абелевых групп
функторы ௛ೇ∶ ௑ ↦ Homℋo(௑,௏) и ௛ೇ∶ ௑ ↦ Homℋo(௏,௑) переводят каждый отмечен-

ный треугольник ஺ ഀ−→ ஻ ഁ−→ ஼ ം−→ ஺[ଵ] в длинные точные последовательности

… Hom೔−భ(஺,௏) ഀ∗
// Hom೔(஼,௏) ം∗

// Hom೔(஻,௏) ഁ∗
// Hom೔(஺,௏) ഀ∗

// Hom೔+భ(஼,௏)…

… Hom೔−భ(௏,஼) ം∗ // Hom೔(௏,஺) ഀ∗ // Hom೔(௏,஻) ഁ∗ // Hom೔(௏,஼) ം∗ // Hom೔+భ(௏,஺)…

где Hom೔(௎,ௐ) ≝ Homℋo(௎,ௐ[௜]).

Доказательство. В силу предл. 4.7 достаточно проверить только точность компози-
ций ఈ∗ఉ∗ и ఉ∗ఈ∗. Мы разберёмся с первой из них, оставив вторую в качестве упраж-
нения. Из коммутативной диаграммы

஺ ഀ //

బ
��

஻ ഁ / /

ഁ∗ക
��

஼ ം //

ക
��

஺[ଵ]
బ
��

଴ బ // ௏ Id // ௏ బ // ଴ ,

которая продолжает средний коммутативный квадрат до морфизма между точными

треугольниками ஻ ഁ−→ ஼ ം−→ ஺[ଵ] −ഀ[భ]−−−→ ஻[ଵ] и ௏ Id−→ ௏ బ−→ ଴ బ−→ ௏[ଵ], вытекает, что
ఈ∗ఉ∗(ఝ) = ଴ для всехఝ ∈ ௛ೇ(஼). С другой стороны, каждаяట∶ ஻ → ௏ из ядраఈ∗ имеет
вид ట = ఉ∗(ఝ) для стрелки ఝ∶ ஼ → ௏, которая достраивает левый коммутативный
квадрат на диаграмме

஺ ഀ //

బ
��

஻ ഁ / /

ഗ
��

஼ ം //

ക
��

஺[ଵ]
బ
��

଴ బ // ௏ Id // ௏ బ // ଴ ,

до морфизма точных треугольников ஺ ഀ−→ ஻ ഁ−→ ஼ ം−→ ஻[ଵ] и ଴ బ−→ ௏ Id−→ ௏ బ−→ ଴. �

Предложение 4.9
Для любых двух точных треугольников ஺ ഀ−→ ா ഁ−→ ஻ ക−→ ஺[ଵ] и ஼ ം−→ ா ഃ−→ ஽ ഗ−→ [ଵ]
общей вершиной ா композиции морфизмов ఉఊ и ఋఈ тоже включаются в отмеченные
треугольники с общей вершиной ி ≃ Con(ఉఊ) ≃ Con(ఋఈ), так что возникает следу-
ющая диаграмма, все линии на которой являются начальными частями точных тре-
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угольников1:

஺

ഀ

��

ഃഀ

)) ஽
ഈವ

))ா
ഃ

??

ഁ

��

ி ,

஻
ഈಳ

55

஼

ം

AA

ഁം

55

(4-40)

а из двух заключённых между этими треугольниками квадратов

஺ ഀ // ா

ி[−ଵ]
ഏಲ[−భ]

OO

ഏ಴[−భ]// ஼
ം
OO

и
஽ ഈವ // ி

ா
ഃ
OO

ഁ // ஻
ഈಳ
OO

(4-41)

первый антикоммутативен, а второй коммутативен.

Доказательство. Можно считать оба данных треугольника стандартными с஽ = Conఊ
и ஻ = Conఈ, так что в категории 𝒞om имеются точные тройки вида (4-34)

଴ // ா ഁ // Conఈ ക // ஺[ଵ] // ଴

଴ // ா ഃ // Conఊ ഗ // ஼[ଵ] // ଴ .

Как градуированные модули, Con(ఋఈ) = ஺[ଵ] ⊕ ஼[ଵ] ⊕ ா и Con(ఉఊ) = ஼[ଵ] ⊕ ஺[ଵ] ⊕ ா,
а дифференциалы этих комплексов задаются матрицами

ௗCon(ഃഀ) =
⎛
⎜
⎜
⎝

−ௗಲ ଴ ଴
଴ −ௗ಴ ଴
ఈ ఊ ௗಶ

⎞
⎟
⎟
⎠

и ௗCon(ഁം) =
⎛
⎜
⎜
⎝

−ௗ಴ ଴ ଴
଴ −ௗಲ ଴
ఊ ఈ ௗಶ

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Очевидно, что транспозиция ఙభమ первых двух прямых слагаемых устанавливает изо-
морфизм между этими комплексами. Положим в диаграмме (4-40) ி ≝ Con(ఋఈ) =
ఙభమ Con(ఉఊ), ఐವ ≝ ఐഃഀ, గಲ ≝ గഃഀ, ఐಳ ≝ ఙభమఐఉఊ, గ಴ ≝ ఙభమగഁം, где в правых частях стоят

1Ср. с упр. 4.1 на стр. 65.
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канонические морфизмы из точных в абелевой категории 𝒞om троек вида (4-34):

஽ = Conఊ Conఋఈ

଴ // ஼[ଵ] ⊕ ா ഈವ=ഈഃഀ // ஺[ଵ] ⊕ ஼[ଵ] ⊕ ா ഏಲ=ഏഃഀ // ஺[ଵ] // ଴

ி

଴ // ஺[ଵ] ⊕ ா

ഈഁം **

ഈಳ // ஺[ଵ] ⊕ ஼[ଵ] ⊕ ா ഏ಴ //

഑భమ
��

஼[ଵ] // ଴ .

஻ = Conఈ ஼[ଵ] ⊕ ஺[ଵ] ⊕ ா = Conఉఊ

഑భమ
OO

ഏഁം

55

Упражнение 4.23. Убедитесь, что второй из квадратов (4-41) коммутативен прямо
в категории 𝒞om.

В первом квадрате композиции ఈగಲ и ఊగ಴ переводят элемент

⎛
⎜
⎜
⎝

௔
௖
௘

⎞
⎟
⎟
⎠

∈ ஺ ⊕ ஼ ⊕ ா[−ଵ] = ி[−ଵ] (4-42)

соответственно в ఈ(௔) и ఊ(௖). Отображение ௛∶ ஺ ⊕ ஼ ⊕ ா[−ଵ] → ா степени −ଵ, пере-
водящее тот же элемент (4-42) в ௘, удовлетворяет соотношению ఐಳఉ = −ఐವఋ + [ௗ,௛],
поскольку ௗಶ௛ переводит элемент (4-42) в ௗಶ௘, а ௛ௗಷ[−భ] = −௛ௗಷ переводит его в
−ఈ(௔) − ఊ(௖) − ௗಶ(௘) (проверьте!). Тем самым, первый квадрат антикоммутативен в
категорииℋo. �

Замечание 4.2. (диаграмма октаэдра) Треугольникииз диаграммы(4-40)иногдаизоб-
ражают в виде граней октаэдра, составленного из двух четырёхугольных пирамид1

஼[ଵ]
−ം[భ]

!!
−ഁം[భ]

��

஽ഗoo

ா

ഃ
??

ഁ||
஻ ക

// ஺
ഀ

__ ഃഀ

OO

и

஼[ଵ]

−ഁം[భ]

��

஽

ഈವ��

ഗoo

ி

ഏ಴
aa

ഏಲ[−భ] ��
஻

ഈಳ
==

ക
// ஺ ,

ഃഀ

OO

(4-43)

где волнистая стрелка ௑ ⇝ ௒ означает морфизм ௑ → ௒[ଵ], все треугольники, имею-
щие ровно одну волнистую сторону отмечены, а все остальные треугольники комму-

тативны2. Верхний точный треугольник ா ഃ−→ ஽ ഗ−→ [ଵ] −ം[భ]−−−→ ா[ଵ] левой пирамиды

1Диаграммы (4-43) показывают вид на эти пирамиды сверху, так чтоா иி являются проти-
воположными вершинами октаэдра, а лежащий в основании пирамид квадрат ஺஻஼஽ служит
для октаэдра экватором.

2Так что точные и коммутативные треугольники располагаются на октаэдре в шахматном
порядке.
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является «повёрнутой» в соответствии с предл. 4.7 на стр. 85 версией треугольника

஼ ം−→ ா ഃ−→ ஽ ഗ−→ [ଵ] с диаграммы (4-40), что приводит к изменению знака стрелки ఊ
и делает оба квадрата с противоположными вершинами в ா и ி коммутативными, в
отличие от (4-40), где содержащий стрелку ఊ квадрат был антикоммутативен.

В терминах октаэдра (4-43) предыдущее предл. 4.9 переформулируется следую-
щим образом: если задана диаграмма коммутативных и отмеченных треугольников,
имеющая вид четырёхугольной пирамиды (мы смотрим на неё сверху)

∗

��

��

∗oo

∗

??

��∗ // ∗

__

OO

то она всегда достраивается до октаэдра второй четырёхугольной пирамидой вида

∗

��

��

∗oo

∗

??

��∗ // ∗

__

OO

с тем же основанием так, что оба квадрата с противоположными вершинами в вер-
шинах этих пирамид будут коммутативны.
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5.1. Инъективные и проективные резольвенты.Пусть абелева категория𝒜 имеет
достаточно много проективных (соотв. инъективных) объектов, т. е. любой её объект
является фактором проективного (соотв. подобъектом инъективного) объекта. Тогда
любой объектெ ∈ Ob𝒜 включается в точные последовательности

⋯ → ௉య → ௉మ → ௉భ → ௉బ → ெ → ଴ (5-1)

଴ → ெ → ூబ → ூభ → ூమ → ூయ → ⋯ , (5-2)

где все ௉ഌ проективны, а все ூഋ инъективны. Для этого надо зафиксировать эпимор-
физмగబ∶ ௉బ ↠ ெ из какого-нибудь проективного объекта௉బ и положитьோబ = ker గబ,
потом зафиксировать эпиморфизм గభ∶ ௉భ ↠ ோబ из какого-нибудь проективного объ-
екта ௉భ и положить ோభ = ker గభ и т. д., после чего склеить все полученные точные
тройки ோ೔ ↪ ௉೔ ↠ ோ೔−భ в одну длинную точную последовательность (5-1), где каждый
морфизм డ೔∶ ௉೔ → ௉೔−భ является композицией проекции గ೔∶ ௉೔ ↠ ோ೔−భ и включения
ோ೔−భ ↪ ௉೔−భ. Инъективная версия (5-2) строится симметричным образом.

Пример 5.1 (свободная резольвента модуля и сизигии)
Каждый правый модульெ над ассоциативным кольцом ௌ является фактором свобод-
ного. Гомоморфизм свободного модуля ிబ = ீబ ⊗ ௌ с базисом ீబ, отправляющий ба-
зисный вектор௚ ∈ ீబ в некоторый элемент௠೒ ∈ ெ, сюрьективен , если и только если
элементы ௠೒, ௚ ∈ ீబ, линейно порождают ெ над ௌ. Таким образом, выбор сюрьек-
ции గబ∶ ீబ ⊗ ௌ → ெ это в точности выбор множества образующих в ெ. Модуль ெ
называется конечно порождённым, если множество образующих ீబ можно выбрать
конечным. Ядро ோబ = ker గబ ⊂ ீబ ⊗ ௌ состоит из таких1 ௥ = ∑೒∈ಸబ ௚ ⊗ ద೒ ∈ ிబ,
что ∑೒∈ಸబ ௠೒ద೒ = ଴ вெ, т. е. элементами ோబ являются в точности линейные соотно-
шения между выбранными образующими. Поэтому ோబ называется модулем соотно-
шений или нулевых сизигий между образующими ௠೒. Выбор следующей сюрьекции
గభ∶ ீభ ⊗ ௌ → ோబ означает выбор некоторого множества ீభ образующих соотноше-
ний — таких, что любое линейное соотношение между элементами ௠೒ является их
линейной комбинацией. Модуль ெ называется конечно представимым, если он по-
рождается конечнымнаборомобразующихиимеет конечноемножествообразующих
линейных соотношениймежду ними, т. е. когда оба множестваீబ иீభ можно сделать
конечными. Ядро ோభ = ker గభ ⊂ ீభ ⊗ ௌ состоит из линейных соотношений между об-
разующими соотношениями и называется модулем первых сизигий. Он завит как от
выбора образующих, так и от выбора образующих соотношений. Далее процесс про-
должается по индукции.

Например, идеал ெ = (௫భ,௫మ,௫య) в кольце многочленов ௌ = 𝕜[௫భ,௫మ,௫య], где 𝕜—
поле, имеет три образующих ௫భ, ௫మ, ௫య, так что возникает эпиморфизм2

గబ∶ ௌయ ↠ ெ , ௘భ ↦ ௫భ , ௘మ ↦ ௫మ , ௘య ↦ ௫య . (5-3)

Его ядро ோబ = ker గబ ⊂ ௌ содержит три очевидных соотношения:

௥భ = ௫య௘మ − ௫మ௘య , ௥మ = ௫య௘భ − ௫భ௘య , ௥య = ௫మ௘భ − ௫భ௘మ , (5-4)

1Напомним, что в наборе коэффициентов (ద೒)೒∈ಸబ почти все ద೒ = ଴.
2Векторы ௘భ, ௘మ, ௘య образуют стандартный базис свободного модуля ௌయ в левой части (5-3).
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так что возникает гомоморфизм1

గభ∶ ௌయ → ker గబ , ௙భ ↦ ௥భ , ௙మ ↦ ௥మ , ௙య ↦ ௥య . (5-5)

На самом деле, модульோబ = ker గబ порождается соотношениями (5-4) и гомоморфизм
(5-5) сюрьективен, хотя это и не вполне очевидно. Ядро ோభ гомоморфизма గభ тоже
ненулевое: между векторами ௥భ, ௥మ, ௥య ∈ ௌయ из формулы (5-4) имеется очевидное со-
отношение ௫భ௥భ − ௫మ௥మ + ௫య௥య = ଴ (проверьте!), так что возникает гомоморфизм

గమ∶ ௌ → ker గభ , ଵ ↦ ௫భ௙భ − ௫మ௙మ + ௫య௙య .

Сюрьективность обоих гомоморфизмов గభ, గమ вытекает a posteriori из того, что по-
строенный нами комплекс ଴ → ௌ → ௌయ → ௌయ → ெ → ଴, дифференциалы которого
задаются матрицами

డబ = (௫భ,௫మ,௫య)∶ ௌయ → ெ , డభ =
⎛
⎜
⎜
⎝

଴ ௫య ௫మ
௫య ଴ −௫భ

−௫మ −௫భ ଴

⎞
⎟
⎟
⎠

∶ ௌయ → ௌయ , డమ =
⎛
⎜
⎜
⎝

௫భ
−௫మ
௫య

⎞
⎟
⎟
⎠

∶ ௌ → ௌయ

является частью комплекса Кошуля из форм. (4-22) на стр. 73 (убедитесь в этом!) для
регулярной2 последовательности элементов ௫భ,௫మ,௫య ∈ ௌ:

଴ → ௸యௌయ ങ−→ ௸మௌయ ങ−→ ௸భௌయ ങ−→ ௸బௌయ → ௌ∕(௫భ,௫మ,௫య) → ଴ , డ = ∑௫೔
డ
డక೔

,

который точен согласно предл. 4.2 на стр. 74. Таким образом, регулярность после-
довательности элементов коммутативного кольца ௌ означает, среди прочего, что в
порождённом ими идеале, рассматриваемом как ௌ-модуль, между этими элементами
есть только очевидные «грассмановы» сизигии вида (5-4), имеющиеся в любом набо-
ре элементов коммутативного кольца.

Определение 5.1 (канонические резольвенты)
Получающиеся удалениемெ из точных последовательностей (5-1) и (5-2) комплексы

⋯ → ௉య → ௉మ → ௉భ → ௉బ → ଴ и ଴ → ூబ → ூభ → ூమ → ூయ → ⋯ ,

которые состоят из проективных (соотв. инъективных) объектов и имеют единствен-
ную ненулевую (ко)гомологию ுబ(௉) = ெ = ுబ(ூ), называются, соответственно, про-
ективной (или канонической левой) иинъективной (или канонической правой) резоль-
вентами объекта ெ и обозначается ௉ಾ и ூಾ. Названия и обозначения объясняются
тем, что сопоставления ெ ↦ ௉ಾ и ெ ↦ ூಾ являются функторами из категории 𝒜 в
гомотопическую категорию комплексовℋo(𝒜). Это вытекает из следующей леммы.

1Векторы ௙భ, ௙మ, ௙య образуют стандартный базис свободного модуля ௌయ в левой части (5-5).
2См. опр. 4.4 на стр. 73.
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Лемма 5.1
Если в диаграмме с точными строками

⋯ ങುయ // ௉మ
ങುమ //

കು
మ

��

௉భ
ങುభ //

കು
భ

��

௉బ
ങುబ //

കು
బ

��

ெ
ക
��

// ଴

⋯
ങೂయ

// ொమ ങೂమ
// ொభ ങೂభ

// ொబ ങೂబ
// ே // ଴

все объекты௉೔ проективны, то любая вертикальная стрелкаఝ∶ ெ → ே достраивается
до морфизма комплексов единственным с точностью до гомотопической эквивалент-
ности набором вертикальных стрелок ఝು೔ . Симметричным образом, в диаграмме

଴ // ே ങೂబ //

ക
��

ொబ ങೂభ //

കబ
಺

��

ொభ ങೂమ //

കభ
಺

��

ொమ ങೂయ //

കమ
಺

��

⋯

଴ // ெ
ങ಺బ

// ூబ
ങ಺భ

// ூభ
ങ಺మ

// ூమ
ങ಺య

// ⋯

с точнымистрокамииинъективными ூഌ любая вертикальная стрелкаఝ∶ ே → ெ тоже
достраивается до морфизма комплексов единственным с точностью до гомотопиче-
ской эквивалентности набором вертикальных стрелок ఝഌ

಺ .

Доказательство. Пусть ఝು−భ = ఝ, и по индукции стрелка ఝು೔−భ уже построена. Так
как ௉೔ проективен, стрелка ఝು೔−భ ∘ డು

೔ ∶ ௉೔ → ker డೂ
೔−భ поднимается вдоль эпиморфизма

డೂ
೔ ∶ ொ೔ ↠ ker డೂ

೔−భ до такой стрелки ఝು೔ ∶ ௉೔ → ொ೔, что డೂ
೔ఝು೔ = ఝು೔−భడು

೔ . Это доказывает
существование подъёма. Чтобы установить его единственность, достаточно убедить-
ся, что любой подъём ఝು нулевого морфизма ఝ = ଴ гомотопен нулю, т. е. построить
такие диагональные стрелки ఊ೔ в диаграмме

⋯ ങುయ // ௉మ
ങುమ //

കು
మ

��
ംమ

~~

௉భ
ങುభ //

കು
భ

��
ംభ~~

௉బ
ങುబ //

കು
బ

��
ംబ~~

ெ
బ
��

//

ം−భ~~

଴

⋯
ങೂయ

// ொమ ങೂమ
// ொభ ങೂభ

// ொబ ങೂబ
// ே // ଴

что ఝು೔ = డೂ
೔+భఊ೔ + ఊ೔−భడು

೔ . Пусть ఊ−భ = ଴ и по индукции стрелка ఊ೔−భ уже построена.
Разность ఝು೔ − ఊ೔−భడು

೔ переводит ௉೔ в ядро ker డೂ
೔ , поскольку

డೂ
೔ (ఝು೔ − ఊ೔−భడು

೔ ) = (ఝು೔−భ − డೂ
೔ ఊ೔−భ)డು

೔ = ఊ೔−మడು
೔−భడು

೔ = ଴ .

Следовательно, эта разность поднимается вдоль сюрьекции డೂ
೔+భ ∶ ொ೔+భ ↠ ker డೂ

೔ до
такой стрелки ఊ೔ ∶ ௉೔ → ொ೔+భ, что డೂ

೔+భఊ೔ = ఝು೔ − ఊ೔−భడು
೔ . �

Упражнение 5.1. Докажите симметричное утверждение про инъективную резоль-
венту.

Следствие 5.1
Все проективные резольвенты произвольно заданного объектаெ гомотопически эк-
вивалентны друг другу. То же верно и для инъективных резольвент.
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Доказательство. Пусть௉ иொ—две различных проективных резольвенты дляெ. Тож-
дественныйморфизм Idಾ∶ ெ → ெ поднимается до морфизмов комплексовఈ∶ ௉ → ொ
и ఉ∶ ொ → ௉. Поскольку композиции ఈఉ∶ ொ → ொ и ఉఈ∶ ௉ → ௉ тоже поднимают Idಾ,
они гомотопны тождественным подъёмам Idೂ и Idು соответственно. Дословно это же
рассуждение проходит и для инъективных резольвент. �

Следствие 5.2
Сопоставленияெ → ௉ಾ иெ → ூಾ задают функторы из категории𝒜 в полные подка-
тегории гомотопической категорииℋo(𝒜), образованные комплексами из проектив-
ных и инъективных объектов категории𝒜 соответственно. �

Лемма 5.2 (резольвента точной тройки)
Для любой точной тройки ଴ → ெ′ → ெ → ெ″ → ଴ в 𝒜 и любых проективных ре-
зольвент ௉′ ↠ ெ′ и ௉″ ↠ ெ″ у объекта ெ имеется проективная резольвента ௉, как
градуированный объект изоморфная прямой сумме ௉ ≃ ௉′ ⊕௉″ и оснащённая таким
дифференциалом, что диаграмма1

଴ // ௉′ ഈ′ //

��

௉ ഏ″
//

��

௉″ //

��

଴

଴ // ெ′ //

��

ெ //

��

ெ″ //

��

଴

଴ ଴ ଴

коммутативна, а её верхняя строчка является точной тройкой в категории2 𝒞om(𝒜).

Доказательство. Повторим описанное в начале n∘ 5.1 пошаговое построение проек-
тивной резольвенты ெ, подстраиваясь под уже заданные резольвенты для крайних
членов тройки. Сначала рассмотрим диаграмму

௉′
బ
� � ഈ′బ //

ങ′
బ ���� ഓబ

$$

௉′
బ ⊕ ௉″

బ
ഏ″
బ // //

ങబ
��

௉″
బ

ങ″
బ����ആబ

zz
ெ′ � �

ഀ
// ெ ഁ

// // ெ″ ,

(5-6)

в которой ఛబ = ఈడ′
బ, а ఎబ∶ ௉″

బ → ெ является подъёмом стрелки డ″
బ ∶ ௉″

బ ↠ ெ″ вдоль
сюрьекции ఉ∶ ெ ↠ ெ″. Стрелка డഌ∶ ௉′

బ ⊕ ௉″
బ → ெ, однозначно задаваемая стрел-

ками ఛబ и ఎబ, делает все квадраты коммутативными, превращая диаграмму (5-6) в
точную тройку вертикальных двучленных комплексов. Её длинная точная последова-
тельность когомологий имеет вид

଴ → ker డ′
బ → ker డబ → ker డ″

బ → coker డ′
బ → coker డబ → coker డ″

బ → ଴ .
1Морфизмы ఐ′ и గ″ которой взяты из канонической диаграммы прямой суммы
2Но, вообще говоря, нерасщепима в категории 𝒞om.
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Поскольку డ′
బ и డ″

బ сюрьективны, построенный нами морфизм డబ тоже сюрьективен,
и мы имеем изображённую слева коммутативную диаграмму с точными строками,
где мы положили ௄′

బ = ker డ′
బ, ௄బ = ker డబ, ௄″

బ = ker డ″
బ :

଴

��

଴

��

଴

��
௄′
బ
� � ഀబ //
� _

��

௄బ
ഁబ // //

� _

� �

௄″
బ� _

��
௉′
బ
� � ഈ′బ //

ങ′
బ
��

௉′
బ ⊕ ௉″

బ
ഏ″
బ // //

ങబ
��

௉″
బ

ങ″
బ

��
ெ′ � � ഀ //

��

ெ ഁ // //

��

ெ″

��
଴ ଴ ଴

଴

��

଴

��

଴

��
௄′
భ
� � ഀభ //
� _

��

௄భ
ഁభ // //

� _

��

௄″
భ� _

��
௉′
భ
� � ഈ′భ //

����

ഓభ

##

௉′
భ ⊕ ௉″

భ
ഏ″
భ // //

����

௉″
భ

����

ആభ

zz
௄′
బ
� � ഀబ //

��

௄బ
ഁబ // //

��

௄″
బ

��
଴ ଴ ଴

К её верхней строке применимо дословно тоже рассуждение, что и к исходной точной
тройке, в результате чего мы получаем изображённый справа второй этаж искомой
резольвенты, где ఛభ∶ ௉′

భ → ௄బ является композицией вертикальной стрелки ௉′
భ ↠ ௄′

బ
c вложениемఈబ∶ ௄′

బ ↪ ௄బ, стрелка ఎభ∶ ௉″
భ → ௄బ является подъёмом стрелки௉″

భ ↠ ௄″
బ

вдоль эпиморфизма ఉబ∶ ௄బ ↠ ௄″
బ , а стрелка ௉′

భ ⊕௉″
భ → ௄, однозначно задаётся стрел-

ками ఛభ и ఎభ. Продолжая в том же духе, мы получим согласованный набор диаграмм,
которые склеиваются по вертикали в требуемые резольвенты

⋮
ങ′
య

��

⋮
ങయ
��

⋮
ങ″
య

��
௉′
మ
� � ഈ′మ //

ങ′
మ

��

௉′
మ ⊕ ௉″

మ
ഏ″
మ // //

ങమ
��

௉″
మ

ങ″
మ

��
௉′
భ
� � ഈ′భ //

ങ′
భ

��

௉′
భ ⊕ ௉″

భ
ഏ″
భ // //

ങభ
��

௉″
భ

ങ″
భ

��
௉′
బ
� � ഈ′బ //

ങ′
బ

��

௉′
బ ⊕ ௉″

బ
ഏ″
బ // //

ങబ
��

௉″
బ

ങ″
బ

��
ெ′ � � ഀ //

��

ெ ഁ // //

��

ெ″

��
଴ ଴ ଴ .

(5-7)

�
Упражнение 5.2. Сформулируйте и докажите симметричную версию лем. 5.2 для

инъективных резольвент.



5.1.Инъективные и проективные резольвенты 97

Лемма 5.3 (резольвента комплекса)
Над элементами любого комплекса ⋯ → ெഌ+భ → ெഌ → ெഌ−భ → ⋯ в категории 𝒜
можно надстроить проективные резольвенты ௉ഌ ↠ ெഌ (внимание: каждый ௉ഌ явля-
ется комплексом!) таким образом, что поднимающая дифференциалы комплекса ெ
последовательностьморфизмов комплексов ⋯ → ௉ഌ+భ → ௉ഌ → ௉ഌ−భ → ⋯ будет ком-
плексом в категории 𝒞om(𝒜), причём в категории градуированных объектов каждый
член этого комплекса будет расщепляться в прямую сумму

௉ഌ = imడഌ+భ ⊕ுഌ ⊕ imడഌ ,

в которой ுഌ = ுഌ(௉) является комплексом ఔ-тых гомологий комплекса (комплек-
сов) ௉, а imడഌ+భ и imడഌ изоморфны комплексам-образам приходящего в комплекс ௉ഌ
и сходящего из комплекса௉ഌ дифференциалов௉ഌ+భ → ௉ഌ → ௉ഌ−భ. Более того, каждый
комплекс когомологий ுഌ(௉) является проективной резольвентой объекта ுഌ(ெ).

Иными словами, над комплексом ெ надстраивается коммутативная диаграмма
проективных модулей ௉೛,೜ с точными столбцами
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которые являются проективными резольвентами объектов ெഌ. Каждая строка этой
диаграммы является комплексом, каждый член которого распадается в прямую сум-
му ௉೛,೜ ≃ ஻೛+భ,೜ ⊕ ொ೛,೜ ⊕ ஻೛,೜, где ொ೛,೜ = ு೛(௉•,೜) является ௣-ой гомологией ௤-той
строки, а ஻೛+భ,೜ и ஻೛,೜ изоморфны образам приходящего в ௉೛,೜ и исходящего из ௉೛,೜
горизонтальных дифференциалов. Действие вертикального дифференциала на гомо-
логии горизонтальных дифференциалов превращает объекты ொ೛,• в проективные ре-
зольвенты когомологий ு೛(ெ) комплексаெ.

Доказательство. Развалим исходный комплексெ на точные тройки вида

imడഌ+భ ↪ ker డഌ ↠ ுഌ(ெ) и ker డഌ ↪ ெഌ ↠ imడഌ
Выберем для каждого ఔ проективные резольвенты ஻ഌ ↠ imడഌ, ொഌ ↠ ுഌ(ெ) и достро-
им их по лем. 5.2 до проективных резольвент

஻ഌ+భ ⊕ ொഌ ↠ ker(డഌ) и ஻ഌ+భ ⊕ ொഌ ⊕ ஻ഌ ↠ ெഌ
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так, чтобы предыдущие точные тройки в категории 𝒜 поднимались до расщепляю-
щихся в категории градуированных объектов точных троек

஻ഌ+భ ↪ ஻ഌ+భ ⊕ ொഌ ↠ ொഌ и ஻ഌ+భ ⊕ ொഌ ↪ ஻ഌ+భ ⊕ ொഌ ⊕ ஻ഌ ↠ ஻ഌ

в категории 𝒞om(𝒜), которые мы обратно сложим в комплекс (комплексов)

⋯ ങഌ+భ // ஻ഌ+భ ⊕ ொഌ ⊕ ஻ഌ
ങഌ // ஻ഌ ⊕ ொഌ−భ ⊕ ஻ഌ−భ

ങഌ−భ // ⋯

௉ഌ ௉ഌ−భ

с дифференциалом, тождественно отображающим третье слагаемое ஻ഌ ⊂ ௉ഌ на пер-
вое слагаемое ஻ഌ ⊂ ௉ഌ−భ и аннулирующим два других слагаемых. По построению, ఔ-
тый комплекс гомологий этого комплекса комплексовுഌ(௉) = ொഌ является проектив-
нойрезольвентой дляுഌ(ெ), а каждыйкомплекс௉ഌ является проективнойрезольвен-
той дляெഌ. �

Определение 5.2 (резольвента Картана – Эйленберга)
Бикомплекс ஼೛,೜, который состоит из проективных модулей ௉೛,೜ из лем. 5.3 и полу-
чается из коммутативной диаграммы (5-8) изменением знаков вертикальных диф-
ференциалов во всех столбцах с нечётными номерами, называется проективной ре-
зольвентой Картана – Эленберга комплекса ெ. Бикомплекс ஼೛,೜ тоже имеет точные
столбцы, являющиеся проективными резольвентами объектовெഌ, а расположенные
в ఔ-м столбце гомологии его комплексов-строк доставляют проективную резольвенту
гомологии ுഌ(ெ) и отщепляются в категории градуированных объектов от ஼೛,೜ пря-
мыми слагаемыми.

Упражнение 5.3. Постройте для каждого комплекса ⋯ → ெഌ−భ → ெഌ → ெഌ+భ → ⋯
инъективную резольвенту Картана – Эйленберга, т. е. такой бикомплекс ூ೛,೜ инъ-
ективных объектов с дифференциалами степени+ଵ по горизонтали и вертикали,
столбцы которого являются инъективными резольвентами объектовெ೛, а гомо-
логии комплексов-строк с морфизмами, индуцированными вертикальными диф-
ференциалами, являются инъективнымирезольвентами гомологийு೛(ெ)и в ка-
тегории градуированных объектов отщепляются от ூ೛,೜ прямыми слагаемыми.

5.2. Функторы Tor. Рассмотрим произвольное ассоциативное кольцо ோ с единицей,
правыйோ-модульெ илевыйோ-модульே, выберемдляпоследнихпроективныерезоль-
венты ௉ಾ ↠ ெ и ௉ಿ ↠ ே, дифференциалы в которых обозначим через డಾ и డಿ, и об-
разуем комплексы абелевых групп௉ಾ⊗ೃே иெ⊗ೃ௉ಿ с дифференциаламиడಾ⊗ೃ Idಿ и
Idಾ⊗ೃడಿ. Первыйиз них получается применениемфунктора௒ ↦ ெ⊗ೃ௒ к комплексу
௉ಿ, а второй — применением функтора ௑ ↦ ௑ ⊗ೃ ே к комплексу ௉ಾ. Также рассмот-
римбикомплекс абелевых групп஻ഋ,ഌ = ௉ಾഋ ⊗ೃ௉ಿഌ с горизонтальнымдифференциалом
డభ = డಾ ⊗ೃ Idಿ и вертикальным дифференциалом డమ = Idಾ ⊗ೃ డಿ и образуем его то-
тальный комплекс Tot(஻) = ௉ಾ ⊗ೃ ௉ಿ с дифференциалом1 డಾ ⊗ೃ Idಿ + Idಾ ⊗ೃ డಿ.

1Действующим на элементы с учётом того же кошулева правила знаков.
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Лемма 5.4
Для левого (соотв. правого) проективногомодуля௉ функтор௑ ↦ ௉⊗ೃ௑ (соотв. функ-
тор ௒ ↦ ெ ⊗ೃ ௒) точен.

Доказательство. Поскольку ௑ ⊗ೃ ோ ≃ ௑ и ௑ ⊗ೃ (⨁ோ) ≃ ⨁௑, функтор тензорного
умножения на свободный модуль изоморфен функтору взятия прямой суммы модуля
с самим собою и, стало быть, точен. Для проективного модуля ௉ найдётся такой мо-
дульொ, чтомодуль௉⊕ொ свободен. Тогда для любой точной тройкимодулей஺ ↪ ஻ ↠ ஼
возникает коммутативная диаграмма с точной верхней строкой

଴ // ஺ ⊗ೃ (௉ ⊕ ொ) // ஻ ⊗ೃ (௉ ⊕ ொ) // ஼ ⊗ೃ (௉ ⊕ ொ) // ଴

଴ // (஺ ⊗ೃ ௉) ⊕ (஺ ⊗ೃ ொ) // (஻ ⊗ೃ ௉) ⊕ (஻ ⊗ೃ ொ) // (஼ ⊗ೃ ௉) ⊕ (஼ ⊗ೃ ொ) // ଴ ,

где вертикальные стрелки означают канонические изоморфизмы дистрибутивности,
а все морфизмы в нижней строке задаются диагональными матрицами. Поэтому обе
компоненты нижней строки тоже точны. �

Лемма 5.5
Группы гомологийுೖ(௉ಾ⊗ೃே),ுೖ(ெ⊗ೃ௉ಿ)иுೖ(௉ಾ⊗ೃ௉ಿ) каноническиизоморфны
друг другу при всех ௞, не зависят от выбора проективных резольвент и функториаль-
ны поெ и ே.

Доказательство. Для доказательства первого утверждения вычислим гомологии би-
комплекса ஻ при помощи двух спектральных последовательностей1 из предл. 4.4 на

стр. 81 с ಺ாమ೛,೜ = ுങభ೛ (ு
ങమ೜ (஻)) и ಺಺ாమ೛,೜ = ுങమ೜ (ு

ങభ೛ (஻)), сходящихся к градуирован-

ным факторам некоторых фильтраций на ுങభ+ങమ೛+೜ (௉ಾ ⊗ೃ ௉ಿ). Поскольку ௣-й столбец
бикомплекса ஻ получен тензорным умножением проективной резольвенты ௉ಿ моду-
ля ே на проективный модуль ௉ಾ೛ , он точен всюду кроме нулевого члена, имеющего
ுబ(௉ಾ೛ ⊗ೃ ௉ಿ) ≃ ௉ಾ೛ ⊗ೃ ுబ(௉ಿ) = ௉ಾ೛ ⊗ೃ ே. Таким образом, все ненулевые модули
಺ாమ೛,೜ сосредоточены в строке ௤ = ଴. Поэтому следующий лист уже является стабиль-
ным: ாమ = ா∞. Он состоит из модулей ாమ೛,బ = ா∞

೛,బ ≃ ு೛(௉ಾ ⊗ೃ ே) и имеет ровно один
ненулевой элемент на каждой диагонали ௣ + ௤ = ௡. Это означает, что фильтрация на
ு೛+೜(௉ಾ⊗ೃ௉ಿ)имеет ровноодинненулевойфактор, т. е.ு೛(௉ಾ⊗ೃே) ≃ ு೛(௉ಾ⊗ೃ௉ಿ).
Вторая спектралка ведёт себя симметрично: ௤-я строка бикомплекса ஻ является ре-
зультатом тензорного умножения проективной резольвенты ௉ಾ модуля ெ на проек-
тивный модуль ௉ಿ೜ и точна всюду кроме нулевого члена, где имеет ுబ(௉ಾ ⊗ೃ ௉ಿ೜ ) ≃
≃ ெ⊗ೃ ௉ಿ೜ . Тем самым, все ненулевые модули ಺಺ாమ೛,೜ сосредоточены в столбце ௣ = ଴, и
ாమబ,೜ = ா∞

బ,೜ ≃ ு೜(ெ⊗ೃ௉ಿ), что даёт второйизоморфизмு೜(ெ⊗ೃ௉ಿ) ≃ ு೜(௉ಾ⊗ೃ௉ಿ)и
завершает доказательство первого утверждения. Второе и третье утверждения выте-
каютиз того, что тензорное умножение комплексов на любойфиксированныймодуль

1Преобразованных в текущие гомологические нижнеиндексные обозначения.
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сохраняет гомотопическую эквивалентность, а значит корректно задаёт функтор из
категорииℋo в себя.

Упражнение 5.4. Убедитесь, что если морфизм комплексов ఈ∶ ௉ → ொ стягивается
гомотопией ఊ, то для любого модуля ெ морфизм ఈ ⊗ೃ Idಾ ∶ ௉ ⊗ೃ ெ → ொ ⊗ೃ ெ
стягивается гомотопией ఊ ⊗ೃ Idಾ.

Тем самым, при фиксированных ெ и ௞ сопоставление ே ↦ ுೖ(ெ ⊗ೃ ௉ಿ) является
композицией функтора ோ-ℳod → ℋo, ே ↦ ௉ಿ, функтора ℋo → ℋo, ஼ ↦ ெ ⊗ೃ ஼, и
функтораℋo → 𝒜b, ஼ ↦ ுೖ(஼). �

Определение 5.3 (функторы Tor)
Канонически изоморфные друг другу абелевы группы из лем. 5.5 обозначаются

Torೃ೔ (ெ,ே) ≝ ு೔(௉ಾ ⊗ೃ ே) ≃ ு೔(௉ಾ ⊗ೃ ௉ಿ) ≃ ு೔(ெ ⊗ೃ ௉ಿ)

иназываются левыми производными функторами от тензорного произведения1. Если
понятно (или не важно) над каким кольцом ோ рассматриваются модули, мы пишем
просто Tor೔(ெ,ே). Поскольку функтор௑ ↦ ௑⊗ೃே точен справа, он переводит точную
последовательность ௉ಾభ → ௉బ → ெ → ଴ в точную последовательность

௉ಾభ ⊗ೃ ே → ௉బ ⊗ೃ ே → ெ ⊗ೃ ே → ଴ ,

откуда Torೃబ (ெ,ே) = ுబ(௉ಾ ⊗ೃ ே) = ெ ⊗ೃ ே, чем отчасти и объясняется название
«производный функтор». Ещё одним аргументом является предл. 5.7 ниже.

Упражнение 5.5. Покажите, что если ௉ проективен, то Tor೔(௉,ெ) = ଴ для всех ெ и
всех ௜ > ଴.

Предложение 5.1
Для любой точной тройки модулей ଴ → ஺ → ஻ → ஼ → ଴ и любого модуля ே имеется
длинная точная последовательность Tor’ов

⋯ → Tor೔+భ(஼,ே) → Tor೔(஺,ே) → Tor೔(஻,ே) → Tor೔(஼,ே) → Tor೔−భ(஺,ே) → ⋯
⋯ → Torభ(஺,ே) → Torభ(஻,ே) → Torభ(஼,ே) → ஺ ⊗ே → ஻ ⊗ே → ஼ ⊗ே → ଴

Доказательство.Рассмотримсогласованныепроективныерезольвентыэлементов трой-
ки, доставляемые лем. 5.2 на стр. 95. Они образуют точную тройку комплексов

଴ → ௉ಲ → ௉ಳ → ௉಴ → ଴ ,

в которой ௉ಳ = ௉ಲ ⊕ ௉಴ как градуированный модуль. Поскольку

௉ಳ ⊗ே ≃ (௉ಲ ⊗ே) ⊕ (௉ಳ ⊗ே)

как градуированная абелева группа, тройка комплексов

଴ → ௉ಲ ⊗ே → ௉ಳ ⊗ே → ௉಴ ⊗ே → ଴

тоже точна. Её длинная точная последовательность когомологий как раз и имеет тре-
буемый вид. �

1А также ௜-тым ெ-кручением в ே или же ௜-тым ே-кручением вெ.
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Упражнение 5.6.Убедитесь, чтофункторыTor೔ дистрибутивныпоотношениюкпря-
мым суммам и что над коммутативным кольцом ோ имеется канонический изо-
морфизм Torೃ೔ (ெ,ே) ≃ Torೃ೔ (ே,ெ).

Пример 5.2 (Torభ и кручение)
Пусть элемент ௥ ∈ ோ не является левым делителем нуля. Тогда правый ோ-модуль ோ∕௥ோ
обладает двучленной свободной резольвентой ோ → ோ с дифференциалом ௫ ↦ ௥௫. Для
любого левого ோ-модуляே, группы Torೃబ (ோ∕௥ோ,ே) и Torೃభ (ோ∕௥ோ,ே) суть ядро и коядро
эндоморфизма ே → ே, ఔ ↦ ௥ఔ, задаваемого левым умножением на ௥, т. е.

Torೃబ (ோ∕௥ோ,ே) = ே∕௥ே (5-9)

Torೃభ (ோ∕௥ோ,ே) = Torsೝ(ெ) = {௠ ∈ ெ | ௥௠ = ଴} . (5-10)

Тем самым, Torೃభ (ோ ∕ ௥ோ,ே) является ௥-кручением в ே. Более общим образом, пусть
правый ோ-модульெ обладает двучленной свободной резольвентой ோ೙ → ோ೘, диффе-
ренциал которой задаётся௠ × ௡ матрицей ௥ = (௥೔ೕ). Это означает, что модуль ெ по-
рождается ௠ элементами ఓభ,ఓమ, … ,ఓ೘, связанными ௡ линейными соотношениями
∑೔ ఓ೔௥೔ೕ = ଴, коэффициенты которых располагаются по столбцам матрицы ௥. Тогда
Torೃభ (ெ,ே) и Torೃబ (ெ,ே) = ெ ⊗ೃ ே суть ядро и коядром морфизма ே೙ → ே೘, задавае-
мого левым умножением на матрицу ௥:
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Тем самым, Torೃభ (ெ,ே) ⊂ ே೙ состоит из всех наборов (ఔభ,ఔమ, … ,ఔ೙), удовлетворяю-
щих௠ линейным соотношениям ∑ೕ ௥೔ೕఔೕ = ଴, коэффициенты которых стоят по стро-
кам матрицы ௥. Обратите внимание, что точная последовательность

଴ → Torೃభ (ெ,ே) → ே೙ ೝ−→ ே೘ → Torೃబ (ெ,ே) → ଴

это в точности правый кусок длинной точной последовательности из предл. 5.7, на-
писанной для точной тройки ଴ → ி೙ → ி೘ → ெ → ଴. В нашей ситуации эта длинная
последовательность Tor’ов сводится к четырём членам:

଴ → Torೃభ (ெ,ே) → ி೙ ⊗ೃ ே → ி೘ ⊗ೃ ே → ெ ⊗ೃ ே → ଴ .

Пример 5.3 (абелевы группы)
Поскольку все подмодули конечно порождённого свободного ℤ-модуля тоже свобод-
ны, каждый конечно порождённый ℤ-модуль обладает свободной резольвентой дли-
ны ଶ. Поэтому Torℤ೔ (஺,஻) = ଴ при всех ௜ ⩾ ଶ для любых конечно порождённых абеле-
вых групп஺,஻. Так как произвольная абелева группа является фильтрованнымкопре-
делом (объединением) своих конечно порождённых подгрупп, а тензорное умноже-
ние и когомологии коммутируют с фильтрованными копределами, для всех абелевых
групп ஺, ஻ имеем Torℤ೔ (஺,஻) = ଴ при ௜ ≠ ଴,ଵ.

Каждая абелева группа ி без кручения является фильтрованным копределом под-
групп, изоморфных ℤ೙. Так как Torℤ೔ (ℤ೙,஺) = ଴ при всех ௜ ≠ ଴ по упр. 5.5, для всех
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абелевых групп ஺ и любой абелевой группы ி без кручения имеем Torℤ೔ (ி,஺) = ଴ при
всех ௜ ≠ ଴.

Циклическая группа ℤ∕ (௡) имеет свободную резольвенту ℤ → ℤ с дифференци-
алом ௭ ↦ ௡௭. Тензорно умножая её на ஺ получаем двучленный комплекс ஺ → ஺ с
дифференциалом ௔ ↦ ௡௔. Поэтому Torℤబ(ℤ∕(௡),஺) = ஺∕(௡஺), а

Torℤభ(ℤ∕(௡),஺) = {௔ ∈ ஺ | ௡௔ = ଴}

состоит из элементов ௡-кручения в ஺. Из сказанного вытекает, абелева группа ி сво-
бодна от кручения , если и только если Torభ(ி,஺) = ଴ для всех ஺.

Упражнение 5.7. Убедитесь, что Torℤబ(�ℤ∕(௠),ℤ∕(௡))� и Torℤభ(�ℤ∕(௠),ℤ∕(௡)) � оба изо-
морфны ℤ∕(௠,௡).

Поскольку группаℚ∕ℤ являетсяфильтрованнымкопределом группℤ∕(௡) относительно
морфизмов включения ℤ∕(௡) ↪ ℤ∕(௠), [ଵ] ↦ [௠∕௡], для всех௡ ∣ ௠, группаTorℤభ(ℚ∕ℤ,஺)
является копределом (объединением) всех подгрупп кручения в ஺, т. е.

Torℤభ(ℚ∕ℤ,஺) = Tors(஺) = {௔ ∈ ஺ | ∃ ௭ ∈ ℤ ∶ ௭௔ = ଴}

это в точности полная подгруппа кручения в ஺.

Упражнение 5.8. Установите для любого кольца ோ, правого идеала ூ ⊂ ோ и левого
идеала ௃ ⊂ ோ изоморфизм Torభ(ோ∕ூ,ோ∕௃) ≃ (ூ ∩ ௃)∕ூ௃.

5.3. Плоские модули. Левый ோ-модуль ௅ называется плоским, если функтор тензор-
ного умноженияℳod -ோ → 𝒜b, ௑ ↦ ௑ ⊗ೃ ௅ точен. Плоские правые ோ-модули опреде-
ляются симметрично. При тензорном умножении на плоскиймодуль проективная ре-
зольвента любого модуля остаётся точным комплексом. Поэтому Torೃ೔ (ெ, ௅) = ଴ при
௜ ≠ ଴ для любого правого ோ-модуля ெ и плоского левого ோ-модуля ௅. Наоборот, если
Torೃభ (ெ, ௅) = ଴ для всехெ, то из длинной точной последовательности Tor’ов1 вытека-
ет, что тензорное умножение на ௅ точно слева, и значит, ௅ — плоский. В частности,
все проективные модули являются плоскими.

Пример 5.4 (плоскость локализации)
Пусть мультипликативная система ௌ ⊂ ோ удовлетворяет условиям Оре из прим. 2.17
на стр. 34. Тогда построенный там модуль левых дробей ௌ−భோ является плоским пра-
вым ோ-модулем, поскольку является копределом фильтрующейся диаграммы свобод-
ных правых ோ-модулей ௦−భோ ранга ଵ с базисными элементами ௦−భ, по одному модулю
для каждого ௦ ∈ ௌ, относительно системы морфизмов ௦−భோ → (௥௦)−భோ, ௦−భ ↦ (௥௦)−భ௥,
по одному для каждой такой пары (௦, ௥) ∈ ௌ × ோ, что ௥௦ ∈ ௌ. Поскольку когомологии
и тензорное произведение перестановочны с фильтрованными копределами, равен-
ство Torೃభ (ோ,ே) = ଴ для всех ே влечёт равенство Torೃభ (ௌ−భோ,ே) = ଴ для всех ே.

Упражнение 5.9. Убедитесь, что ℚ и ℚ∕ℤ являются плоскими ℤ-модулями.

Предложение 5.2
Следующие условия на левый ோ-модуль ௅ эквивалентны друг другу:

1См. предл. 5.7 на стр. 113.
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(1) ௅ является плоским

(2) для всех конечно представимых левых ோ-модулей ே канонический морфизм1

తಿ∶ Homೃ(ே,ோ) ⊗ೃ ௅ → Homೃ(ே, ௅) , క ⊗ ℓ ↦ ( �௡ ↦ క(௡) ⋅ ℓ) � , (5-11)

является изоморфизмом

(3) любой гомоморфизм ఝ∶ ே → ௅ из конечно представимого левого модуля про-
пускается через свободный модуль конечного ранга, т. е. существует такие го-
моморфизмы ఝಽ∶ ோ೙ → ௅,టಿ∶ ே → ோ೙, что ఝ = ఝಽటಿ

(4) категория ℱಽ, объектами которой являются гомоморфизмы ఝ∶ ோ೙ → ௅ из сво-
бодных модулей конечного ранга в ௅, а стрелки из этого гомоморфизма в го-
моморфизм ట∶ ோ೘ → ௅ суть такие гомоморфизмы ఎ∶ ோ೙ → ோ೘, что ఝ = టఎ,
является фильтрующейся и ௅ является копределом тавтологической диаграм-
мы ℱಽ → ோ-ℳod забывающей про стрелки ఝ∶ ோ೙ → ௅ и оставляющей только
стрелки ఎ∶ ோ೙ → ோ೘.

Доказательство. Докажем, что (1) ⇒ (2). Применим к представлению модуля ே

ோ೘ → ோ೙ → ே → ଴

точные слева функторы2 Homೃ(∗ ,ோ) ⊗ೃ ௅ и Homೃ(∗ , ௅). Тогда связывающие значе-
ния этихфункторов естественные преобразования (5-11) впишутся в коммутативную
диаграмму с точными строками

଴ // Homೃ(ே,ோ) ⊗ೃ ௅ //

ജಿ
��

Homೃ(ோ೙,ோ) ⊗ೃ ௅ //

ജೃ೙
��

Homೃ(ோ೘,ோ) ⊗ೃ ௅
ജೃ೘

��
଴ // Homೃ(ே, ௅) // Homೃ(ோ೙, ௅) // Homೃ(ோ೘, ௅) ,

где две правые вертикальные стрелки являются изоморфизмами, поскольку над мо-
дулем ே = ோೖ естественное преобразование (5-11) является прямой суммой ௞ есте-
ственных преобразований తೃ∶ Homೃ(ோ,ோ) ⊗ೃ ௅ → Homೃ(ோ, ௅), переводимых в тож-
дественное отображение Idಽ каноническими изоморфизмами

Homೃ(ோ,ோ) ⥲ ோ , ோ ⊗ೃ ௅ ⥲ ௅ и Homೃ(ோ, ௅) ⥲ ௅ .

Следовательно, левая вертикальная стрелка тоже изоморфизм.
Свойство (3) является иной формулировкой свойства (2): представимость гомо-

морфизма ఝ∶ ே → ௅ в виде ఝ = ∑ క೔ ⊗ ℓ೔ для некоторых కభ, కమ, … , క೙∶ ே → ோ и
ℓభ, ℓమ, … , ℓ೙ ∈ ௅ как раз и означает, что ఝ является композицией гомоморфизмов

ே → ோ೙ , ௡ ↦ ∑
೔
క೔(௡) ⋅ ௘೔ и ோ೙ → ௅ , ௘೔ ↦ ℓ೔ ,

1Как обычно,Homೃ(ே,ோ) рассматривается как правыйோ-модуль, на котором действиеோ за-
даётся левым действием на аргументе: (క௥)௡ ≝ క(௥௡). Изоморфизм (5-11) является аналогом
канонического изоморфизма ௏∗ ⊗ௐ ≃ Hom(௏,ௐ) для векторных пространств над полем.

2Первыйиз них является композицией точного слевафунктораHomೃ(∗ ,ோ)и точногофунк-
тора ∗ ⊗ೃ ௅.
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где ௘భ, ௘మ, … , ௘೙ это стандартный базис в ோ೙.
Докажем, что (3) ⇒ (4). Сначала убедимся, что категория ℱಽ фильтруется. Из лю-

быхдвухобъектовఝ∶ ோ೙ → ௅,ట∶ ோ೘ → ௅ ведут стрелкивобъектఝ+ట∶ ோ೙⊕ோ೘ → ௅.
Для любых двух стрелок ఎభ,ఎమ∶ ோ೙ → ோ೘ между объектами ఝ∶ ோ೙ → ௅, ట∶ ோ೘ → ௅
их коуравнитель coker(ఎభ − ఎమ) конечно представим. В силу (3) каноническая стрел-
ка coker(ఎభ − ఎమ) → ௅ пропускается через некоторый объект ோೖ → ௅ категории ℱಽ.
Поэтому этот объект тоже уравнивает стрелки ఎభ, ఎమ. Копредел тавтологической диа-
граммы ℱಽ → ோ-ℳod совпадает с объединением образов всех морфизмов ோ೙ → ௅
категории ℱಽ, которое очевидно равно ௅.

Упражнение 5.10. Убедитесь в этом.

Импликация (4) ⇒ (1) устанавливается также, как в прим. 5.4: поскольку копредел
фильтрованной диаграммы абелевых групп является точным функтором и переста-
новочен с тензорным произведением, равенства Torೃభ (ே,ோ೙) = ଴ влекут равенство
Torೃభ (ே, ௅) = ଴ для всех ே. �

Следствие 5.3
Всякий конечно представимый плоский модуль ௉ проективен.

Доказательство. Воспользуемся характеризацией (3) из предл. 5.2, взяв ே = ௅ = ௉.
Поскольку Idು∶ ௉ → ௉ является композицией морфизмов ௉ → ோ೙ и ோ೙ → ௉, модуль ௉
является прямым слагаемым в ோ೙. �

Предложение 5.3
Плоскость левого ோ-модуля ௅ равносильна инъективности правого ோ-модуля

௅∨ ≝ Homℤ(௅,ℚ∕ℤ) .

Доказательство. Плоскость ௅ означает, что для всякого вложения правых ோ-модулей
ఝ∶ ெభ ↪ ெమ гомоморфизм абелевых группఝ⊗Idಽ∶ ெభ⊗௅ → ெమ⊗௅ инъективен. По-
скольку функтор Homℤ(∗ ,ℚ∕ℤ) точен1, это равносильно сюрьективности двойствен-
ного гомоморфизма (ఝ⊗ Idಽ)∨ ∶ Homℤ(ெమ⊗ೃ ௅,ℚ∕ℤ) → Homℤ(ெభ⊗ೃ ௅,ℚ∕ℤ), который
отождествляются каноническими изоморфизмами сопряжённости2

Homℤ(ெమ ⊗ೃ ௅,ℚ∕ℤ) ≃ Homೃ (ெమ, Homℤ(௅,ℚ∕ℤ))
Homℤ(ெభ ⊗ೃ ௅,ℚ∕ℤ) ≃ Homೃ (ெభ, Homℤ(௅,ℚ∕ℤ))

(5-12)

с гомоморфизмом ௛ಽ∨(ఝ)∶ Homೃ(ெమ, ௅∨) → Homೃ(ெభ, ௅∨. Сюрьективность последне-
го для всех вложений ఝ∶ ெభ ↪ ெమ означает инъективность модуля ௅∨. �

Упражнение 5.11. Покажите, что для любой абелевой группы ஺ имеется канониче-
ское вложение ஺ ↪ ஺∨∨, сюрьективное для конечно порождённых групп.

Следствие 5.4
Левый ோ-модуль ௅ является плоским тогда и только тогда, когда для каждого правого
идеала ௃ ⊂ ோ выполняется любое из двух эквивалентных друг другу условий:

1В силу того, что ℤ-модуль ℚ∕ℤ инъективен.
2См. предл. 2.3 на стр. 24.
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(1) умножение1 ௃ ⊗ೃ ௅ → ௃௅, ௫ ⊗ ௩ ↦ ௫௩, является изоморфизмом

(2) Torೃభ (ோ∕௃, ௅) = ଴.

Доказательство. Равносильность условий (1) и (2) вытекает из длинной точной по-
следовательности Torೃ(∗, ௅) для точной тройки ଴ → ௃ → ோ → ோ∕௃ → ଴

Torೃభ (ோ, ௅) = ଴ → Torೃభ (ோ∕௃, ௅) → ௃ ⊗ೃ ௅ → ௅ → (ோ∕௃) ⊗ೃ ௅ → ଴ .

Сюрьективный гомоморфизм умножения ௃⊗ೃ௅ ↠ ௃௅ инъективен , еслии только если
стрелка ௃⊗ೃ ௅ ↪ ோ⊗ೃ ௅ в этой последовательности инъективна, что означает равен-
ство Torೃభ (ோ ∕ ௃, ௅) = ଴. С другой стороны, в силу точности функтора Homℤ(∗ ,ℚ ∕ℤ),
инъективность стрелки ௃⊗ೃ ௅ ↪ ோ⊗ೃ ௅, равносильна сюрьективности двойственной
стрелкиHomℤ(ோ⊗ೃ௅,ℚ∕ℤ) ↠ Homℤ(௃⊗ೃ௅,ℚ∕ℤ), которая по сопряжённости (5-12) сов-
падает со стрелкой Homೃ(ோ, ௅∨) ↠ Homೃ(௃, ௅∨), где ௅∨ = Homℤ(஺,ℚ∕ℤ) как в предл. 5.3.
Таким образом, модуль ௅ удовлетворяет условию (1) тогда и только тогда, когда мо-
дуль ௅∨ удовлетворяет условию лем. 3.2 на стр. 54: для любого идеала ௃ ⊂ ோ каждый
гомоморфизм ௃ → ௅∨ продолжается до гомоморфизма ோ → ௅∨, что означает инъек-
тивность модуля ௅∨. Последняя равносильна плоскости модуля ௅. �

5.3.1. Неканоническиерезольвенты.Ограниченныйсправакомплексмодулей஺
называется ே-ациклической резольвентой модуляெ, пригодной для вычисления Tor,
если единственным ненулевым модулем гомологий комплекса ஺ является ுబ(஺) ≃ ெ
и Tor೔(஺ೖ,ே) = ଴ при всех ௜ > ଴ для каждого члена ஺ೖ комплекса ஺. Например, любая
плоская резольвента ௅ модуляெ, получающаяся удалениемெ из точной последова-
тельности модулей ⋯ → ௅మ → ௅భ → ௅బ → ெ → ଴, в которой все ௅ೖ — плоские, яв-
ляется ே-ациклической резольвентой пригодной для вычисления Tor(ெ,ே) с любым
модулем ே.

Предложение 5.4
Для любой ே-ацикличной резольвенты ஺ модуля ெ, пригодной для вычисления Tor,
при каждом ௞ имеется канонический изоморфизм Torೖ(ெ,ே) = ுೖ(஺ ⊗ே).

Доказательство.Обозначимчерез஼ проективнуюрезольвентуКартана –Эйленберга
комплекса2 ஺ и вычислим гомологии тотального комплекса Tot(஼ ⊗ ே) бикомплекса
஼ ⊗ ே, полученного из ஼ применением функтора ௑ ↦ ௑ ⊗ ே. Согласно предл. 4.4 на
стр. 81, к ним сходятся две спектральных последовательности с

಺ாమ೛,೜ = ுങభ೛ (ு
ങమ೜ (஼ ⊗ே)) и ಺಺ாమ೛,೜ = ுങమ೜ (ு

ങభ೛ (஼ ⊗ே)) ,

где ுങభ и ுങమ означают когомологии действующих, соответственно, по строкам и
по столбцам дифференциалов, индуцированных дифференциалами డభ = డ಴భ ⊗ Idಿ и
డమ = డ಴మ⊗Idಿ. Так какпо столбцамбикомплекса஼ стоят проективныерезольвентымо-
дулей ஺೛, когомологииுങమ೜ (஼೛,∗ ⊗ே) ≃ Tor೜(஺೛,ே) нулевые при ௤ > ଴ и равны ஺೛ ⊗ே

1Напомню, что ௃௅ ≝ {௫భ௩భ + ௫మ௩మ + ⋯ + ௫೘௩೘ | ௫೔ ∈ ௃, ௩ ∈ ௅}.
2См. опр. 5.2 на стр. 98.
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при ௤ = ଴. Поэтому ಺ாమ௣,௤ = ಺ா∞
೛,೜ = ு೛(஺ ⊗ ே) при ௤ = ଴ и нулевые при ௤ ≠ ଴. Сле-

довательно, ுೖ(Tot ஼) ≃ ுೖ(஺ ⊗ ே). С другой стороны, гомологии комплексов строк
бикомплекса஼ являются проективными резольвентами гомологий комплекса஺ и как
градуированные модули отщепляются от строк прямыми слагаемыми. Следователь-
но, ுങభ೛ (஼∗,೜ ⊗ ே) = ுങభ೛ (஼∗,೜) ⊗ ே есть результат тензорного умножения ௤-того члена

проективной резольвенты модуля ு೛(஺) на ே. Тем самым, ಺಺ாమ೛,೜ ≃ Tor೜ (ு೛(஺),ே) от-

личны от нуля только при ௣ = ଴ и в этом случае равны Tor೜(ெ,ே). Поэтому ಺಺ாమ = ಺಺ா∞

и ுೖ(Tot ஼) ≃ Torೖ(ெ,ே). �

Предложение 5.5
Для любой плоской резольвенты ௅ ↠ ெ правогоோ-модуляெ и любого ограниченного
справа комплекса левых модулей ௄, единственным ненулевым модулем гомологий
которого является ுబ(௄) ≃ ே, группы Torೃೖ (ெ,ே) ≃ ுೖ (Tot(௅ ⊗ೃ ௄)) при всех ௞.

Доказательство. К гомологиям ு೛+೜ (Tot(௅ ⊗ೃ ௄)) сходится спектральная последо-

вательность с ாమ೛,೜ = ுങಽ⊗భ
೛ (ு

భ⊗ങ಼೜ (௅ ⊗ೃ ௄)). Поскольку ௣-тый столбец бикомплекса

௅ ⊗ೃ ௄ получается применением к комплексу ௄ точного функтора ௑ ↦ ௅೛ ⊗ೃ ௑ и
сменой знака у нечётных дифференциалов, он точен всюду кроме нулевого члена, где
ுభ⊗ങ಼
బ (௅ ⊗ೃ ௄) ≃ ௅ ⊗ೃ ுబ(௄) ≃ ௅ ⊗ೃ ே. Поэтому ாమ೛,೜ = ா∞

೛,೜ сосредоточены в строке

௤ = ଴ и равны ாమ೛,బ = ுങಽ⊗భ
೛ (௅ ⊗ೃ ே) = Torೃ೛(ெ,ே). �

Теорема 5.1 (спектральная последовательность Кюннета)
Если ограниченные справа комплексы правых ோ-модулей ௄ೖ и левых ோ-модулей ௅ℓ

⋯ → ௄ೖ+భ → ௄ೖ → ௄ೖ−భ → ⋯ и ⋯ → ௅ℓ+భ → ௅ℓ → ௅ℓ−భ → ⋯

имеют Torೃ೔ (௄ೖ, ௅ℓ) = ଴ при ௜ ≠ ଴ для всех1 ௞, ℓ, то имеется спектральная последова-
тельность гомологического типа с

ாమ೛,೜ = ⨁
ೖ+ℓ=೜

Torೃ೛( �ுೖ(௄),ுℓ(௅))� ,

сходящаяся к градуированным факторам некоторой возрастающей с ростом ௣ филь-
трации на ு೛+೜(௄ ⊗ೃ ௅).

Доказательство. Обозначим через ஼(௄) и ஼(௅) проективные резольвенты Картана –
Эйленберга2 комплексов ௄ и ௅. Каждая из них представляет собою бикомплекс, ௣-й
столбец которого, как градуированная абелева группа, имеет вид

஼೛ = ௉ಳ೛ ⊕ ௉ಹ೛ ⊕ ௉ಳ೛−భ , (5-13)

где ௉ಳ೛ и ௉ಹ೛ суть проективные резольвенты для модулей ௣-х границ ஻೛ и гомоло-
гий3 ு೛ комплексов ௄ и ௅, а горизонтальный дифференциал డభ∶ ஼೛ → ஼೛−భ действу-
ет на сумму (5-13) тождественно отображая первое слагаемое на третье и аннулируя

1Например, это условие выполняется, когда один из комплексов состоит из плоских моду-
лей.

2См. опр. 5.2 на стр. 98.
3См. доказательство лем. 5.3 на стр. 96.
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два других слагаемых. По отношению к действию вертикальных дифференциалов డ಼మ
и డಽమ ௣-е столбцы бикомплексов ஼(௄) и ஼(௅) являются проективными резольвентами
модулей ௄೛ и ௅೛. Тензорное произведение тотальных комплексов

் = Tot(஼(௄)) ⊗ Tot(஼(௅))

можно рассматривать как свёртку бикомплекса с компонентами

்೛,೜ = ⨁
ೖ+ℓ=೛
೔+ೕ=೜

஼ೖ,೔(௄) ⊗ ஼ℓ,ೕ(௅)

и дифференциалами ஽భ = డ಼భ ⊗ ଵ + ଵ⊗ డಽభ и ஽మ = డ಼మ ⊗ ଵ + ଵ⊗ డಽమ, где డ಼భ и డಽభ суть го-
ризонтальные, а డ಼మ и డಽమ — вертикальные дифференциалы бикомплексов ஼(௄) и ஼(௅)
соответственно.

Упражнение 5.12.Убедитесь, что் = ⨁೛,೜ ்೛,೜, что дифференциал комплекса் дей-
ствительно равен ஽భ + ஽మ, и что ஽భ஽మ + ஽మ஽భ = ଴.

К гомологиям ு೛+೜(்) сходится две спектральных последовательности. Таблица ಺ாభ
первой из них образованна гомологиями горизонтального дифференциала஽భ и име-
ет в௤-том столбцепрямуюсумму⨁ೖ+ℓ=೜ ௉ಹೖ(಼)⊗௉ಹℓ(ಽ) тензорныхпроизведенийпро-
ективных резольвент для модулей гомологий комплексов ௄ и ௅. Поэтому ௣-я группа
гомологий ௤-го столбца относительно вертикального дифференциала ஽మ имеет заяв-
ленный в теореме вид ಺ாమ೛,೜ = ⨁ೖ+ℓ=೜ Torೃ೛(�ுೖ(௄),ுℓ(௅))�.

Таблица ಺಺ாభ второй спектральной последовательности образована гомологиями
вертикального дифференциала஽మ вкомплексах்೛,∗, которыеявляютсяпрямымисум-
мами комплексов ஼ೖ,∗(௄) ⊗ ஼ℓ,∗(௅) с ௞ + ℓ = ௣, вычисляющих Torೃ(௄ೖ, ௅ℓ). Так как по
условию один из комплексов ௄, ௅ состоит из плоских модулей, эти гомологии отлич-
ны от нуля только при ௤ = ଴ и равны ಺಺ாభ೛,బ = ⨁ೖ+ℓ=೛௄ೖ ⊗ ௅ℓ. Поэтому следующая

таблица ಺಺ாమ೛,೜ = ಺಺ா∞
೛,೜ является предельной и имеет на каждой диагонали ௣ + ௤ = ௡

ровно одну ненулевую клетку, в которой стоит ு೛+೜(௄ ⊗ ௅). �

Следствие 5.5 (формула Кюннета)
Пусть в условиях теор. 5.1 ограниченный справа комплекс ௅ состоит из плоских ле-
вых ோ-модулей и вдобавок все образы ஻೔ = im(డಽ∶ ௅೔+భ → ௅೔) его дифференциала то-
же плоские. Тогда для любого ограниченного справа комплекса ௄ правых ோ-модулей
имеется точная последовательность

଴ → ⨁
ഀ+ഁ=೙

ுഀ(௄) ⊗ೃ ுഁ(௅) → ு೙(௄ ⊗ೃ ௅) → ⨁
ം+ഃ=೙−భ

Torೃభ (�ுം(௄),ுഃ(௅) → ଴ . (5-14)

Доказательство. Ядро ௓೔ = ker(డ∶ ௅೔ → ௅೔−భ) каждого дифференциала комплекса ௅
включается в точную тройку ଴ → ௓೔ → ௅೔ → ஻೔−భ → ଴. Ассоциированная с нею длин-
ная точная последовательность Torೃ(ே, ∗ ), где ே—произвольный правый ோ-модуль,
показывает, что плоскость всех модулей ௅೔ и ஻೔ влечёт плоскость все модулей ௓೔. Тем
самым, модули гомологий комплекса ௅ имеют плоские резольвенты длины два:

଴ → ஻೜+భ → ௓೜ → ு೜(௅) → ଴ ,
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и, стало быть, Torೃ೛(ுೖ(௄),ுℓ(௅)) = ଴ при ௣ ≠ ଴,ଵ для всех ௞, ℓ. Тем самым, спектраль-
ная последовательность из теор. 5.1 стабилизируется на второй таблице ாమ೛,೜ = ா∞

೛,೜,
которая сосредоточена в двух столбцах ௣ = ଴,ଵ и имеет вид

଴ ⨁
ഀ+ഁ=೜+భ

ுഀ(௄) ⊗ೃ ுഁ(௅) ⨁
ം+ഃ=೜+భ

Torೃభ (�ுം(௄) ⊗ೃ ுഃ(௅))� ଴

଴ ⨁
ഀ+ഁ=೜

ுഀ(௄) ⊗ೃ ுഁ(௅) ⨁
ം+ഃ=೜

Torೃభ (�ுം(௄) ⊗ೃ ுഃ(௅))� ଴

଴ ⨁
ഀ+ഁ=೜−భ

ுഀ(௄) ⊗ೃ ுഁ(௅) ⨁
ം+ഃ=೜−భ

Torೃభ (�ுം(௄) ⊗ೃ ுഃ(௅))� ଴ ,

а это и означает, что группа ு೙(ெ ⊗ೃ ௅) является расширением вида (5-14). �

Замечание 5.1. В точной тройке ଴ → ௓೔ → ௅೔ → ஻೔−భ → ଴ из плоскости модулей ௓೔ и஻೔
вытекает плоскость модуля ௅೔. Поэтому вместо плоскости модулей ௅೔ в условии сл. 5.5
можно было бы требовать плоскость модулей ௓೔. Кроме того, можно было не накла-
дывать никаких условий на комплекс ௅, но наложить симметричные условия на ком-
плекс ௄: потребовать плоскость всех его границ ஻೔(௄) и либо плоскость всех цик-
лов ௓೔(௄), либо плоскость самих модулей ௄೔.

5.4. Сизигии градуированных модулей. Обозначим через

ௌ = ௌ௏∗ = ⨁
೏⩾బ

ௌ೏௏∗

градуированнуюалгебру полиномовна (௡+ଵ)-мерномвекторномпространстве௏ над
полем 𝕜. Выбор координат в ௏, т. е. базиса ௫బ,௫భ, … ,௫೙ в ௏∗, задаёт изоморфизм ௌ ≃
≃ 𝕜[௫బ,௫భ, … ,௫೙]и отождествляет однороднуюкомпоненту ௌ೏௏∗ с подпространством
однородных многочленов степени ௗ, которое мы дальше будем обозначать просто че-
рез ௌ೏. Напомню, что ௌ-модуль ெ называется градуированным, если ெ = ⊕

ഋ∈ℤ
ெഋ как

векторное пространство над 𝕜 и ௌ೏ ⋅ ெഋ ⊂ ெഋ+೏ для всех ఓ и ௗ. Например, любой
идеал ூ = (௙భ,௙మ, … ,௙೘) ⊂ ௌ, порождённый однороднымимногочленами ௙೔, является
градуированным модулем ூ = ⊕ ூഋ с однородными компонентами ூഋ = ூ ∩ ௌഋ.

Упражнение 5.13. Убедитесь в этом.

Градуированные ௌ-модули вместе с однородными гомоморфизмами степени нуль в
качестве стрелок образуют 𝕜-линейную абелеву категорию— ядра, коядра, аддитив-
ная структура и изоморфизм образа с кообразом в ней те же, что и в категории (гра-
дуированных) векторных пространств над 𝕜. Описанную в прим. 5.1 на стр. 92 сво-
бодную резольвенту для градуированного ௌ-модуляெ тожеможно сделать состоящей
из градуированных модулей и морфизмов степени нуль. Для этого обозначим через
ௌ[−ௗ] свободный ௌ-модуль ранга ଵ с базисным элементом ௘ степени ௗ. Это означа-
ет, что компонента ఓ-той степени у ௌ[−ௗ] изоморфна ௌഋ−೏, и согласуется с нашими
предыдущими договорённостями1. Если градуированный ௌ-модуль ெ порождается

1См. n∘ 4.1 на стр. 64.
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однородными элементами1 ௙೔ ∈ ெ೏೔ , то в качестве стартового члена свободной ре-
зольвенты дляெ можно взять сюрьекцию

డబ∶ ⊕
೔
ௌ[−ௗ೔] ↠ ெ , (5-15)

переводящую базисный элемент ௘೔ из ௜-того модуля ௌ[−ௗ೔] в образующую ௙೔ ∈ ெ.
Таким образом, гомоморфизм (5-15) однороден степени нуль.

Система однородных образующих ௙೔ называется минимальной, если ни одна из
образующих не является ௌ-линейной комбинацией остальных.

Упражнение 5.14. Убедитесь, что минимальность образующих ௙೔ равносильна тому,
что в любой линейной зависимости ∑௛೔௙೔ = ଴ с однородными полиномиальны-
ми коэффициентами ௛೔ ∈ ௌ все deg௛೔ > ଴. Убедитесь также, что модуль линейных
зависимостей между любыми однородными элементами ௠భ,௠మ, … ,௠೙ порож-
дается линейными зависимостями с однородными коэффициентами одинаковых
степеней.

Очевидно, что каждая система однородных образующих любого градуированногомо-
дуля содержит минимальную подсистему. Рассмотрим сюрьекцию (5-15) для мини-
мальной системы однородных образующих модуля ெ и далее, следуя описанной в
прим. 5.1 на стр. 92 процедуре, построим свободную градуированную резольвенту
модуляெ, точно также выбирая на каждом шагу в очередном градуированном моду-
ле сизигий ோ೔ = ker డ೔ минимальную систему однородных образующих. Полученная в
результате свободная резольвента

⋯ → ⊕
೔య
ௌ[−௤೔య] → ⊕

೔మ
ௌ[−௤೔మ] → ⊕

೔భ
ௌ[−௤೔భ] → ⊕

೔బ
ௌ[−௤೔బ] → ெ → ଴ (5-16)

называется минимальной. Не смотря на имеющийся на каждом шагу произвол в вы-
боре минимальных однородных образующих очередного ядра, ранги свободных мо-
дулей, из которых состоит минимальная градуированная свободная резольвента, не
зависят от выбора резольвенты2, ибо допускают следующее инвариантное описание.

Предложение 5.6
Для любой минимальной резольвенты (5-16) ранг ௣-того свободного градуированно-
го модуля ி೛ = ⊕

೔೛
ௌ[−௤೔೛] в ней равен размерности над полем 𝕜 векторного простран-

ства Torೄ೛(ெ,𝕜), где 𝕜 = ௌ∕(௫భ,௫మ, … ,௫೙) это тривиальный ௌ-модуль, на котором все ௫೔
действуют нулём.

Доказательство. В минимальной резольвенте (5-16) каждый дифференциал

డ೛∶ ⊕
೔೛
ௌ[−ௗ೔೛] → ⊕

೔೛−భ
ௌ[−ௗ೔೛−భ]

1Поскольку каждый градуированный модуль порождается своими однородными компо-
нентами, в нём всегда можно выбрать однородные образующие.

2На самом деле не трудно показать, что любые две минимальные резольвенты (5-16) изо-
морфны друг другу (не канонически), но нам это не понадобится.
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задаётся матрицей из однородных многочленов, столбцы которой являются коэффи-
циентами однородных линейных зависимостей между минимальными однородными
образующими градуированного модуля ோ೛−భ = ker డ೛−భ. В силу минимальности ре-
зольвенты все эти коэффициенты имеют положительные степени. Поэтому тензор-
ное умножение над ௌ на тривиальный модуль 𝕜, где все переменные ௫೔ действует ну-
лём, превращает минимальную резольвенту (5-16) в комплекс градуированных век-
торных пространств1

⋯ → ⊕
೔య
𝕜[−௤೔య] → ⊕

೔మ
𝕜[−௤೔మ] → ⊕

೔భ
𝕜[−௤೔భ] → ⊕

೔బ
𝕜[−௤೔బ] → ெ → ଴

с нулевыми дифференциалами. Поэтому размерность векторного пространства

Torೄ೛(ெ,𝕜) ≃ ⊕
೔೛
𝕜[−ௗ೔೛]

над полем 𝕜 равна рангу модуля ி೛ = ⊕
೔೛
ௌ[−௤೔೛] над ௌ. �

Теорема 5.2 (теорема Гильберта о сизигиях)
Длина минимальной свободной резольвенты любого градуированного модуляெ над
симметрической алгеброй ௌ = ௌ௏∗ ≃ 𝕜[௫బ,௫భ, … ,௫೙] не превышает dim௏ + ଵ (т. е.
ненулевые члены резольвенты могут быть лишь в степенях ௡ + ଵ ⩾ ௣ ⩾ ଴).

Доказательство. Согласно предл. 5.6, для любой минимальной резольвенты

⋯ → ிమ → ிభ → ிబ → ெ → ଴

выполнено равенство rkೄ ி೛ = dim𝕜 Torೄ೛(ெ,𝕜). Вычисляя Torೄ೛(ெ,𝕜) при помощи тен-
зорного умножения наெ свободной резольвенты модуля 𝕜 = ௌ∕(௫బ, … ,௫೙), доставля-
емой комплексом Кошуля ௄ೣబ,…,ೣ೙ регулярной последовательности2 ௫బ, … ,௫೙

଴ → ௸೙+భ௏∗ ⊗ ௌ → ⋯ → ௸మ௏∗ ⊗ ௌ → ௏∗ ⊗ ௌ → ௌ → 𝕜 → ଴ ,

мы заключаем, что Torೄ೛(ெ,𝕜) = ଴ при всех ௣ ⩾ ௡ + ଶ. �

5.5. Функторы Ext. Зафиксируем проективную резольвенту ௉ಾ и инъективную ре-
зольвенту ூಿ для левых3 модулей ெ и ே над произвольным кольцом ோ с единицей
и рассмотрим комплексы левых ோ-модулей HomDG(௉ಾ,ே) и HomDG(ெ, ூಿ), где моду-
лиெ и ே рассматриваются как комплексы с ровно одни ненулевым объектом, распо-
ложенном в степени нуль. Таким образом, комплекс HomDG(ெ, ூಿ) имеет дифферен-
циал ఝ ↦ ௗ಺ಿ ∘ ఝ совпадает с результатом применения функтора Hom(ெ, ∗ ) к ком-

плексу ூಿ, а комплекс HomDG(௉ಾ,ே) имеет дифференциал ఝ ↦ (−ଵ)|ക|ఝ ∘ డುಾ и отли-
чается от результата применения функтора Hom( ∗ ,ே) к комплексу ௉ಾ сменой знака

1Где 𝕜[−௠] = ௌ[−௠] ⊗ೄ 𝕜 означает одномерное векторное пространство, находящееся в
степени௠.

2См. прим. 4.6 на стр. 74.
3Мырассматриваем левые модули лишь для определённости, всё сказанное в этом разделе

в равной степени относится и к правым ோ-модулям. Но — в отличие от того, с чем мы имели
дело ранее — кольцо должно действовать на оба модуля с одной и той же стороны.
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всех нечётных дифференциалов. Рассмотрим также бикомплекс ஻೛,೜ = Hom (௉ಾ೛ , ூ೜ಿ)
c горизонтальным дифференциалом ௗభ∶ ఝ ↦ (−ଵ)|ക|ఝ ∘ డುಾ и вертикальным диффе-
ренциалом ௗమ∶ ఝ ↦ ௗ಺ಿ ∘ ఝ. Его тотальный комплекс Tot(஻) = HomDG(௉ಾ, ூಿ) имеет
дифференциал ఝ ↦ ௗ಺ಿ ∘ఝ + (−ଵ)|ക|ఝ ∘ డುಾ .

Лемма 5.6
ோ-модули ுೖ (HomDG(௉ಾ,ே)), ுೖ (HomDG(ெ, ூಿ)) и ுೖ (HomDG(௉ಾ, ூಿ)) канонически
изоморфны друг другу при всех ௞, не зависят от выбора проективных резольвент и
функториальны поெ и ே.

Доказательство. Вычислим когомологии бикомплекса ஻ഋ,ഌ = Hom (௉ಾഋ , ூഌಿ) при по-
мощи двух сходящихся к ு೛+೜ (HomDG(௉ಾ, ூಿ)) спектралок1 с

಺ா೛,೜
మ = ு೛

భ (ு೜
మ (஻)) и ಺಺ா೛,೜

మ = ு೜
మ (ு೛

భ (஻)) .

Так как ௣-й столбец бикомплекса ஻ получается применением к инъективной резоль-
венте ூಿ модуля ே точного функтора Hom (௉ಾ೛ , ∗), он точен во всех положительных
степенях, а в нижней строке имеет когомологию

ுబ (Hom(௉ಾ೛ , ூಿ)) ≃ Hom (௉ಾ೛ ,ுబ(ூಿ)) = Hom (௉ಾ೛ ,ே) .

Поэтому ненулевые клетки таблицы ಺ா೛,೜
మ сосредоточены в строке ௤ = ଴ и равны

ா೛,బ
మ = ா೛,బ

∞ ≃ ு೛ (Hom(௉ಾ೛ ,ே)) ,

откуда ு೛ (Hom(௉ಾ೛ ,ே)) ≃ ு೛ (HomDG(௉ಾ, ூಿ)). Аналогично, ௤-я строка бикомплек-
са ஻ получается применением Hom ( ∗ , ூ೜ಿ) к проективной резольвенте ௉ಾ и сменой
знака у нечётных дифференциалов. Она точна всюду вне нулевого столбца, где

ுబ (Hom(௉ಾ, ூ೜ಿ)) ≃ Hom (ுబ(௉ಾ), ூ೜ಿ) = Hom (ெ, ூ೜ಿ) .

Поэтому ненулевые клетки таблицы ಺ா೛,೜
మ сосредоточены в строке ௤ = ଴ и равны

ா೛,బ
మ = ா೛,బ

∞ ≃ ு೛ (Hom(ெ, ூಿ)) .

Следовательно, ு೜ (Hom(ெ, ூಿ)) ≃ ு೜ (HomDG(௉ಾ, ூಿ)), что доказывает первое утвер-
ждение. Остальные утверждения вытекают из того, что функторы 𝒞om → 𝒞om, пе-
реводящие комплекс ஼ в комплексы Hom(ெ,஼) и Hom(஼,ே), где ெ и ே — фиксиро-
ванные ோ-модули, сохраняет гомотопическую эквивалентность, а значит корректно
задаёт функторыℋo → ℋo.

Упражнение 5.15. Пусть морфизм комплексов ఈ∶ ௉ → ொ стягивается гомотопией ఊ.
Убедитесь, что для любых модулейெ иே морфизмы ఈ∗ ∶ Hom(ெ,௉) → Hom(ெ,ொ)
и ఈ∗ ∶ Hom(ொ,ே) → Hom(௉,ே) стягиваются гомотопиями ఊ∗ и ఊ∗ соответственно.

Тем самым, при фиксированныхெ и ௞ сопоставление ே ↦ ுೖ (Hom(ெ, ூಿ)) является
композицией функтора ோ-ℳod → ℋo, ே ↦ ூಿ, функтораℋo → ℋo, ஼ ↦ Hom(ெ,஼), и
функтораℋo → 𝒜b, ஼ ↦ ுೖ(஼). �

1См. предл. 4.4 на стр. 81.
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Определение 5.4
Изоморфные модули из предыдущей лем. 5.6 обозначаются

Ext೔(ெ,ே) ≝ ு೔ (Hom(௉ಾ,ே)) ≃ ு೔ (Hom(ெ, ூಿ)) ≃ ு೔ (HomDG(௉ಾ, ூಿ)) (5-17)

и называются правыми производными функторами от функтора Hom или модулями
расширений ெ посредством ே. Если важно указать кольцо, над которым рассматри-
ваются модули, мы будем писать Ext೔ೃ(ெ,ே). Поскольку проективные и инъективные
модули является одночленными резольвентами самих себя, для проективного௉, инъ-
ективного ூ и любогоெ получаем Ext೔ೃ(ெ, ூ) = Ext೔ೃ(௉,ெ) = ଴ при при всех ௜ ≠ ଴.

Пример 5.5 (Extభ и расширения)
Точная тройка вида ଴ → ே → ௑ → ெ → ଴ называется расширением ெ посредством ே.
Под изоморфизмом расширений понимается (автоматически биективный) гомомор-
физм между средними членами троек, индуцирующий тождественное отображение
на подмодуле ே и фактор модулеெ. Покажем, что классы точных троек с точностью
до изоморфизма находятся в биекции с элементами группы Extభ(ெ,ே).

Для этого зафиксируем для модуляெ свободную резольвенту

⋯ → ிమ
ങమ−→ ிభ

ങభ−→ ிబ
ങబ−→ ெ → ଴

и обозначим базисные векторы в ிబ, ிభ и ிమ через ௚ೕ, ௥ೕ и ௦ೖ соответственно. Диффе-
ренциалы డభ и డమ действуют на строки из базисных векторов умножением справа на
матрицы ద = (ద೔ೕ) и ఙ = (ఙೖ೔), по столбцам которых стоят1, соответственно, коэф-
фициенты образующих линейных зависимостей డబ(௰ೕ) = ∑೔௠೔ద೔ೕ = ଴ между порож-
дающими модульெ векторами௠೔ = డబ(௚೔) и коэффициенты образующих линейных
зависимостей డభ(௿ೖ) = ∑ೕ ௰ೕఙೕೖ = ∑ೕ ద೔ೕఙೕೖ = ଴ между предыдущими образующими
линейными зависимостями ௰ೕ = డభ(௥ೕ) = ∑೔ ௚೔ఙ೔ೕ ∈ ிబ. Модуль ௑ содержит элемен-
ты ௫೔, которые проектируются в образующие௠೔ модуляெ при эпиморфизме ௑ ↠ ெ.
Для каждого линейного соотношения௰ೕ между образующими௠೔, линейная комбина-
ция ∑೔ ௫೔దೕ೔ ∈ ௑ проектируется в ∑೔ దೕ೔௠೔ = ଴, и стало быть, лежит в ே. Тем самым,
выбор прообразов ௫೔ для образующих модуляெ относительно проекции ௑ ↠ ெ зада-
ёт набор элементов ௡ೕ = ∑೔ ௫೔దೕ೔ ∈ ே, а значит, гомоморфизм కೣ∶ ிభ → ே, ௙ೕ ↦ ௡ೕ.
Так как для каждого линейного соотношения ௿ೖ между базисными линейными зави-
симостями ௰ೕ ∈ ிబ в модулеெ выполняется равенство

∑
ೕ
௡ೕఙೕೖ = ∑

ೕ೔
௫೔ద೔ೕఙೕೖ = ∑

೔
௫೔ ∑

ೕ
ద೔ೕఙೕೖ = ଴ ,

композиция క ∘ డమ∶ ௦ೖ ↦ ∑ೕ ௡ೕఙೕೖ нулевая, т. е. в комплексе Hom(ி,ே) выполняется
равенство డ∗

మ(కೣ) = ଴, означающее, что морфизм కೣ ∈ HomDG(ி,ே) является ଵ-коцик-
лом. Любые другие элементы ௬೔ ∈ ௑, проектирующиеся в образующие௠೔, имеют вид
௬೔ = ௫೔ + ௡′

೔ для некоторых ௡′
೔ ∈ ே, задающих гомоморфизм ఉ∶ ிబ → ே, ௘೔ ↦ ௡′

೔ . Они
определяют свой ଵ-коцикл క೤ ∈ Homభ

DG(ி,ே), действующий на ிభ по правилу

క೤∶ ௙ೕ ↦ ∑
೔
௬೔ద೔ೕ = ∑

೔
௫೔ద೔ೕ + ∑

೔
௡′
೔ద೔ೕ = కೣ(௙ೕ) + ఉడభ(௙ೕ) .

1См. прим. 5.1 на стр. 92.
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Таким образом, క೤ отличается от కೣ на кограницу, и расширение ௑ корректно зада-
ёт класс когомологий క೉ ∈ Extభ(ெ,ே). Наоборот, любой коцикл క ∶ ிభ → ே задаёт
модуль ௑ ⊃ ே, порождённый над ே элементами ௫೔, находящимися в биекции с об-
разующими ௠೔ модуля ெ и удовлетворяющими соотношениям ∑೔ ௫೔దೕ೔ = క(௙ೕ) для
каждого образующего соотношения ௰ೕ вெ. Проекция௑ ↠ ெ корректно задаётся пра-
вилами ௫೔ ↦ ௠೔ и ௡ ↦ ଴ для всех ௡ ∈ ே.

Упражнение 5.16. Убедитесь в этом и проверьте, что изоморфным расширениям от-
вечают когомологичные коциклы.

Предложение 5.7
Имеется канонический изоморфизм бифункторов Extబ(ெ,ே) ≃ Hom(ெ,ே), и для лю-
бой точной тройки модулей ଴ → ஺ → ஻ → ஼ → ଴ и любых модулей ெ, ே имеются
длинные точные последовательности модулей

଴ → Hom(ெ,஺) → Hom(ெ,஻) → Hom(ெ,஼) → Extభ(ெ,஺) → Extభ(ெ,஻) → ⋯
⋯ → Extೖ−భ(ெ,஼) → Extೖ(ெ,஺) → Extೖ(ெ,஻) → Extೖ(ெ,஼) → Extೖ+భ(ெ,஺) → ⋯

଴ → Hom(஼,ே) → Hom(஻,ே) → Hom(஺,ே) → Extభ(஼,ே) → Extభ(஻,ே) → ⋯
⋯ → Extೖ−భ(஺,ே) → Extೖ(஼,ே) → Extೖ(஻,ே) → Extೖ(஺,ே) → Extೖ+భ(஼,ே) → ⋯

Доказательство. Первое следует из того, что функтор ௑ ↦ Hom(ெ,௑) сохраняет ядра
и переводит точную последовательность ଴ → ே → ூబ → ூభ в точную последователь-
ность ଴ → Hom(ெ,ே) → Hom(ெ, ூబ) → Hom(ெ, ூభ). Второе следует из лем. 5.2, поз-
воляющей выбрать у модулей ஺, ஻, ஼ такие проективные резольвенты ௉ಲ, ௉ಳ, ௉಴ и
инъективные резольвенты ூಲ, ூಳ, ூ಴, которые образуют в категории 𝒞om точные трой-
ки

଴ → ௉ಲ → ௉ಳ → ௉಴ → ଴ и ଴ → ூಲ → ூಳ → ூ಴ → ଴,
расщепляющиеся в категории градуированныхோ-модулей.Последнее обстоятельство
влечёт за собою точность в категории 𝒞om троек комплексов

଴ → HomDG(ெ, ூಲ) → HomDG(ெ, ூಳ) → HomDG(ெ, ூ಴) → ଴
଴ → HomDG(௉಴,ே) → HomDG(௉ಳ,ே) → HomDG(௉ಲ,ே) → ଴ ,

длинные точные последовательности когомологий которых и дают требуемое. �
Упражнение 5.17. Убедитесь, что функторы Ext೔ дистрибутивны по отношению к ко-

нечным прямым суммам.

Пример 5.6 (абелевы группы)
Для свободной абелевой группы ி и произвольной группы ஺ имеем Ext೔ℤ(ி,஺) = ଴
при всех ௜ ≠ ଴. Циклический модуль кручения ℤ∕(௡) имеет двучленную свободную

резольвенту ℤ ೙−→ ℤ с дифференциалом ௭ ↦ ௡௭. Поэтому Extభ(ℤ ∕ (௡),ெ) = ଴ при
௜ ≠ ଴,ଵ. Остающиеся две группы

Extబℤ(ℤ∕(௡),ெ) = Torℤభ(ℤ∕(௡),ெ) = Tors೙(ெ) = {௠ ∈ ெ | ௡௠ = ଴} ,
Extభℤ(ℤ∕(௡),ெ) = Torℤబ(ℤ∕(௡),ெ) = ெ∕௡ெ .
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В частности, Extబℤ(ℤ ∕ (௡),ℤ ∕ (௠)) ≃ Extభℤ(ℤ ∕ (௡),ℤ ∕ (௠)) ≃ ℤ ∕ (௠,௡). На этом сход-
ство с функтором Torℤ кончается. Функтор Extℤ не симметричен, и для вычисления
Ext(ே,ℤ) надо использовать инъективную резольвенту ଴ → ℤ → ℚ → ℚ∕ℤ → ଴. Тем
самым, Ext೔ℤ(ே,ℤ) = ଴ при ௜ ≠ ଴,ଵ для всехெ. Если ே является группой кручения, то
Hom(ே,ℚ) = ଴, и значит, Extభℤ(ே,ℤ) ≃ Homℤ(ே,ℚ∕ℤ) = ே∨ (ср. с предл. 5.3 на стр. 104).

Упражнение 5.18. Покажите, что Extభℤ(ℤ[௣−భ],ℤ) ≃ ℤ೛ ∕ℤ, где ℤ೛ — кольцо целых ௣-
адических чисел.

5.6. Неканонические резольвенты. Ограниченный справа комплекс ஺ называется
левой ацикличной резольвентой объекта ெ, пригодной для вычисления Ext(∗,ே), ес-
ли единственной ненулевой гомологией комплекса ஺ является ுబ(஺) ≃ ெ и вдоба-
вок Ext೔(஺ೖ,ே) = ଴ при всех ௜ > ଴ и всех ௞. Таковы, например, все проективные
резольвенты. Симметричным образом, ограниченный слева комплекс ஻ называется
правой ацикличной резольвентой объекта ே, пригодной для вычисления Ext(ெ, ∗), ес-
ли единственной ненулевой гомологией комплекса ஻ является ுబ(஻) ≃ ே и при этом
Ext೔(ெ,஻ೖ) = ଴ при всех ௜ > ଴ и всех ௞. Таковы, к примеру, все инъективные резоль-
венты. Теми же рассуждениями, что и в n∘ 5.3.1 доказываются

Предложение 5.8
Для любых пригодных для вычисления Ext левой ацикличной резольвенты ஺ объек-
таெ и правой ацикличной резольвенты஻ объектаே при всех ௞ имеют место канони-
ческие изоморфизмы Extೖ(ெ,ே) ≃ ுೖ(�Hom(஺,ே)) � ≃ ுೖ( �Hom(ெ,஻))�. �

Предложение 5.9
Пусть единственными ненулевыми (ко)гомологиями ограниченного слева комплек-
са௄ и ограниченного справа комплекса ௅ являютсяுబ(௄) ≃ ெ иுబ(௅) ≃ ே. Тогда при
каждом ௞ имеется канонический изоморфизм

Extೖ(ெ,ே) ≃ ுೖ (HomDG(௉ಾ, ௅)) ≃ ுೖ (HomDG(௄, ூಿ)) ,

где ௉ಾ и ூಿ суть проективная и инъективная резольвенты объектовெ и ே. �

Упражнение 5.19. Докажите эти два предложения при помощи подходящих спек-
тральных последовательностей.

Пример 5.7 (явное соответствие между коциклами в предл. 5.9)
Пусть класс [క] ∈ Extೖ(ெ,ே) представлен коциклом క ∶ ெ → ூೖಿ в комплексе модулей
HomDG(ெ, ூಿ), где ூಿ—инъективная резольвента модуляே, как в опр. 5.4, и пусть мо-
дульெ включается в точную последовательность ଴ → ெ → ௄బ → ௄భ → ௄మ → ⋯ , так
что единственной ненулевой когомологией комплекса ௄, получающегося выбрасы-
ванием из этой последовательности модуляெ, является ுబ(௄) ≃ ெ. Тогда коциклу క
можно канонически сопоставить коцикл క಼ ∈ Homೖ

DG(௄, ூಿ), представляющий тот же
класс [క಼] = [క] ∈ Extೖ(ெ,ே) в модуле когомологийுೖ (HomDG(௄, ூಿ)), отождествлён-
ном с Extೖ(ெ,ே) согласно предл. 5.9. Для этого этого по лем. 5.1 продолжим стрелку క
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до коммутативной диаграммы

଴ // ெ ഈ //

഍
��

௄బ ೏బ಼ //

഍బ
��

௄భ ೏భ಼ //

഍భ
��

௄మ ೏మ಼ //

഍మ
��

⋯ ೏ഌ−భ
಼ / / ௄ഌ ೏ഌ಼ //

഍ഌ
��

⋯

଴ // im క � � // ூೖಾ
೏ೖ಺ // ூೖ+భ

ಾ
೏ೖ+భ
಺ // ூೖ+మ

ಾ
೏ೖ+మ
಺ // ⋯ ೏ೖ+ഌ−భ

಺ // ூೖ+ഌ
ಾ

೏ೖ+ഌ
಺ // ⋯

При чётном ௞ полученное отображение௄ → ூಿ[௞] является коциклом в Homೖ
DG(௄, ூಿ),

и мы положим కഌ಼ = కഌ. При нечётном ௞ коцикличность означает антикоммутирова-
ние с дифференциалами, и мы положим కഌ಼ равным коциклу, получающемуся из (కഌ)
сменой знака у всех стрелок с нечётными номерами, что делает все квадраты кроме
самого левого антикоммутативными. На языке формул оба случая охватываются од-
ним предписанием

కഌ಼ ≝ (−ଵ)ೖഌకഌ . (5-18)

Формальная выкладка, доказывающая, что это коцикл, такова:

[ௗ, క಼]ഌ = ௗೖ+ഌ
಺ కഌ಼ − (−ଵ)ೖకഌ+భ

಼ ௗഌ಼ = (−ଵ)ೖഌ ((−ଵ)ഌௗೖ+ഌ
಺ కഌ − కഌ+భௗഌ಼) = ଴ .

Упражнение 5.20. Убедитесь, что если коцикл క = ௗ಺ఊ ∈ Homೖ
DG(ெ, ூಿ) был когра-

ницей отображения ఊ∶ ெ → ூೖ−భ
ಿ , то по лем. 5.1 это отображение поднимается

до такой гомотопии ఊ಼ ∈ Homೖ−భ
DG (௄, ூಿ), что క಼ = [ௗ,ఊ] = ௗ಺ఊ − (−ଵ)ೖ−భఊௗ಼.

Таким образом, мы получаем корректно определённое отображение

ுೖ (HomDG(ெ, ூಿ)) → ுೖ (HomDG(௄, ூಿ)) . (5-19)

Обратное к нему отображение сопоставляет коциклу క಼ ∈ Homೖ
DG(௄, ூಿ) композицию

కబ಼ ∘ ఐ∶ ெ → ூೖಿ .

Упражнение 5.21. Убедитесь, что гомотопные нулю коциклы при этом переходят в
границы комплекса HomDG(ெ, ூಿ), и постройте явный изоморфизм

ுೖ (HomDG(௉ಾ,ே)) ⥲ ுೖ (HomDG(௉ಾ, ௅))
аналогичный только что предъявленному изоморфизму(5-19).

Обратите внимание, что мы дали явное конструктивное доказательство предл. 5.9.

Теорема 5.3 (спектральная последовательность Кюннета для Hom’ов)
Если у ограниченного справа комплекса ⋯ → ௄ೖ+భ → ௄ೖ → ௄ೖ−భ → ⋯ и ограничен-
ного слева комплекса ⋯ → ௅ℓ−భ → ௅ℓ → ௅ℓ+భ → ⋯ все Ext೔(௄ೕ, ௅ೖ) = ଴ при ௜ ≠ ଴ для
всех1 ௝ и ௞, то имеется спектральная последовательность когомологического типа с

ா೛,೜
మ = ⨁

ೖ+ℓ=೜
Ext೛( �ுೖ(௄),ுℓ(௅))� ,

сходящаяся к градуированным факторам некоторой убывающей с ростом ௣ фильтра-
ции на ு೛+೜ (HomDG(௄, ௅)).

1Например, это условие выполнено, когда௄ состоит из проективных объектов или ௅ состо-
ит из инъективных объектов.
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Доказательство. Обозначим через ௉ и ூ проективные резольвенты Картана –Эйлен-
берга1 комплексов ௄ и ௅. Это бикомплексы, ௣-е столбцы которых, как градуирован-
ные объекты, имеют вид

௉೛ = ௉ಳ೛ ⊕ ௉ಹ೛ ⊕ ௉ಳ೛−భ и ூ೛ = ூಳ೛ ⊕ ூಹ೛ ⊕ ூಳ೛+భ , (5-20)

где ௉ಳ೛ , ௉ಹ೛ и ூಳ೛ , ூಹ೛ суть проективные и инъективные резольвенты для модулей ௣-х
(ко)границ஻೛ = ஻೛(௄),஻೛ = ஻೛(௅)и (ко)гомологийு೛ = ு೛(௄),ு೛ = ு೛(௅) комплек-
сов ௄, ௅, а горизонтальные дифференциалы డభ∶ ௉೛ → ௉೛−భ и ఋభ∶ ூ೛ → ூ೛+భ действу-
ют на суммы (5-20) тождественно отображая первое слагаемое на третье и аннулируя
два других слагаемых. По отношению к действию вертикальных дифференциалов డమ
и ௗమ ௣-е столбцы бикомплексов ௉ и ூ являются, соответственно, проективной и инъ-
ективной резольвентами объектов ௄೛ и ௅೛. Комплекс ் = HomDG(Tot ௉, Tot ூ) можно
рассматривать как свёртку бикомплекса с компонентами

்೛,೜ = ⨁
ೖ+ℓ=೛
೔+ೕ=೜

Hom(௉ೖ,೔, ூℓ,ೕ)

и дифференциалами஽భ∶ ఝ ↦ ௗభ ∘ఝ− (−ଵ)|ക|ఝ ∘డభ и஽మ =∶ ఝ ↦ ௗమ ∘ఝ− (−ଵ)|ക|ఝ ∘డమ,
где డభ и ௗభ суть горизонтальные, а డమ и ௗమ — вертикальные дифференциалы биком-
плексов ௉ и ூ соответственно.

Упражнение 5.22. Убедитесь, что HomDG(Tot ௉, Tot ூ) = ⨁೛,೜ ்೛,೜, дифференциал
комплекса HomDG(Tot ௉, Tot ூ) действительно равен ஽భ + ஽మ, и ஽భ஽మ = −஽మ஽భ.

К гомологиям ு೛+೜ (HomDG(Tot ௉, Tot ூ)) сходится две спектральных последователь-

ности. Таблица ಺ாభ первой из них образованна гомологиями горизонтального диф-
ференциала ஽భ и имеет в ௤-том столбце прямую сумму ⨁ೖ+ℓ=೜ Hom (௉ಹೖ , ூಹℓ), т. е.
представляет собою комплекс, вычисляющий ⨁ೖ+ℓ=೜ Ext(ுೖ,ுℓ): ௣-я группа когомо-
логий ௤-го столбца относительно вертикального дифференциала ஽మ имеет заявлен-

ный в теореме вид ಺ாమ೛,೜ = ⨁ೖ+ℓ=೜ Ext೛(�ுೖ(௄),ுℓ(௅))�. Таблица ಺಺ாభ второй спектраль-
ной последовательности образована гомологиями вертикального дифференциала஽మ
в комплексах்೛,∗, которые являются прямыми суммамикомплексовHomDG (௉ೖ,∗, ூℓ,∗)
с ௞ + ℓ = ௣, вычисляющих Ext೜(௄ೖ, ௅ℓ). По условию, они отличны от нуля только

при ௤ = ଴ и равны ಺಺ாభ೛,బ = ⨁ೖ+ℓ=೛ Hom(௄ೖ, ௅ℓ). Поэтому следующая таблица ಺಺ாమ೛,೜ =
= ಺಺ா∞

೛,೜ является предельной и имеет на каждой диагонали ௣ + ௤ = ௡ ровно одну
ненулевую клетку, и там стоит ு೛+೜ (HomDG(௄, ௅)). �

Следствие 5.6 (формула универсальных коэффициентов)
Пусть в условиях теор. 5.3 ограниченный справа комплекс௄ состоит из проективных
объектов и вдобавок все образы ஻೔ = im(డ∶ ௄೔+భ → ௄೔) его дифференциала тоже про-
ективны. Тогда для любого ограниченного слева комплекса ௅ имеется точная после-
довательность

଴ → ⨁
ം+ഃ=೙+భ

Extభ( �ுം(௄),ுഃ(௅) → ு೙ (HomDG(௄, ௅)) → Hom೙
DG(�ு(௄),ு(௅))� → ଴ .

(5-21)

1См. опр. 5.2 на стр. 98.
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Доказательство. Применение к точной тройке ଴ → ௓೔ → ௄೔ → ஻೔−భ → ଴ функтора
Hom( ∗ ,ே) в произвольный объект ே показывает, что Extೖ(௓೔,ே) = ଴ при ௞ ≠ ଴ для
всех ௜, т. е. все ௓೔ тоже проективны. Поскольку, гомологии комплекса௄ имеют проек-
тивные резольвенты длины два

଴ → ஻೜+భ → ௓೜ → ு೜(௅) → ଴ ,

при ௣ ≠ ଴,ଵ все Ext೛(ுೖ(௄),ுℓ(௅)) = ଴ для всех ௞, ℓ, и спектральная последователь-
ность из теор. 5.1 стабилизируется на второй таблице ாమ೛,೜ = ா∞

೛,೜, сосредоточенной в
двух столбцах ௣ = ଴,ଵ:

଴ ⨁
ഀ+ഁ=೜+భ

Hom (ுഀ(௄),ுഁ(௅)) ⨁
ം+ഃ=೜+భ

Extభ (ுം(௄),ுഃ(௅)) ଴

଴ ⨁
ഀ+ഁ=೜

Hom (ுഀ(௄),ுഁ(௅)) ⨁
ം+ഃ=೜

Extభ (ுം(௄),ுഃ(௅)) ଴

଴ ⨁
ഀ+ഁ=೜−భ

Hom (ுഀ(௄),ுഁ(௅)) ⨁
ം+ഃ=೜−భ

Extభ (ுം(௄),ுഃ(௅)) ଴ .

Это и означает, что ு೙(HomDG(௄, ௅)) является расширением вида (5-14). �

Замечание 5.2. Вместо проективности объектов ௄೔ в условии сл. 5.6 можно было бы
требовать проективность всех ௓೔. Кроме того, можно было не накладывать никаких
условий на комплекс௄, но наложить симметричные условия на комплекс ௅: потребо-
вать инъективность всех его границ ஻೔(௅), а также инъективность либо всех ௅೔, либо
всех циклов ௓೔(௅).

5.7. Умножение Ионеды. Для любой тройки объектов ஺, ஻, ஼ композиция морфиз-
мов

Hom(஻,஼) ⊗ Hom(஺,஻) → Hom(஺,஼) , (ఉ,ఈ) ↦ ఉ ∘ ఈ ,

канонически продолжается до умножения Ионеды или ◡-произведения

Extೕ(஻,஼) ⊗ Ext೔(஺,஻) → Ext೔+ೕ(஺,஼) , (5-22)

которое вычисляется любым из следующих эквивалентных способов. Зафиксируем
проективные и инъективные резольвенты ௉ಲ, ௉ಳ, ௉಴ и ூಲ, ூಳ, ூ಴ модулей ஺, ஻, ஼. Рас-
смотрим в DG-категории комплексов композиции

HomDG(௉ಳ,௉಴) ⊗ HomDG(௉ಲ,௉ಳ) → HomDG(௉ಲ,௉಴)
HomDG(௉ಳ,஼) ⊗ HomDG(௉ಲ,௉ಳ) → HomDG(௉ಲ,஼)

HomDG(௉ಳ, ூ಴) ⊗ HomDG(௉ಲ,௉ಳ) → HomDG(௉ಲ, ூ಴)
HomDG(஻, ூ಴) ⊗ HomDG(௉ಲ,஻) → HomDG(௉ಲ, ூ಴)

HomDG(ூಳ, ூ಴) ⊗ HomDG(௉ಲ, ூಳ) → HomDG(௉ಲ, ூ಴)
HomDG(ூಳ, ூ಴) ⊗ HomDG(஺, ூಳ) → HomDG(஺, ூ಴)
HomDG(ூಳ, ூ಴) ⊗ HomDG(ூಲ, ூಳ) → HomDG(ூಲ, ூ಴) .

(5-23)
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Из правила Лейбница вытекает, что композиция коциклов ఉ и ఈ является коциклом:

ௗ(ఉ ∘ ఈ) = (ௗఉ) ∘ ఈ + (−ଵ)೔ఉ ∘ (ௗఈ) = ଴ ∘ ఈ + (−ଵ)೔ఉ ∘ ଴ = ଴ .

Добавление к ఈ или ఉ кограницы не меняет класса когомологий их композиции:

(ఈ + ௗఊ) ∘ ఉ = ఈ ∘ ఉ + (ௗఊ) ∘ ఉ = ఈ ∘ ఉ + ௗ(ఊ ∘ ఉ)
ఈ ∘ (ఉ + ௗఊ) = ఈ ∘ ఉ + ఈ ∘ (ௗఊ) = ఈ ∘ ఉ + ௗ(ఈ ∘ ఊ) .

Следовательно, каждая композиция в (5-23) корректно задаёт на когомологиях умно-
жение (5-22), причём в силу естественности всех изоморфизмовுೖ(HomDG) ≃ Extೖ из
лем. 5.6 все семь строчек в (5-23) приводят к одному и тому же умножению (5-22).

Пример 5.8 (продолжение прим. 5.7)
Вычислим композицию класса [క] ∈ Ext೔(஺,஻) и класса [ఎ] ∈ Extೕ(஻,஼), представ-
ленных коциклами క ∶ ஺ → ூ೔ಳ из комплекса HomDG(஺, ூಳ) и ఎ∶ ஻ → ூೕ಴ из комплекса
HomDG(஻, ூ಴). Для этого по рецепту из лем. 5.1 поднимем стрелку ఎ до коммутативной
диаграммы

଴ // ஻ ೏బ //

ആ
��

ூబಳ
೏భ //

ആబ
��

ூభಳ
೏మ //

ആభ
��

ூమಳ
೏య //

ആమ
��

⋯

଴ // imఎ � � ೏ೕ
// ூೕ಴ ೏ೕ+భ

// ூೕ+భ
಴ ೏ೕ+మ

// ூೕ+మ
಴ ೏ೕ+య

// ⋯

и положим ఎഌ಺ಳ = (−ଵ)ೕഌఎഌ. Получим коцикл ఎ಺ಳ ∈ Homೕ
DG(ூಳ, ூ಴) который можно пере-

множить с коциклом క согласно предпоследней строчке в (5-23). Получающаяся ком-
позиция ఎ ∘ క಺ಳ ∈ HomDG(஺, ூ಴) представляет собою стрелку

ఎ ∘ క೔಺ಳ = (−ଵ)೔ೕఎ೔ ∘ క∶ ஺ → ூ೔+ೕ಴ ,

которая является коциклом комплекса Hom(஺, ூ಴) и представляет класс произведения
Ионеды [ఎ] ◡ [క] ∈ Ext೔+ೕ(஺,஼). Если бы класс [క] был представлен коциклом క′ ∶ ௉ಲ೔ →
஻, то тот же самый класс [ఎ] ◡ [క] ∈ Ext೔+ೕ(஺,஼) можно было бы гораздо проще пред-
ставить в когомологиях комплекса HomDG(௉ಲ, ூ಴) однородным морфизмом ௉ಲ → ூ಴
степени ௜ + ௝, единственной ненулевой компонентой которого является композиция
క′ఎ∶ ௉ಲ೔ → ூೕ಴ (убедитесь, что это коцикл).

5.7.1. Класс точной последовательности. Каждой точной последовательности

଴ // ே കబ // ாభ
കభ // ாమ

കమ // ⋯ ക೙−మ // ா೙−భ
ക೙−భ // ா೙

ക೙ // ெ // ଴ (5-24)

можно канонически сопоставить класс когомологий ణ = ణ(ఝబ, … ,ఝ೙) ∈ Ext೙(ெ,ே)
со следующими свойствами:

(EC0) для изоморфизма ଴ // ே കబ
∼ // ெ // ଴ класс ణ(ఝబ) = ఝ−భ

బ ∈ Hom(ெ,ே)
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(EC1) класс ణ(ఝబ,ఝభ) точной тройки ଴ // ே കబ // ா കభ // ெ // ଴ равен образу
тождественных эндоморфизмов Idಾ ∈ Hom(ெ,ெ) и Idಿ ∈ Hom(ே,ே) соответ-
ственно под действием связывающих гомоморфизмов

ఋಾ∶ Hom(ெ,ெ) → Extభ(ெ,ே) и ఋಿ∶ Hom(ே,ே) → Extభ(ெ,ே)

из длинныхточныхпоследовательностейExt’ов, возникающихприприменении
к тройке функторов ௛ಾ = Hom(ெ, ∗) и ௛ಾ Hom(∗,ே)

(EC2) класс ణ = ణ(ఝబ,ఝభ, … , ఝ೙) ∈ Ext೙(ெ,ே) последовательности (5-24), которая
возникает при слиянии двух более коротких точных последовательностей

଴ // ே കబ // ாభ
കభ // ாమ

കమ // ⋯ കೝ−మ // ாೝ−భ
കೝ−భ // ாೝ

അ // ௅ // ଴

଴ // ௅ ആ // ாೝ+భ
കೝ+భ // ாೝ+మ

കೝ+మ // ⋯ ക೙−మ // ாೖ−భ
ക೙−భ // ா೙

ക೙ // ெ // ଴

и имеет ఝೝ = ఎ఍, равен произведению Ионеды классов

ణ(ఝబ, … ,ఝೝ−భ, ఍) ∈ Extೝ(௅,ே) и ణ(ఎ,ఝೝ+భ, … ,ఝ೙) ∈ Ext೙−ೝ(ெ, ௅)

(EC3) ௔బ௔భ … ௔ೖణ(௔బఝబ, ௔భఝభ, … , ௔ೖఝೖ) = ణ(ఝబ,ఝభ, … , ఝೖ) для любых ௔೔ ∈ ோ

(EC4) для каждой коммутативной диаграммы с точными строками

଴ // ே′ ക′
బ //

ആ
��

ா′
భ

ക′
భ //

��

ா′
మ

ക′
మ //

��

⋯
ക′
ೖ−మ // ா′

ೖ−భ
ക′
ೖ−భ //

��

ா′
ೖ

ക′
ೖ //

��

ெ′ //

അ
��

଴

଴ // ே″ ക″
బ // ா″

భ
ക″
భ // ா″

మ
ക″
మ // ⋯

ക″
ೖ−మ // ா″

ೖ−భ
ക″
ೖ−భ // ா″

ೖ
ക″
ೖ // ெ″ // ଴

в Extೖ(ெ″,ே′) имеет место равенство произведений Ионеды

ణ(ఝ″
బ ,ఝ″

భ , … , ఝ″
ೖ) ◡ ఎ = ఍ ∘ ణ(ఝ′

బ,ఝ′
భ, … , ఝ′

ೖ) ,

в частности, когда ே′ = ே″ = ே, ఎ = Idಿ,ெ′ = ெ″ = ெ, ఍ = Idಿ, классы верхней
и нижней строки одинаковы: ణ(ఝ′

బ,ఝ′
భ, … , ఝ′

ೖ) = ణ(ఝ″
బ ,ఝ″

భ , … , ఝ″
ೖ).

Строятся все эти классы так. Выберем проективную резольвенту ௉ ↠ ெ, инъектив-
ную резольвенту ே ↪ ூ и по лем. 5.1 достроим тождественные эндоморфизмы Idಿ,
Idಾ до коммутативной диаграммы

௉ೖ+భ //

ഏೖ+భ

��

௉ೖ //

ഏೖ
��

ആ
��

௉ೖ−భ //

ഏೖ−భ

��

௉ೖ−మ //

ഏೖ−మ

��

⋯ // ௉భ //

ഏభ
��

௉బ //

ഏబ
��

അ

��

ெ //

Idಾ

଴

଴ // ே കబ //

Id

ாభ
കభ //

ഈబ
��

ாమ
കమ //

ഈభ
��

⋯ കೖ−మ // ாೖ−భ
കೖ−భ //

ഈೖ−మ

��

ாೖ
കೖ //

ഈೖ−భ

��

ெ //

ഈೖ
��

଴
ഈೖ+భ

��
଴ // ே // ூబ // ூభ // ⋯ // ூೖ−మ // ூೖ−భ // ூೖ // ூೖ+భ

(5-25)
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Из левого верхнего квадрата видно, что стрелка గೖ ∈ Homೖ
DG(௉,ே) является коцик-

лом в HomDG(௉,ே). Её класс [గೖ] ∈ Extೖ(ெ,ே) также представляется изображённым
пунктиром коциклом ఎ = ఐబఝబగೖ = ఐబగೖ−భడು∶ ௉ೖ → ூబ комплекса HomDG(௉, ூ). Ана-
логично, правый нижний квадрат показывает, что стрелка ఐೖ ∈ Homೖ

DG(ெ, ூ) тоже яв-
ляется коциклом, и её класс [ఐೖ] ∈ Extೖ(ெ,ே) также представляется изображённым
пунктиром коциклом ఍ = ఐೖఝೖగబ = ௗ಺ఐೖ−భగబ∶ ௉బ → ூೖ комплекса HomDG(௉, ூ).

Упражнение 5.23. Пусть верхняя и нижняя строки коммутативной диаграммы

஺೔ ങ //

ഀ
��

೑
$$

஺೔+భ ങ //

ഁ
��

೒
$$

஺೔+మ

ം
��

஻೔+ೖ−భ
ങ

// ஺೔+ೖ ങ
// ஺೔+ೖ−భ

являются фрагментами комплексов ஺ и ஻. Рассмотрим стрелки

௙ ≝ డ ∘ ఈ = ఉ ∘ డ и ௚ ≝ డ ∘ ఉ = ఊ ∘ డ

как различные однородные элементы степени ௞ в комплексе HomDG(஺,஻), един-
ственными ненулевыми компонентами которых являются сами эти стрелки. Убе-
дитесь, что разность ௚− (−ଵ)ೖ−భ௙ = డఉ− (−ଵ)ೖ−భఉడ = [డ,ఉ] является кограницей
в комплексе HomDG(஺,஻).

Из упр. 5.23 вытекает, что в (5-25) коцикл ఎ когомологичен (−ଵ)ೖ(ೖ−భ)఍ = ఍. Таким
образом возникает класс [గೖ] = [ఎ] = [఍] = [ఐೖ] ∈ Extೖ(ெ,ே). Он обозначается

(−ଵ) ೖ(ೖ+భ)
మ ణ(ఝబ,ఝభ, … , ఝೖ) ≝ [గೖ] = [ఎ] = [఍] = [ఐೖ] ∈ Extೖ(ெ,ே) (5-26)

и называется классом точной последовательности

଴ // ே കబ // ாభ
കభ // ாమ

കమ // ⋯ കೖ−మ // ாೖ−భ
കೖ−భ // ாೖ

കೖ // ெ // ଴ .

Обратите внимание, что прямо по построению этот класс обладает свойством (EC4).
Свойство (EC3) получается из (EC4) и коммутативной диаграммы

଴ // ே ೌబകబ //

ೌబ⋯ೌೖ
��

ாభ
ೌభകభ //

ೌభ⋯ೌೖ
��

ாమ
ೌమകమ //

ೌమ⋯ೌೖ
��

⋯ ೌೖ−మകೖ−మ // ாೖ−భ
ೌೖ−భകೖ−భ//

ೌೖ−భೌೖ
��

ாೖ
ೌೖകೖ //

ೌೖ
��

ெ //

Idಾ
��

଴

଴ // ே കబ // ாభ
കభ // ாమ

കమ // ⋯ കೖ−మ // ாೖ−భ
കೖ−భ // ாೖ

കೖ // ெ // ଴ .

Упражнение 5.24. Убедитесь, что при ௞ = ଴ класс (5-26) удовлетворяет (EC0).

Чтобы установить согласованность слияния двух точных последовательностей с про-
изведениемИонедыих классов, о которой идёт речь в (EC2), нам понадобится извест-
ное школьное правило сложения треугольных чисел1:

Упражнение 5.25. Убедитесь, что ೙(೙+భ)
మ + ೘(೘+భ)

మ = (೙+೘)(೙+೘+భ)
మ − ௡௠.

1Собственно ради свойства (EC2) в формулу (5-26) и был внедрён столь витиеватый знак.
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Рассмотримкоммутативнуюдиаграмму, верхниевертикальные стрелкикоторой спра-
ва налево продолжают тождественный морфизм Idಾ коммутативными квадратами
вплоть до стрелки గ೙−ೝ, затем наклонная пунктирная стрелка గ′

೙−ೝ поднимает стрел-
куగ೙−ೝ вдоль эпиморфизма ఍, а последующие наклонные стрелки продолжают стрел-
ку గ′

೙−ೝ коммутативными параллелограммами дальше влево:

௉೙ //

ഏ′೙

~~

௉೙−భ //

ഏ′
೙−భ

||

⋯ // ௉೙−ೝ //

ഏ೙−ೝ
��

ഏ′೙−ೝ

{{

௉೙−ೝ−భ //

ഏ೙−ೝ−భ
��

⋯ // ௉బ //

ഏబ
��

ெ

ே കబ
// ாభ കభ

//

ഈబ
��

⋯ കೝ−భ
// ாೝ അ

// //

ഈೝ−భ
��

௅ ��
ആ //

ഈೝ
��

ாೝ+భ
കೝ+భ //

ഈ′ೝzz

⋯ ക೙−భ // ா೙
ക೙ //

ഈ′೙−భ}}

ெ

ഈ′೙��
ே കబ // ூబ // ⋯ // ூೝ−భ // ூೝ // ⋯ // ூ೙−భ // ூ೙ .

Симметричнымобразом,нижниевертикальные стрелкипродолжаюттождественный
морфизм Idಿ слева направо коммутативными квадратами вплоть до стрелки ఐೝ, кото-
рая затем расширяется вдоль мономорфизма ఎ до наклонной пунктирная стрелки ఐ′ೝ,
и та продолжается коммутативными параллелограммами дальше направо. Произве-
дение ణ (ఝబ, … ,ఝೝ−భ఍) ◡ ణ (ఎ,ఝೝ+భ, … , ఍) ∈ Ext೙(ெ,ே) представляется взятым со
знаком ೝ(ೝ+భ)

మ + (೙−ೝ)(೙−ೝ+భ)
మ = ೙(೙+భ)

మ + ௥(௡ − ௥) когомологическим классом коцикла
ఉ = ఐೝగ೙−ೝ∶ ௉೙−ೝ → ூೝ из комплекса1 HomDG(௉, ூ). Из упр. 5.23 и предыдущей комму-
тативной диаграммы, перерисованной в виде

௉೙ //

ഏ′೙
��

ഀ
��

௉೙−భ //

ഏ′
೙−భ

��

⋯ // ௉೙−ೝ //

ഏ′೙−ೝ
��

ഁ
  

௉೙−ೝ−భ //

ഏ೙−ೝ−భ
��

⋯ // ௉బ // //

ഏబ
��

ം
��

ெ

ே � � // ாభ //

ഈబ
��

⋯ കೝ−భ // ாೝ
ആഅ //

ഈೝ−భ
��

ாೝ+భ
കೝ+భ //

ഈ′ೝ
��

⋯ // ா೙ // //

ഈ′೙−భ
��

ெ
ഈ′೙
��

ே � � // ூబ // ⋯ // ூೝ−భ // ூೝ // ⋯ // ூ೙−భ // ூ೙ ,

мы заключаем, что ఉ когомологичен коциклу (−ଵ)ೝ(೙−భ)ఈ. Так как класс ణ(ఝబ, … ,ఝ೙)
представляется коциклом (−ଵ)೙(೙+భ)

మ [ఈ] и ௥(௡−௥)+௥(௡−ଵ) ≡ ଴ (mod ଶ), мы убеждаемся
в справедливости (EC2). Свойство (EC1) вытекаетиз следующегоболее общегофакта,
весьма полезного в конкретных вычислениях.

Предложение 5.10
Обозначим через ణ ∈ Extభ(ெ,ே) класс, ассоциированной с точной тройкой

଴ → ே ഌ−→ ா ഋ−→ ெ → ଴ .

Тогда для любого модуля஺ в длинных точных последовательностях когомологий, воз-
никающихприприменениикэтой тройкефункторов௛ಲ = Hom(஺, ∗ )и௛ಲ = Hom( ∗ ,஺)
связывающийгомоморфизмఋಲ∶ Extೖ(஺,ெ) → Extೖ+భ(஺,ே) задаётся левым◡-умноже-
ниемнаклассణ:క ↦ ణ◡క, а связывающийгомоморфизмఋಲ∶ Extೖ(ே,஺) → Extೖ+భ(ெ,஺)
задаётся правым ◡-умножением на класс (−ଵ)ೖ+భణ: క ↦ (−ଵ)ೖ+భక ◡ ణ.

1Написанная стрелка является единственной ненулевой компонентой этого коцикла.
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Доказательство. Выберем проективную резольвенту ௉ಲ ↠ ஺, инъективную резоль-
венту ே ↪ ூಿ и рассмотрим коммутативную диаграмму:

௉ಲೖ+భ
ങಲೖ+భ //

ആ
��

ഀ
��

௉ಲೖ
഍

  
഍′

��

ഁ
��

଴ // ே ഌ //

Idಿ

ா ഋ //

ഈబ
��

ெ //

ഈభ
��

଴

଴ // ே ഈ
// ூబಾ ೏బಾ

// ூభಾ .

(5-27)

Нижние два квадрата задают класс ణ(ఔ,ఓ) = −[ఐభ] ∈ Extభ(ெ,ே), где ఐభ∶ ெ → ூభಾ рас-
сматривается как коцикл комплекса HomDG(ெ, ூಿ). Верхняя трапеция описывает дей-
ствие связывающего гомоморфизма ఋಲ на класс [క] ∈ Extೖ(஺,ெ), представленный ко-
циклом క ∶ ௉ಲೖ → ெ комплекса HomDG(௉ಲ,ெ): сначала стрелка క поднимается вдоль
эпиморфизма ఓ до стрелки క′ ∶ ௉ಲೖ → ா, потом переводится дифференциалом ком-
плекса HomDG(௉,ா) в стрелку1 (−ଵ)ೖ+భక′ ∘ డಲೖ+భ∶ ௉ಲೖ+భ → ா, которая пропускается че-
рез ே, так как క — коцикл, и даёт такую стрелку ఎ∶ ௉ಲೖ+భ → ே, что диаграмма (5-27)
становится коммутативной, а класс ఋಲ[క] ∈ Extೖ+భ(ெ,ே) представляется в когомо-
логиях комплекса HomDG(௉ಲ,ே) коциклом (−ଵ)ೖ+భఎ. Этот же класс представляется в
когомологиях комплекса HomDG(௉ಲ, ூಿ) коциклом (−ଵ)ೖ+భఈ = (−ଵ)ೖ+భఐ ∘ఎ, который по
упр. 5.23 когомологичен в HomDG(௉ಲ, ூಿ) коциклу −ఉ = −ఐభ ∘ క, задающему произве-
дение Ионеды ణ[క].

Второе утверждениедоказываетсярассмотрениемсимметричнойдиаграммы, свя-
зывающей проективную резольвенту ௉ಾ ↠ ெ с инъективной резольвентой ஺ ↪ ூಲ:

௉ಾభ
ങಾభ //

ഏభ
��

ഀ

��

௉ಾబ ഏ //

ഏబ
��

ഁ

��

ெ //

Idಾ

଴

ே ഌ
//

഍ !!

ா ഋ
//

഍′
��

ெ //

ആ
��

଴

ூೖಲ ೏ೖಲ
// ூೖ+భ
ಲ .

Связывающий гомоморфизм ఋಲ∶ Extೖ(ே,஺) → Extೖ+భ(ெ,஺) переводит коцикл క ком-
плексаHomDG(ே, ூಲ) в коциклఎ тогоже комплекса (без знаков!), а коциклఉ, представ-
ляющий тот же класс из Extೖ(ெ,஺), но в когомологиях комплекса Hom(௉ಾ, ூಲ), кого-
мологичен по упр. 5.23 коциклу (−ଵ)ೖఈ. Произведение [క] ∘ ణ(ఔ,ఓ) представляется к
тех же когомологиях коциклом −ఈ = −క ∘ గభ. �

1См. прим. 4.3 на стр. 68.
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6.1. Бар-конструкция. В этом разделе мы напишем несколько конкретных комплек-
сов для вычисления функторов Torಲ и Extಲ для ассоциативной алгебры ஺ с единицей
над кольцом𝕜. По умолчаниюмы считаем кольцо «констант»𝕜 коммутативным, а ал-
гебру ஺ и все модули над нею — свободными 𝕜-модулями, называя их для простоты
«векторными пространствами». В зависимости от приложений эти требования мож-
но ослаблять. От коммутативности 𝕜 можно вообще отказаться, если внимательно
следить за тем, с какой стороны действуют константы и каждый раз оговаривать это
в условиях. Свободу 𝕜-модулей при вычислении Tor’ов можно заменить на плоскость,
а при вычислении Ext’ов — на проективность. Мы не будем этого делать, чтобы не
загромождать формулировок. Читатель ничего не потеряет, считая 𝕜 полем, а все мо-
дули— векторными пространствами над 𝕜.

Основными действующими лицами при построении резольвент будут модули

𝔹ಲ೙ ≝ ஺⊗(೙+మ) = ஺ ⊗ ஺ ⊗ … ⊗ ஺⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
೙+మ

,

где тензорные произведения без указания, над чем они вычисляются, по умолчанию
означают тензорные произведения над 𝕜. В наших предположениях 𝔹ಲబ = ஺ ⊗ ஺ яв-
ляется свободным ஺-஺ бимодулем ранга ଵ с базисом ଵ ⊗ ଵ над ஺-஺. Для бо́льших ௡
пространство 𝔹ಲ೙ также представляет собою свободный1 ஺-஺ бимодуль, базис в кото-
ром составляют элементы вида ଵ⊗௔భ⊗௔మ⊗ ⋯ ⊗௔೙⊗ଵ, где каждый из ௔೔ независимо
пробегает некоторый базис2 ஺ над 𝕜. Обозначим через

డ =
೙

∑
೔=బ

(−ଵ)೔డ೔∶ 𝔹ಲ೙ → 𝔹ಲ೙−భ

гомоморфизм ஺-஺-бимодулей, ௜-е слагаемое которого

డ೔∶ ஺⊗(೙+మ) → ஺⊗(೙+భ)

డ೔ (௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙+భ) = ௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೔−భ ⊗ ௔೔௔೔+భ ⊗ ௔೔+మ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙+భ

заменяет (௜+ଵ)-е слева тензорное умножение ⊗ на произведение в алгебре ஺, так что

డ (௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙+భ) =
೙−భ

∑
೔=బ

(−ଵ)೔௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೔௔೔+భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙+భ . (6-1)

Предложение 6.1
Бесконечная влево последовательность гомоморфизмов

⋯ → 𝔹ಲయ
ങ−→ 𝔹ಲమ

ങ−→ 𝔹ಲభ
ങ−→ 𝔹ಲబ

ങబ−→ ஺ → ଴ , (6-2)

1Читатель может по своему усмотрению заменять слово «свободный» на «плоский» или
«проективный», а слово «базис» — на «система порождающих».

2Один и тот же для всех ௜.

123
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в которой డబ∶ ௔బ ⊗௔భ ↦ ௔బ௔భ, является свободной резольвентой бимодуля1 ஺ в кате-
гории ஺-஺ бимодулей.

Доказательство. Тензор డమ(௔బ ⊗ … ⊗ ௔೙+భ) является суммой разложимых тензоров
вида ⋯ ⊗ ௔೔௔೔+భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔ೕ௔ೕ+భ ⊗ ⋯ , где ௝ > ௜ и может быть равен ௜ + ଵ, в каковом
случае ௔೔+భ совпадает с ௔ೕ. Каждое такое слагаемое возникает в сумме ровно дважды:
как డ೔డೕ(௔బ ⊗ … ⊗ ௔೙+భ) со знаком (−ଵ)೔+ೕ и как డೕ−భడ೔(௔బ ⊗ … ⊗ ௔೙+భ) с противопо-
ложным знаком (−ଵ)೔+ೕ−భ. Поэтому డమ = ଴ в (6-2). Отображение ఊ∶ ஺⊗(೙+భ) → ஺⊗(೙+మ),
действующее на разложимые тензоры по правилу

ఊ(௔బ ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙) = ଵ⊗ ௔బ ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ , (6-3)

задаёт гомотопию между тождественным эндоморфизмом и нулевым, поскольку

డ ∘ ఊ (௔బ ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙+భ) = ௔బ ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙+భ −
೙

∑
೔=బ

(−ଵ)೔ଵ⊗ ⋯ ⊗ ௔೔௔೔+భ ⊗ ⋯ ,

ఊ ∘ డ (௔బ ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙+భ) =
೙

∑
೔=బ

(−ଵ)೔ଵ⊗ ⋯ ⊗ ௔೔௔೔+భ ⊗ ⋯ ,

откуда డఊ + ఊడ = Id𝔹ಲ . �
6.1.1. Бар-резольвента левого 𝑨-модуля. Тензорно умножая (6-2) справа над ஺

на произвольный левый ஺-модульெ, мы получаем свободную резольвенту

⋯ / / 𝔹ಲయ(ெ) ങಾ // 𝔹ಲమ(ெ) ങಾ // 𝔹ಲభ (ெ) ങಾ // 𝔹ಲబ(ெ) ങಾబ // ெ // ଴ (6-4)

модуляெ в категории ஺-ℳod , состоящую из модулей

𝔹ಲ೙(ெ) ≝ 𝔹ಲ೙ ⊗ಲ ெ = ஺⊗(೙+భ) ⊗ ஺ ⊗ಲ ெ ≃ ஺⊗(೙+భ) ⊗ெ .

Базис𝔹ಲ೙(ெ) над ஺ состоит из тензоров вида ଵ⊗௔భ ⊗௔మ ⊗ ⋯ ⊗௔೙ ⊗௠, где каждый ௔೔
и௠ независимо пробегают некоторые базисы над 𝕜 в ஺ иெ соответственно. Диффе-
ренциал డಾ = ∑೙

೔=బ(−ଵ)೔డಾ೔ , где ଴ ⩽ ௜ ⩽ ௡ и каждый оператор డಾ೔ заменяет (௜ + ଵ)-й
слева знак ⊗ в мономе ௔బ ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ ⊗ ௠ ∈ 𝔹ಲ೙(ெ) на умножение. В частности,
డಾబ ∶ ஺ ⊗𝕜 ெ → ெ, ௔ ⊗௠ ↦ ௔௠.

6.1.2. Бар-комплекс для вычисления Tor𝑨. Тензорно умножая комплекс2 𝔹ಲ(ெ)
слева на правый ஺-модуль ே над ஺ и пользуясь каноническим отождествлением

ே ⊗ಲ 𝔹ಲ೙(ெ) = ே ⊗ಲ ஺⊗(೙+భ) ⊗ெ ≃ ே ⊗ ஺⊗೙ ⊗ெ ,

мы получаем для вычисления функторов Torಲ(ே,ெ) бар-комплекс 𝔹ಲ(ெ,ே)

⋯ ങ−→ 𝔹ಲయ(ே,ெ) ങ−→ 𝔹ಲమ(ே,ெ) ങ−→ 𝔹ಲభ (ே,ெ) ങ−→ 𝔹ಲబ(ே,ெ) → ଴ (6-5)

1Обратите внимание, что஺ не является свободным஺-஺ бимодулем. Например, каждое про-
изведение ௔భ௔మ задаёт соотношение: «௔మ, умноженное слева на ௔భ, равно ௔భ, умноженному
справа на ௔మ».

2Получающийся из (6-4) отбрасыванием самого правого членаெ.
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в котором 𝔹ಲ೙(ே,ெ) ≝ ே ⊗ ஺⊗ೖ ⊗ ெ и дифференциал డ = ∑೙
೔=బ(−ଵ)೔డ೔, где каждый

граничный оператор డ೔∶ ே ⊗ ஺⊗೙ ⊗ ெ → ே ⊗ ஺⊗(೙−భ) ⊗ ெ при ଴ ⩽ ௜ ⩽ ௡ заменяет
(௜ + ଵ)-й слева знак ⊗ в мономе ௡ ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ ⊗௠ ∈ 𝔹ಾ೙ на умножение:

డ(௡ ⊗ ௔ ⊗௠) = ௡௔ ⊗௠ − ௡ ⊗ ௔௠
డ(௡ ⊗ ௔భ ⊗ ௔మ ⊗௠) = ௡௔భ ⊗ ௔మ ⊗௠ − ௡ ⊗ ௔భ௔మ ⊗௠ + ௡ ⊗ ௔భ ⊗ ௔మ௠ и т. д.

Первая формула лишний раз показывает, что Torಲబ (ே,ெ) = ுబ (𝔹ಲ(ே,ெ)) = ே ⊗ಲ ெ
является фактором тензорного произведения 𝔹ಲబ(ே,ெ) = ே ⊗𝕜 ெ по соотношениям
௡௔ ⊗௠ = ௡ ⊗ ௔௠.

6.1.3. Бар-комплекс для вычисления Ext𝑨. Действуя на комплекс𝔹ಲ(ெ) из фор-
мулы (6-4) функтором Homಲ(∗ ,ே), где ே это левый ஺-модуль, и пользуясь канониче-
скими отождествлениями

Homಲ (𝔹ಲ೙(ெ),ே) = Homಲ (஺⊗(೙+భ) ⊗ெ,ே) ≃
≃ Hom𝕜 (஺⊗೙ ⊗ெ,ே) ≃ Hom𝕜 (஺⊗೙, Hom𝕜(ெ,ே)) ,

мы получаем для вычисления функторов Extಲ(ே,ெ) бар-комплекс 𝔹ಲ(ெ,ே)

଴ → 𝔹బಲ(ெ,ே) ೏−→ 𝔹భಲ(ெ,ே) ೏−→ 𝔹మಲ(ெ,ே) ೏−→ 𝔹యಲ(ெ,ே) ೏−→ ⋯ , (6-6)

где 𝔹೙ಲ(ெ,ே) ≝ Hom𝕜 (஺⊗೙, Hom𝕜(ெ,ே)) удобно представлять себе как пространство
полилинейных над 𝕜 отображений ఝ∶ ஺೙ → Hom𝕜(ெ,ே), сопоставляющих каждому
набору из ௡ элементов (௔భ,௔మ, … ,௔೙) ∈ ஺೙ линейный оператор ఝೌభ,ೌమ,…,ೌ೙ ∶ ெ → ே,
линейно зависящий от каждого из ௔೔ ∈ ஺. Это пространство имеет естественную
структуру ஺-஺ бимодуля: 𝕜-линейные отображения ௔ఝ∶ ெ → ே и ఝ௔∶ ெ → ே дей-
ствуют по стандартным правилам ௔ఝ∶ ௠ ↦ ௔ఝ(௠) и ఝ௔∶ ௠ ↦ ఝ(௔௠). Дифферен-
циалௗ∶ 𝔹೙ಲ(ெ,ே) → 𝔹೙+భ

ಲ (ெ,ே)переводитHom𝕜(ெ,ே)-значную௡-линейнуюформуఝ
на ஺೙ в (௡ + ଵ)-линейную форму ௗఝ с компонентами

(ௗఝ)ೌబ,ೌభ,…,ೌ೙ ∶ ௠ ↦ ௔బఝೌభ,ೌమ,…,ೌ೙(௠)+

+
೙−భ

∑
೔=బ

(−ଵ)೔+భఝೌబ,…,ೌ೔−భ,(ೌ೔ೌ೔+భ),ೌ೔+మ…,ೌ೙(௠)+

+ (−ଵ)೙+భఝೌబ,…,ೌ೙−భ(௔೙௠) . (6-7)

При ௡ = ଴, ଵ, ଶ действие дифференциала описывается равенствами

(ௗఝ)ೌ(௠) = ௔ఝ(௠) −ఝ(௔௠)
(ௗఝ)ೌభ,ೌమ(௠) = ௔భఝೌమ(௠) −ఝೌభೌమ(௠) +ఝೌభ(௔మ௠)

(ௗఝ)ೌభ,ೌమ,ೌయ(௠) = ௔భఝೌమ,ೌయ(௠) −ఝ(ೌభೌమ),ೌయ(௠) +ఝೌభ,(ೌమೌయ)(௠) −ఝೌభ,ೌమ(௔య௠) .

Первое из них утверждает, что Extబಲ(ெ,ே) = ுబ(�𝔹ಲ(ெ,ே))� ≃ Homಲ(ெ,ே) это про-
странство ஺-линейных отображенийெ → ே.
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Лемма 6.1 (◠-произведение перестановочно с бар-дифференциалом)
Дляпроизвольных левых஺-модулей ௅,ெ илюбого коциклаట ∈ 𝔹ೖಲ(௅,ெ) отображения

∗ ◠ ట∶ 𝔹ಲ೙(௅) → 𝔹ಲ೙−ೖ(ெ) , ఛ ↦ ఛ ◠ ట , где

(௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔ೖ ⊗ ℓ) ◠ ట ≝ ௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙−ೖ ⊗టೌ೙−ೖ+భ,…,ೌ೙(ℓ) ,
(6-8)

включаются в коммутативную диаграмму, строки которой суть бар-комплексы (6-4):

⋯ ങಽ // 𝔹ಲ೙+భ(௅) ങಽ //

◠ഗ
��

𝔹ಲ೙(௅) ങಽ //

◠ഗ
��

𝔹ಲ೙−భ(௅) ങಽ //

◠ഗ
��

⋯

⋯ ങಾ // 𝔹ಲ೙−ೖ+భ(ெ) ങಾ // 𝔹ಲ೙−ೖ(ெ) ങಾ // 𝔹ಲ೙−ೖ−భ(ெ) ങಾ // ⋯ .

(6-9)

Доказательство. Для разложимого тензора ఛ = ௔బ ⊗ ⋯ ⊗௔೙ ⊗ℓ ∈ 𝔹ಲ೙(௅) = ஺⊗(೙+భ) ⊗௅

డಽ(ఛ) ◠ ట = (�
೙−భ

∑ഌ=బ
(−ଵ)ഌ௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔ഌ௔ഌ+భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ ⊗ ℓ)� ◠ ట+

+ (−ଵ)೙ (௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙−భ ⊗ ௔೙ℓ) ◠ ట =

=
೙−ೖ−భ

∑ഌ=బ
(−ଵ)ഌ௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔ഌ௔ഌ+భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙−ೖ ⊗టೌ೙−ೖ+భ,…,ೌ೙(ℓ)+

+
೙−భ

∑
ഌ=೙−ೖ

(−ଵ)ഌ௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙−ೖ−భ ⊗టೌ೙−ೖ,…,(ೌഌೌഌ+భ),…,ೌ೙(ℓ)+

+ (−ଵ)೙௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙−ೖ−భ ⊗టೌ೙−ೖ,…,ೌ೙−భ(௔೙ℓ) .

С другой стороны,

డಾ(ఛ ◠ ట) = డಾ (௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙−ೖ ⊗టೌ೙−ೖ+భ,…,ೌ೙(ℓ)) =

=
೙−ೖ−భ

∑ഌ=బ
(−ଵ)ഌ௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔ഌ௔ഌ+భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙−ೖ ⊗టೌ೙−ೖ+భ,…,ೌ೙(ℓ)+

+ (−ଵ)೙−ೖ௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙−ೖ−భ ⊗ ௔೙−ೖటೌ೙−ೖ+భ,…,ೌ೙(ℓ) =
= డಽ(ఛ) ◠ ట + (−ଵ)೙−ೖ௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙−ೖ−భ ⊗ (ௗట)ೌ೙−ೖ,…,ೌ೙(ℓ) ,

(6-10)

ибо по формуле (6-7) форма ௗట ∈ 𝔹ೖ+భ
ಲ (௅,ெ) имеет компоненты

(ௗట)ೌ೙−ೖ,…,ೌ೙(ℓ) = ௔೙−ೖటೌ೙−ೖ+భ,…,ೌ೙(ℓ)+

+
೙−భ

∑
ഌ=೙−ೖ

(−ଵ)ഌ−(೙−ೖ)+భటೌ೙−ೖ,…,(ೌ೙−ೖ+ഌೌ೙−ೖ+ഌ+భ),…,ೌ೙(ℓ)+

+ (−ଵ)ೖ+భటೌ೙−ೖ,…,ೌ೙−భ(௔೙ℓ) .

Поскольку форма ట ∈ 𝔹ೖಲ(௅,ெ) является коциклом, второе слагаемое в последней
строке из (6-10) зануляется. �
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Упражнение 6.1. Покажите, что при замене коцикла ట на когомологичный набор
вертикальных стрелок на диаграмме (6-9) заменится на гомотопный.

Следствие 6.1
В условиях лем. 6.1 набор стрелок టഌ∶ 𝔹ಲೖ+ഌ(௅) → 𝔹ഌ(ெ), ఛ ↦ (−ଵ)ೖഌఛ ◠ ట являет-
ся коциклом степени ௞ в комплексе HomDGಲ (𝔹ಲ(௅),𝔹ಲ(ெ)) и представляет тот же ко-

гомологический класс в Extೖ(௅,ெ) ≃ ுೖ (HomDGಲ (𝔹ಲ(௅),𝔹ಲ(ெ))), что и бар�коцикл

ట ∈ 𝔹ೖಲ(௅,ெ).

Доказательство. Это выводится из коммутативности диаграммы

⋯ ങಽ // 𝔹ಲೖ+ഌ(௅) ങಽ //

◠ഗ
��

⋯ ങಽ // 𝔹ಲೖ+భ(௅) ങಽ //

◠ഗ
��

𝔹ಲೖ(௅) ങಽ //

◠ഗ
��

𝔹ಲೖ(௅)∕imడಽ //

◠ഗ
��

଴

⋯ ങಾ // 𝔹ಲഌ(ெ) ങಾ // ⋯ ങಾ // 𝔹ಲభ (ெ) ങಾ // 𝔹ಲబ(ெ) ങಾ // ெ // ଴

тем же рассуждением, что и формула (5-18) из прим. 5.7 на стр. 114. �

6.1.4. Умножение Ионеды (◡-произведение). Из сл. 6.1 вытекает, что произве-
дениеИонедыкогомологических классов коцикловఝ ∈ 𝔹೔ಲ(ெ,ே)иట ∈ 𝔹ೕಲ(௅,ெ)пред-
ставляется в комплексе HomDGಲ (𝔹ಲ(௅),ே) композицией ఝ ∘టೕ отображения

ఝ∶ 𝔹ಲ೔ (ெ) → ே , ௔బ ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೔ ⊗௠ ↦ ௔బఝೌభ,…,ೌ೔(௠) ,

задаваемого бар-коцикломఝ, и отображенияటೕ∶ 𝔹ಲ೔+ೕ(௅) → 𝔹ಲ೔ (ெ), ఛ ↦ (−ଵ)೔ೕఛ◠ట из
сл. 6.1, которое действует на разложимые тензоры по правилу

௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೔+ೕ ⊗ ℓ ↦ (−ଵ)೔ೕ௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೔ ⊗టೌ೔+భ,…,ೌ೔+ೕ(ℓ) .

Таким образом, в бар-комплексе 𝔹ಲ(௅,ே) композиция ఝ ∘ టೕ∶ 𝔹ಲ೔+ೕ(௅) → ே представ-

ляется полилинейной формой ఝ ◡ ట∶ ஺೔+ೕ → Hom𝕜(௅,ே) с компонентами

(ఝ ◡ ట)ೌభ,…,ೌ೔,್భ,…,್ೕ = (−ଵ)|ക|⋅|ഗ|ఝೌభ,…,ೌ೔ ∘ట್భ,…,್ೕ . (6-11)

Форма (6-11) называется ◡-произведением полилинейных форм

ఝ∶ ஺೔ → Hom𝕜(௅,ெ) и ట∶ ஺ೕ → Hom𝕜(ெ,ே) .

6.1.5. ◠-произведениеTor𝑨𝒏(𝑵,𝑳)⊗Ext𝒌𝑨(𝑳,𝑴) → Tor𝑨𝒏−𝒌(𝑵,𝑴).Тензорно умножая
над ஺ слева на правый ஺-модуль ே диаграмму

⋯ ങಽ // 𝔹ಲ೙+భ(௅) ങಽ //

ഗ೙−ೖ+భ

��

𝔹ಲ೙(௅) ങಽ //

ഗ೙−ೖ+భ

��

𝔹ಲ೙−భ(௅) ങಽ //

ഗ೙−ೖ+భ

��

⋯

⋯ ങಾ // 𝔹ಲ೙−ೖ+భ(ெ) ങಾ // 𝔹ಲ೙−ೖ(ெ) ങಾ // 𝔹ಲ೙−ೖ−భ(ெ) ങಾ // ⋯ .
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вертикальные стрелкикоторой s-коммутируют с бар-дифференциаламипо сл. 6.1,мы
получаем диаграмму бар-комплексов из n∘ 6.1.2 на стр. 124

⋯ ങಽ // 𝔹ಲ೙+భ(ே, ௅) ങಽ //

Idಿ⊗ഗ೙−ೖ+భ

��

𝔹ಲ೙(ே, ௅) ങಽ //

Idಿ⊗ഗ೙−ೖ+భ

��

𝔹ಲ೙−భ(ே, ௅) ങಽ //

Idಿ⊗ഗ೙−ೖ+భ

��

⋯

⋯ ങಾ // 𝔹ಲ೙−ೖ+భ(ே,ெ) ങಾ // 𝔹ಲ೙−ೖ(ே,ெ) ങಾ // 𝔹ಲ೙−ೖ−భ(ே,ெ) ങಾ // ⋯ .

вертикальные стрелки которой по-прежнему s-коммутируют с бар-дифференциала-
ми и, стало быть, корректно задают 𝕜-линейные отображения между гомологиями

∗ ◠ ట∶ Torಲ೙(ே, ௅) → Torಲ೙−ೖ(ே,ெ) , ఛ ↦ ఛ ◠ ట ,

которыеназываются◠-произведениямискогомологическимклассом [ట] ∈ Extೖ(௅,ெ)
коцикла ట ∈ 𝔹ೖಲ(௅,ெ). На уровне разложимых тензоров, ◠-произведение переводит
элемент ௫ ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ ⊗ ௬ ∈ 𝔹ಲ೙(ே, ௅) = ே ⊗ ஺⊗೙ ⊗ ௅ в элемент

(௫ ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ ⊗ ௬) ◠ ట = ௫ ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙−ೖ ⊗టೌ೙−ೖ+భ,…,ೌ೙(௬) ∈ 𝔹ಲ೙−ೖ(ே,ெ) .
6.1.6. Нормализованные бар-резольвенты. Обозначим через ஺ = ஺∕𝕜 коядро

𝕜-линейного вложения 𝕜 ↪ ஺, ఒ ↦ ఒ ⋅ ଵಲ, и положим

𝔹ಲ೙ ≝ ஺ ⊗ ஺ ⊗ … ⊗ ஺⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
೙

⊗஺ .

Упражнение 6.2. Убедитесь, что бар-дифференциал из форм. (6-1) на стр. 123 и стя-
гивающая его гомотопия из форм. (6-3) на стр. 124 корректно факторизуются до
отображений డ∶ 𝔹ಲ೙ → 𝔹ಲ೙−భ и ௦∶ 𝔹ಲ೙ → 𝔹ಲ೙+భ.

Полученный в результате такой факторизации точный комплекс

⋯ → 𝔹ಲయ
ങ−→ 𝔹ಲమ

ങ−→ 𝔹ಲభ
ങ−→ 𝔹ಲబ

ങబ−→ ஺ → ଴ , (6-12)

с дифференциалом డ, который действует на базисные тензоры по правилу

డ(ଵ⊗ ௔భ ⊗ ௔మ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ ⊗ ଵ) = ௔భ ⊗ ௔మ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ ⊗ ଵ+

+
೙−భ

∑
೔=భ

(−ଵ)೔ଵ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೔−భ ⊗ ௔೔௔೔+భ ⊗ ௔೔+మ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ ⊗ ଵ+

+ (−ଵ)೙ଵ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙−భ ⊗ ௔೙ , (6-13)

называетсянормализованной бар-резольвентой алгебры஺. Возникающиеизнего бар-
резольвента 𝔹ಲ(ெ) для левого ஺-модуляெ и бар-комплексы 𝔹ಲ(ே,ெ) и 𝔹ಲ(ெ,ே) для
вычисленияTorಲ(ே,ெ)иExtಲ(ெ,ே) тоженазываютсянормализованными. Дифферен-
циалы последних двух комплексов при малых ௡ имеют вид

డ(௡ ⊗ ௔ ⊗௠) = ௡௔ ⊗௠ − ௡ ⊗ ௔௠ ,
డ(௡ ⊗ ௔భ ⊗ ௔మ ⊗௠) = ௡௔భ ⊗ ௔మ ⊗௠ − ௡ ⊗ ௔భ௔మ ⊗௠ + ௡ ⊗ ௔భ ⊗ ௔మ௠ ,

(ௗఝ)ೌ(௠) = ௔ఝ(௠) −ఝ(௔௠) ,
(ௗఝ)ೌభ,ೌమ(௠) = ௔భఝೌమ(௠) −ఝೌభೌమ(௠) +ఝೌభ(௔మ௠) ,
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из которого ясно, что они определены корректно. Мнемоническое правило при вы-
числениях с нормализованными бар-комплексами состоит в том, чтобыполагать рав-
ными нулю все тензорные мономы, содержащие сомножитель из 𝕜, и все полилиней-
ные формы, у которых один из нижних индексов лежит в 𝕜.
6.2. Аугументированные ассоциативные алгебры.Ассоциативная алгебра஺ с еди-
ницей над полем 𝕜 называется аугументированной1, если задан сюрьективный гомо-
морфизм 𝕜-алгебр ఌ∶ ஺ ↠ 𝕜, именуемый аугументацией. Его ядро ℑ = ℑഄ(஺) ≝ ker ఌ
называется идеалом аугументации. Аугументация наделяет одномерное векторное
пространство 𝕜 структурой ஺-модуля, на котором идеал ℑ действует нулём. Этот мо-
дуль называется тривиальным ஺-модулем2.

Для произвольного ஺-модуля ே векторные пространства

ு೙(஺,ே) ≝ Torಲ೙(ே,𝕜) и ு೙(஺,ே) ≝ Ext೙ಲ(𝕜,ே)

называются гомологиямии когомологиями алгебры஺ с коэффициентами вே. При лю-
бом ே пространства когомологий ு೙(஺,ே) являются ஺-модулями, а при ே = 𝕜 обра-
зуют градуированную 𝕜-алгебру относительно умножения Ионеды.

Нормализованная бар-резольвента𝔹ಲ(𝕜) тривиального левого модуля𝕜 после ка-
нонического отождествления ஺ ⊗ ஺⊗೙ ⊗ 𝕜 с ஺ ⊗ ஺⊗೙ приобретает вид

⋯ ങ−→ ஺ ⊗ ஺ ⊗ ஺ ⊗ ஺ ങ−→ ஺ ⊗ ஺ ⊗ ஺ ങ−→ ஺ ⊗ ஺ ങ−→ ஺ → ଴ (6-14)

и как векторное пространство представляет собою тензорное произведение над 𝕜 ал-
гебры ஺ и тензорной алгебры 𝕋(஺) векторного пространства ஺. Дифференциал డ пе-
реводит базисный вектор ଵ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ свободного ஺-модуля 𝔹ಲ೙(𝕜) = ஺ ⊗ 𝕋೙(஺) в
альтернированную сумму

௔భ ⊗ ௔మ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ +
೙−భ

∑
೔=భ

(−ଵ)೔ଵ⊗ ௔భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೔௔೔+భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙ . (6-15)

(продолжение следует…)

1В отечественной литературе вместо «аугументированный» и «аугументация» иногда ис-
пользуется термины пополненный и пополнение, но они слишком многозначны, и в алгебро-
геометрических контекстах это может вызывать путаницу.

2Не следует путать тривиальный ஺-модуль с нулевым.



Ответы и указания к некоторым упражнениям

Упр. 1.1. Транзитивность очевидна, рефлексивность — взять క = Id, кососимметрич-
ность: в силу возможности сокращать слева (соотв. справа), равенстваఝ = టక = ఝక′క
(соотв.ఝ = కట = కక′ట) влекут క′క = Id (соотв. కక′ = Id), а равенстваట = ఝక′ = టకక′

(соотв.ట = ఝక′ = టకక′) влекут కక′ = Id (соотв. కక′ = Id)
Упр. 1.6. Типичный ответ: «ln |௫| + ஼, где ஼ — произвольная константа» неверен1. На

самом деле деле஼ является сечением постоянного пучкаℝ∼ над несвязным открытым
множеством ℝ ∖ ଴.

Упр. 1.12. Элементу ௔ ∈ ி(஺) отвечает естественное преобразование

௙೉∶ Hom(஺,௑) → ி(௑) ,

посылающее стрелку ఝ∶ ஺ → ௑ в значение отображения ி(ఝ)∶ ி(஺) → ி(௑) на эле-
менте௔. Обратное отображение сопоставляет естественномупреобразованию௙∗ зна-
чение отображения ௙ಲ∶ ௛ಲ(஺) → ி(஺) на элементе Idಲ ∈ ௛ಲ(஺). Проверяется это с
помощью построенной по произвольной стрелке ఝ∶ ஺ → ௑ диаграммы

௛ಲ(஺) = Hom(஺,஺) ೓ಲ(ക) //

೑ಲ
��

Hom(஺,௑) = ௛ಲ(௑)
೑೉
��

ி(஺) ಷ(ക) // ி(௑) ,

(6-16)

верхняя строка которой переводит Idಲ в ఝ, так что ௙೉(ఝ) = ி(ఝ)(�௙ಲ(Idಲ))�.
Упр. 2.7. Отображения Homℳod-ಳ(஻,௒) → ௒, ఝ ↦ ఝ(ଵ), и ௒ → Homℳod-ಳ(஻,௒) → ௒, ௬ ↦

(ఝ∶ ௕ ↦ ௬௕), являются взаимно обратными ஺-линейными справа изоморфизмами.

Упр. 2.9. Отображения ௫ ⊗ಳ ௕ ↦ ௫௕ и ௫ ↦ ௫ ⊗ ⊗ಳଵ являются взаимно обратными ஺-
линейными справа изоморфизмами между ௑ ⊗ಳ ஻ и ௑.

Упр. 2.11. См. последний раздел 7.3.3 лекцииhttp://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/
algebra-3/1415/lec-07.pdf.

Упр. 2.12. Непрерывному отображению ௙∶ |௑| → ௒ из Hom𝒯op(|௑|,௒) биективно соот-
ветствует естественное по [௡] ∈ Ob௱ преобразование ௙೙ ∶ ௑೙ → Hom𝒯op(௱೙,௒) из
Homp𝒮h (௑, ௌ(௒)), сопоставляющее точке ௫ ∈ ௑೙ композицию

௙ ∘ ఐ|ೣ×೩೙ ∶ ௱೙ → |௑| → ௒ ,

где ఐ|ೣ×೩೙ ∶ ௱೙ → |௑| это ограничение отображения факторизации2

ఐ∶ ⨆೙⩾బ
௑೙ × ௱೙ → |௑|

направильный симплекс {௫}×௱೙ ⊂ ௑೙×௱೙ (убедитесь, что௙೙ функториально зависит
от комбинаторного симплекса [௡]). Обратная биекция сопоставляет естественному

1И в былые годы абитуриентам мехмата случалось получать за такой ответ двойку на уст-
ном вступительном экзамене по математике.

2Непрерывного в силу определения фактор топологии.
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по [௡] ∈ Ob௱ набору отображений ௙೙ ∶ ௑೙ → Hom𝒯op(௱೙,௒) отображение |௑| → ௒,
переводящее класс точки (௫, ௦) ∈ ௑೙ ×௱೙ по модулю соотношений (௑(ఝ)௫, ௦) = (௫,ఝ௦)
в значение непрерывного отображения ௙೙(௫)∶ ௱೙ → ௒ в точке ௦ ∈ ௱೙ (убедитесь, что
это значениене зависит от выборапредставителя (௫, ௦) в его классе эквивалентности).
Естественное преобразование ௧ೊ∶ |ௌ(௒)| → ௒ переводит класс пары

(௚ ∶ ௱೙ → ௒, ௧ ∈ ௱೙) ∈ ௌ೙(௒) × ௱೙ = Hom𝒯op(௱೙,௒) × ௱೙ ,

представляющей точку из фактор пространства |ௌ(௒)|, геометрической реализации
симплициального множества ௌ(௒), в точку ௚(௧) ∈ ௒ (убедитесь, что отображение ௧ೊ
корректно определено, непрерывно и функториально по топологическому простран-
ству ௒). Действие естественного преобразования ௦೉∶ ௑ → ௌ( �|௑|)� над комбинатор-
ным симплексом [௡] ∈ Ob௱ переводит точку ௫ ∈ ௑೙ в сингулярный симплекс

ఐ|ೣ×೩೙ ∶ ௱೙ → |௑|

топологического пространства |௑| (убедитесь, что он функториален по [௡] ∈ Ob௱ и
предпучку ி ∈ Obℱun(௱opp,𝒮et)).

Упр. 2.14. Начальное множество и начальное топологическое пространство пусты, ко-
нечное множество и конечное топологическое пространство это одна точка. Началь-
ный и конечный объекты категории групп это единичная группа1. В категориях абе-
левых групп, коммутативныхколецимодулейначальныйиконечныйобъект этонуль.

Упр. 2.15. В категории групп нулевым объектом является единичная группа. В катего-
риях абелевых групп, коммутативных колец и модулей нулевой объект это нулевая
абелева группа.

Упр. 2.19. Гомоморфизмы коммутативных колец ஺ ← ௄ → ஺ наделяют ஺ и ஻ структу-
рами ௄-алгебр, и копроизведение ஺ ⊗಼ ஻ это тензорное произведение ௄-алгебр, т. е.
фактор свободного ௄-модуля с базисом ஺ × ஻ (произведение в категории множеств)
по подмодулю, порождённому всевозможными разностями

(ఒభ௔భ + ఒమ௔మ,తభ௕భ + తమ௕మ) −
మ

∑
೔,ೕ=భ

ఒ೔తೕ(௔೔,௕ೕ)

с ఒ೔,త೔ ∈ ௄, ௔೔ ∈ ஺, ఉೕ ∈ ஻ (ср. с n∘ 2.2). Произведение на классах эквивалентности
задаётся покомпонентно: (௔భ ⊗಼ ௕భ) ⋅ (௔మ ⊗಼ ௕మ) = (௔భ௔మ) ⊗಼ (௕భ௕మ).

Упр. 2.23. Применяяпервое условиеОре2 кпроизвольнымэлементам ௦ = ௦భ иద = ௦మ изௌ
получаем ведущие из ௦భ и ௦మ стрелки ఒ и ௧ с общим концом ఒ௦భ = ௧௦మ ∈ ௌ. Применяя
второе условие Оре3 к паре стрелок ఝ,ట ∈ Homೄ(௦, ௦′), где ௦′ = ఝ௦ = ట௦, получаем
такую стрелку ௧ ∈ Homೄ(௦′, ௧௦′), что ௧ఝ = ௧ట.

Упр. 2.24. Таккакпопредыдущемуупр. 2.23категорияௌфильтрующаяся, у дробей ௦−భ
భ దభ

и ௦−భ
మ దమ есть общий знаменатель ௧ = ఒభ௦భ = ఒమ௦మ ∈ ௌ с ఒభ,ఒమ ∈ ோ. Тогда ௦−భ

భ దభ+௦−భ
మ దమ =

௧−భ(ఒభదభ + ఒమదమ).
1Т. е. группа, состоящая только из единичного элемента.
2См. формулу (LOభ) на стр. 34.
3См. формулу (LOమ) на стр. 34.
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Упр. 3.1. Всё вытекает из дистрибутивности: ఝఈ = ఝఉ ⟺ ఝ(ఈ − ఉ) = ଴.
Упр. 3.3. Морфизмы ∇ೊ∶ ௒ ⊕ ௒ → ௒, ఝ ⊕ట∶ ௑ ⊕ ௑ → ௒ ⊕ ௒ и ௱೉∶ ௑ → ௑ ⊕ ௑ задаются

матрицами

(
Idೊ
Idೊ) , (

ఝ ଴
଴ ట) , (Id೉ Id೉) ,

произведение которых равно ଵ × ଵ-матрице (ఝ +ట).
Упр. 3.4. Инъективность ఐഌ и сюрьективность గഌ вытекает из равенства గഌఐഌ = Id೉ഌ .

Инъективность ఙ редуцируется к инъективности морфизма ௑ ⊕ ௒ → ௑ ⊕ ௒ между
суммами двух объектов при помощи леммы Цорна: рассмотрите чум таких подмно-
жеств ௌ ⊂ ே, что отображение ∐

ഌ∈ೄ
௑ഌ → ∏

ഌ∈ೄ
௑ഌ инъективно.

Упр. 3.8. Ядро задаёт правый сопряжённый функтор к функтору𝒜 → 𝒜r , ௑ ↦ {௑ → ଴},
а коядро — левый сопряжённый функтор к функтору𝒜 → 𝒜r , ௑ ↦ {௑ → ଴}.

Упр. 3.9. Коядро является фактором по замыканию образа. Вложение дискретной груп-
пы ℚ в ℝ со стандартной топологией и плотные обмотки торов мономорфны и эпи-
морфны, но не обратимы.

Упр. 3.10. Если ఝ обратим, то он не делит нуль ни справа, ни слева, откуда ker ఝ = ଴ и
coker ఝ = ଴. Если ker ఝ = ଴ и coker ఝ = ଴, то по ?? диаграмма (3-6) приобретает вид

଴ ௒oo ௒Idೊoo

଴ // ௑
ക
OO

Id೉ // ௑ ,

ക

OO

и обратимость ఝ влечёт обратимость ఝ. Если ఝ мономорфен или эпиморфен, его ка-
ноническое разложение (3-6) имеет, соответственно, вид

coker ఝ ௒ಛoo ker ணಥ′
oo

଴ // ௑
ക
OO

Id೉ ௑
ക
OO

или

଴ ௒oo ௒Idೊ

ker ఝ ಥ // ௑
ക
OO

ಛ′
// coker ஭ ,

ക

OO

и ఝ задаёт канонические изоморфизмы ௑ ⥲ ker ண и coker త ⥲ ௒.
Упр. 3.11. ఉ′ и ఝ выражаются друг через друга как ఉ′ = గಲఝ и ఝ = ఐಲఉ′ + ఐಳఉ. Симмет-

рично, ఈ′ и ఝ−భ связаны формулами ఈ′ = ఝ−భఐಳ и ఝ−భ = ఈగಲ + ఈ′గಳ (убедитесь, что
и ఝ, и ఝ−భ в обоих случаях обратимы!). Точная тройка абелевых групп

଴ // ℤ ೥↦మ೥ // ℤ // ℤ∕(ଶ) // ଴

нерасщепима, т. к. Homℤ(ℤ∕(ଶ),ℤ) = ଴.
Упр. 3.12. Если функтор ி сохраняет точность троек, то он переводит каноническое раз-

ложение (3-7) любогоморфизмаఝ вканоническоеразложениеморфизмаி(ఝ), в част-
ности — переводит imఝ в im(�ி(ఝ))�.

Упр. 3.18. ℚ иℚ∕/ℤ очевидно удовлетворяют условиям лем. 3.2 на стр. 54. Гомоморфизм
ఝ∶ ஺ → ℚ∕ℤ с ఝ(௔) ≠ ଴ сначала строится на порождённом элементом ௔ подмодуле



Ответы и указания к упражнениям 133

ℤ ⋅ ௔ (изоморфном либо ℤ либо ℤ∕(௡)), а потом по инъективности продолжается на
весь модуль ஺.

Упр. 3.19. Согласно предл. 3.3 на стр. 49 все четыре стрелки в декартовом квадрате

஺ ×ಾ ஻ � �ഀ′
//

� _

ഁ′

��

஻� _
ഁ
��

௄? _ജoo

஺ � � ഀ // ெ ഏ // //ெ∕஺

инъективны. Всякий подобъект త∶ ௄ ↪ ஻, для которого గఉత = ଴ допускает такое
вложение త′ ∶ ௄ ↪ ஻ = ker గ, что ఈత′ = ఉత′. Поэтому он вкладывается и в ஺ ×ಾ ஻.

Упр. 3.20. Подобъекты любого объекта ௑ инъективно вкладываются в множество под-
групп группы ௛ು(௑) = Hom(௉,௑).

Упр. 3.21. Для любого ௒ ∈ Ob𝒜 функтор ௛ೊ ∶ ௓ ↦ Hom𝒜(௓,௒) переведёт точную после-

довательность Hom(ீ,௑) ⊗ ீ ೎−→ ௑ → coker ௖ → ଴ в точную последовательность

଴ → Hom(coker ௖,௒)௧௢Hom(௑,௒) ೎∗
−→ Hom(ீ,௒)Hom(ಸ,೉) ,

в которой ௖∗ сопоставляет стрелке ఝ∶ ௑ → ௒ график функции

௛ಸ(ఝ) = ఝ∗ ∶ Hom(ீ,௑) → Hom(ீ,௒) , ట ↦ ఝట .

Инъективность ௖∗ равносильна инъективности ௛ಸ ∶ Hom(௑,௒) → Hom(௛ಸ(௑),௛ಸ(௒).
Если coker ௖ = ଴, отображение ௖∗ инъективно и ௛ಸ строг. Наоборот, если ௛ಸ строг, то
Hom(coker ௖,௒) = ଴ для всех ௒, и беря ௒ = coker ௖, заключаем, что ௒ = ଴.

Упр. 3.22. Воспользуйтесьфункториальнымпо௑изоморфизмомHomೃ (௑, Homℤ(ோ,ℚ∕ℤ)) ≃
Homℤ(�௑ ⊗ℤ ோ,ℚ∕ℤ) �.

Упр. 3.23. Если обе стрелки в ஺ ↪ ஻ ↪ ஼ являются существенными расширениями,
то для любого подобъекта ௌ ↪ ஼ сквозное отображение ఉ∶ ஻ ↪ ஼ ↠ ஼ ∕ௌ имеет
ненулевое ядро ௄, и сквозное отображение ஺ ↪ ஻ ↠ ஻ ∕௄ имеет ненулевое ядро.
Поэтому композиция ஺ → ஻∕௄ = imఉ → ஼∕ௌ тоже имеет ненулевое ядро.

Упр. 3.24. Для любого подобъекта ே ↪ ாഘ в силу гротендиковости имеем ே ≃ ே ×ಶഘ
ாഘ ≃ ே ×ಶഘ colimഌ<ഘ ாഌ ≃ colimഌ<ഘே ×ಶഘ ாഌ. Поэтому найдётся такой ఎ, что ே ×ಶഘ
ாആ ≠ ଴, и стало быть, ே имеет непустое пересечение со всеми ாഓ с ఛ ⩾ ఎ. Так как
расширение ௑ ↪ ாആ и все расширения ாഌ ↪ ாആ с ఔ < ఎ существенны, то и ௑, и все
ாഌ имеют непустое пересечение с ненулевым подобъектомே ×ಶഘ ாആ ↪ ாആ, а значит и
с ே, поскольку каноническая стрелка ே ×ಶഘ ாആ ↪ ே тоже инъективна.

Упр. 3.25. Для конечной диаграммы компактных объектов ௄ജ и любой фильтрованной
диаграммы ௑ഌ имеем

Hom(colim௄ജ, colim௑ഌ) = lim Hom(௄ೖ, colim௑ഌ) = lim
ജ

colim
ഌ

Hom(௑ജ,௑ഌ) =

= colim
ഌ

lim
ജ

Hom(௑ജ,௑ഌ) = colim
ഌ

Hom(colim௑ജ,௑ഌ)

(в третьем равенстве мы воспользовались предл. 2.9 на стр. 39).
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Упр. 3.26. Поскольку всякий эпиморфизмగ∶ ோ೘ ↠ ௉ расщепляется, ker గ является пря-
мым слагаемым в ோ೘. Поэтому имеется сюрьекция ோ೘ ↠ ker గ.

Упр. 4.1. Пусть стрелка ఈ ведёт в объект ஼, а ఉ — из ஼. Поскольку ఉఈ = ଴, вложение
ఈ′ ∶ imఈ ↪ ஼ и сюрьекция ఉ′ ∶ ஼ ↠ imఉ пропускаются, соответственно, через ker ఉ
и coker ఈ при помощи единственных стрелок ఐ и గ:

coker త = imఉ

ker ఍ = imఈ � � ഀ′
//

p�

ഈ !!

஼
ഁ′
OOOO

അ
// // coker ఈ

ഏ
dddd

ker ఉ?
�

ജ

OO (6-17)

Покажем, что ఐ является ядром, а గ— коядром композиции ఍త∶ ker ఉ → coker ఈ. То-
гда ఐ автоматически будет инъективен, గ — сюрьективен, а coker ఐ = coim(఍త) будет
канонически изоморфен im(఍త) = ker గ в силу абелевости объемлющей категории.
Во-первых, ఍తఐ = ఍ఈ′ = ଴. Во-вторых, если ఍తఎ = ଴ для некоторого ఎ∶ ௑ → ker ఉ, то
существует единственный такой ఎ′ ∶ ௑ → ker ఍ = imఈ, что తఎ = ఈ′ఎ′ = తఐఎ′. В силу
инъективности త, это равносильно ఎ = ఐఎ′. Рассуждение про గ полностью симмет-
рично.

Упр. 4.2. Пусть симплекс ௫ имеет вершины ଴, ଵ, … , ௡, упорядоченные по возрастанию.

Цепь డమ௫ =
೙−భ
∑
ೕ=బ

೙
∑
೔=బ

(−ଵ)೔+ೕడೕడ೔(଴, ଵ, … , ௡) является суммой (௡−ଶ)-мерных симплексов
вида

଴, ଵ, … , ఓ̂, … , ఔ̂, … , ௡ ,
где ఓ < ఔ и крышки означают пропуск ఓ-той и ఔ-той вершины. Каждый такой сим-
плекс появляется в сумме ровно два раза: как డഋడഌ௫ и как డഌ−భడഋ௫, и эти вхождения
имеют противоположные знаки.

Упр. 4.3. В обозначениях с рис. 1⋄1 на стр. 8 модуль ஼మ ≃ ℤమ имеет базис ௙భ, ௙మ, модуль
஼భ ≃ ℤయ имеет базис ௘భ, ௘మ, ௘య, модуль ஼బ ≃ ℤ имеет базис ௘, а граничный оператор
действует на симплексы триангуляции по формулам1

డ(௙భ) = ௘భ − ௘య + ௘మ డ(௙మ) = ௘మ − ௘య + ௘భ
డ(௘భ) = డ(௘మ) = డ(௘య) = ௩ − ௩ = ଴

డ(௩) = ଴ .

Таким образом, комплекс имеет вид ଴ → ℤమ → ℤయ → ℤ → ଴, где стрелка ℤయ → ℤ

нулевая, а стрелкаℤమ → ℤయ имеетматрицу
⎛
⎜
⎜
⎝

ଵ ଵ
ଵ ଵ

−ଵ −ଵ

⎞
⎟
⎟
⎠
. Поэтомуுమ ≃ ℤ с базисом௙భ−௙మ,

ுభ ≃ ℤమ с базисом ௘భ, ௘మ, ுబ ≃ ℤమ с базисом ௩.
Упр. 4.6. ఝ(క) является коциклом, поскольку ௗೈఝక = ఝௗೇక = ଴. Класс ఝ(క + ௗೇ఍) =
ఝ(క) + ௗೈ(ఝ(఍)) по модулю кограниц совпадает с классом ఝ(క).

1См. формулу (1-7) на стр. 8.
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Упр. 4.10. Пусть ట∶ ௎ → ௏ и ௗೇట = టௗೆ. Тогда для ఝ = ఋೈఊ + ఊௗೇ имеем ఝట =
ఋೈఊట + ఊௗೇట = ఋೈఊట + ఊటௗೆ.

Упр. 4.11. Если஺ стягиваем, то единственныеотображения ఐ∶ ଴ → ஺иగ∶ ஺ → ଴ являют-
ся взаимно обратными изоморфизмами в категорииℋo, т. к. గఐ = Idబ, а ఐగ = ଴ ∼ Idಲ.

Упр. 4.12. Первое проверяется прямой выкладкой:

(
−ௗೇ ଴
ଵ ௗೇ) ⋅ (

଴ ଵ
଴ ଴) + (

଴ ଵ
଴ ଴) ⋅ (

−ௗೇ ଴
ଵ ௗೇ) = (

଴ −ௗೇ
଴ ଵ ) + (

ଵ ௗೇ
଴ ଴ ) = IdCon(Idೇ) .

Аналогично проверяется, что1 ఐId = [ௗ,ఊ′] для ఊ′ ∶ ௩ ↦ (
௩
଴), а గId = [ௗ,ఊ″] для

ఊ″ ∶ (
௩భ
௩ ) ↦ ௩భ.

Упр. 4.13. Базисный моном క಺ ⊗ ௫ಾ = క೔భ ∧ క೔మ ∧ … ∧ క೔ೖ ⊗ ௫೙భభ ௫೙మమ …௫೙೘೘ переводится
дифференциалом డௗ в

( �∑
೔∈಺

௠೔)� ⋅ క಺ ⊗ ௫ಾ+

+ ∑
ೕ∉಺

ೖ

∑ഌ=భ
(−ଵ)ഌ−భ௠೔ഌ ⋅ కೕ ∧ క೔భ ∧ ⋯ ∧ క̂೔ഌ ∧ ⋯ ∧ క೔ೖ ⊗ ௫೘భ

భ ⋯ ௫೘೔ഌ−భ
೔ഌ ⋯ ௫೘ೕ+భ

ೕ ⋯ ௫೘೙೙ ,

а дифференциалом ௗడ— в

⎛
⎜
⎜
⎝
∑
ೕ∉಺

(௠ೕ + ଵ)
⎞
⎟
⎟
⎠

⋅ క಺ ⊗ ௫ಾ+

+ ∑
ೕ∉಺

ೖ

∑ഌ=భ
(−ଵ)ഌ௠೔ഌ ⋅ కೕ ∧ క೔భ ∧ ⋯ ∧ క̂೔ഌ ∧ ⋯ ∧ క೔ೖ ⊗ ௫೘భ

భ ⋯ ௫೘೔ഌ−భ
೔ഌ ⋯ ௫೘ೕ+భ

ೕ ⋯ ௫೘೙೙ .

где «крышка» означает пропуск стоящего под нею сомножителя.

Упр. 4.16. Выберем в ௏⊗௏ и ௏∗ ⊗௏∗ двойственные базисы కഌ и క∗
ഌ так, чтобы కഌ с ఔ ∈ ே

составляли базис в подпространстве ூ ⊂ ௏ ⊗ ௏, а క∗
ഋ с ఓ ∉ ே— базис в ூ⊥ ⊂ ௏∗ ⊗ ௏∗.

Поскольку త = ∑೔ ௫೔ ⊗ ௘೔, где ௫೔ и ௘೔ суть двойственные базисы в ௏∗ и в ௏, его квадрат

తమ = − ∑
೔ೕ

(௫೔ ⊗ ௫ೕ) ⊗ (௘೔ ⊗ ௘ೕ) (mod ூ⊥ ⊗ (௏ ⊗ ௏) + (௏∗ ⊗ ௏∗) ⊗ ூ)

является классом (по модулю соотношений в алгебре ஻ ⊗ ஺) эндоморфизма

−Idೇ⊗ೇ ∈ (௏∗ ⊗ ௏∗) ⊗ (௏ ⊗ ௏) ≃ End(௏ ⊗ ௏) ,

который в двойственных базисах కഌ и క∗
ഌ в ௏ ⊗ ௏ и ௏∗ ⊗ ௏∗ тоже запишется как

తమ = − ∑ഀ క∗
ഀ ⊗ కഀ = − ∑

ഌ∈ಿ
క∗
ഌ ⊗ కഌ − ∑

ഋ∉ಿ
క∗
ഋ ⊗ కഋ ∈ ூ⊥ ⊗ (௏ ⊗ ௏) + (௏∗ ⊗ ௏∗) ⊗ ூ .

1Напомню, что ఐId ∶ ௩ ↦ (
଴
௩), а గId ∶ (

௩భ
௩ ) ↦ ௩భ.
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Упр. 4.21. Корректность ௝భ: ௝(௫) коцикл, т. к. ௗ௝(௫) = ௝௞௝(௫) = ଴; если ௜(௫′) = ௜(௫మ), то
௫మ = ௫′ + ௞(௬), и ௝(௫మ) = ௝(௫′) + ௗ௬ когомологичен ௝(௫′). Корректность ௞భ: ௞(ௗ(ா)) ⊂
௞௝(஽) = ଴. Равенство нулю композиций ௜௞భ, ௝భ௜ и ௞భ௝భ вытекает из равенства нулю
композиций ௜௞, ௝௜ и௞௝. Если ௜(௜(௫)) = ଴, то ௜(௫) = ௞(௬), причёмௗ(௬) = ௝௞(௬) = ௝(௜(௫)) =
଴, т. е. ker(௜) ⊂ ௞భ(ு(ா)). Если ௝భ(௜(௫)) ∈ ௗ(ா), т. е. ௝(௫) = ௝௞(௬), то ௫ = ௞(௬) + ௜(௫′) и
௜(௫) = ௜మ(௫′), т. е. ker ௝భ ⊂ ௜మ(஽). Если ௞భ(௬) = ௞(௬) = ଴, то ௬ = ௝(௫) = ௝భ(௜(௫)), т. е.
ker(௞భ) ⊂ ௝భ(௜(஽)).

Упр. 4.23. Обе композиции ఐಳఉ и ఐವఋ переводят элемент ௘ ∈ ா в элемент

⎛
⎜
⎜
⎝

଴
଴
௘

⎞
⎟
⎟
⎠

∈ ஺[ଵ] ⊕ ஼[ଵ] ⊕ ா = ி .

Упр. 5.5. Проективный модуль является 1-членной проективной резольвентой самого
себя.

Упр. 5.6. Первое следует из того, что все три функтора ே ↦ ௉ಿ, ஼ ↦ ெ ⊗ ஼, ஼ ↦ ுೖ(஼)
перестановочны с прямыми суммами, а второе — из того, что над коммутативным
кольцом имеется канонический изоморфизм ௉ಾ ⊗ ௉ಿ ≃ ௉ಿ ⊗ ௉ಾ.

Упр. 5.11. Поскольку для любого элемента ௔ ∈ ஺ существует морфизм1 ట∶ ஺ → ℚ∕ℤ c
ట(௔) ≠ ଴, сопоставление элементу ௔ ∈ ஺ гомоморфизма вычисления

evೌ∶ Hom(஺,ℚ∕ℤ) → ℚ∕ℤ , ట ↦ ట(௔)

задаёт вложение ஺ ↪ ஺∨∨. Покажем, что для ஺ = ℤ это изоморфизм. Двойственная
группа ℤ∨ ≃ ℚ∕ℤ (изоморфизм сопоставляет гомоморфизму ఝ∶ ℤ → ℚ∕ℤ значение
ఝ(ଵ) ∈ ℚ∕ℤ). Вложение ℤ ↪ ℤ∨∨ переводит ௡ ∈ ℤ в ௡ ⋅ Id∶ ℚ∕ℤ → ℚ∕ℤ, ௫ ↦ ௡௫. Каждый
ненулевой гомоморфизм ట∶ ℚ ∕ℤ → ℚ ∕ℤ имеет такой вид. Действительно, пусть
ట([ଵ∕௠]) ≠ ଴. Так как௠[ଵ∕௠] = ଴, значениеట([ଵ∕௠]) = [௡∕௠] = ௡[ଵ∕௠] для некоторого
௡ ∈ ℤ. Тогда для любого ௞ ≠ ଴ тоже имеем ௞ట([ଵ∕(௞௠)]) = ట([ଵ∕௠]) = ௡[ଵ∕௠], откуда
ట([ଵ∕(௞௠)]) = ௡[ଵ∕(௞௠)] иట(ଵ∕௞) = ௠ట(ଵ∕(௞௠)) = ௡[ଵ∕௞], т. е.ట = ௡ ⋅ Id. Тем самым,
ℤ∨∨ ≃ ℤ. Поскольку функтор ௛ℚ/ℤ перестановочен с конечными прямыми суммами,
ி∨∨ ≃ ி для любой конечно порождённой свободной группы ி = ℤ೙. Если группа ஺
является фактором такой группы ி, то коммутативная диаграмма

ி // // ஺_�

��
ி∨∨ // // ஺∨∨ ,

левая вертикальная стрелка в которой биективна, а обе горизонтальные стрелки эпи-
морфны, показывает, что правая инъективная вертикальная стрелка тоже биективна.
Тем самым ஺∨∨ ≃ ஺ для любой конечно порождённой абелевой группы ஺.

Упр. 5.13. Однородная компонента степени ௗ любого полинома ௙ = ∑௛೔௙೔ ∈ ூ имеет
вид∑௛(೏−೏೔)

೔ ௙೔, где௛(ഀ)
೔ означает однороднуюкомпоненту степениఈ полинома௛೔. Тем

1См. упр. 3.18 на стр. 54.
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самым, ௙(೏) ∈ ூ ∩ ௌ೏, т. е. вместе с каждым многочленом ௙ идеал ூ содержит и все
однородные компоненты ௙, откуда ூ ⊂ ⊕

ഌ
ூ ∩ ௌഌ.

Упр. 5.14. Если в линейной зависимости ∑௛೔௙೔ = ଴ с однородными ௛೔ имеется ௛ೖ c
deg௛ೖ = ଴, то ௛ೖ ∈ 𝕜 и образующая ௙ೖ выражается через остальные. Наоборот, если
௙ೖ = ∑೔≠ೖ ௚೔௙೔ для некоторых௚೔ ∈ ௌ, то беря в этом равенстве однородную компонен-
ту степени ௗ = deg௙ೖ, получим выражение ௙ೖ = ∑೔≠ೖ ௚(೏−೏೔)௙೔, где ௗ೔ = deg௙೔ и ௚(ೖ)

означает однородную компоненту степени ௞ многочлена௚. Это приводит к линейной
зависимости ௙ೖ − ∑೔≠ೖ ௛೔௙೔ = ଴ с однородными ௛ೖ = ଵ и ௛೔ = ௚(೏−೏೔).

Что касается второго утверждения, то каждая линейная зависимость ∑௛೔௙೔ = ଴
является суммой своих однородных компонент степени ௗ, имеющих вид

௙ೖ = ∑
೔≠ೖ

௚(೏−೏೔)௙೔ .

В свободном модуле ⊕
೔
ௌ[−ௗ೔] такой однородной зависимости отвечает вектор

(௚೏−೏భ
భ , … ,௚೏−೏೘೘ ) ,

каждая компонента которого ௚೏−೏೔
೔ ∈ ௌ[−ௗ೔] имеет степень ௗ в модуле ௌ[−ௗ೔].

Упр. 5.16. На языке формул переход к изоморфному расширению означает дословно то
же самое, что и выбор других прообразов ௬೔ при проекции ௑ ↠ ெ для образующих
௠೔ ∈ ெ.

Упр. 5.17. Все функторы ெ ↦ ௉ಾ, ே ↦ ூಿ, ஼ ↦ Hom(ெ,஼), ஼ ↦ Hom(஼,ே), ஼ ↦ ுೖ(஼)
перестановочны с конечными прямыми суммами.

Упр. 5.18. Воспользуйтесь точной тройкой ଴ → ℤ → ℤ[௣−భ] → colimℤ∕(௣೙) → ଴ и тем,
что функтор Hom( ∗ ,஺) переводит копределы в пределы.

Упр. 6.2. Если моном ఓ = ௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙+భ содержит ௔ೖ ∈ 𝕜 с ଵ ⩽ ௞ ⩽ ௡, то в

డ(ఓ) =
೙

∑
೔=బ

(−ଵ)೔௔బ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೔௔೔+భ ⊗ ⋯ ⊗ ௔೙+భ

два не содержащих ⋯ ⊗ ௔ೖ ⊗ ⋯ слагаемых (−ଵ)೔−భడ೔−భ(ఓ) = −(−ଵ)೔డ೔(ఓ) сократятся
друг с другом, а во все остальные слагаемые ௔ೖ войдёт в виде ⋯ ⊗ ௔ೖ ⊗ ⋯. Поэтому
линейная оболочка тензорных мономов ఓ = ௔బ⊗ ⋯ ⊗௔೙+భ, содержащих хотя бы одно
௔ೖ ∈ 𝕜 при ଵ ⩽ ௞ ⩽ ௡, составляет подкомплекс в𝔹ಲ. Гомотопия ௦ очевидно переводит
его в себя. Поэтому она корректно определена на факторе 𝔹ಲ комплекса 𝔹ಲ по этому
подкомплексу.
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