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Линейные отображения и матрицы
ГС5⋄1. Матрица 𝐴 состоит из трёх столбцов 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, 𝑎ଷ. На какую матрицу и с какой стороны
надлежит умножить матрицу 𝐴, чтобы получилась матрица а) из трёх столбцов 𝑎ଷ, 0, 𝑎ଵ
б) из пяти столбцов 𝑎ଵ + 𝑎ଶ, 𝑎ଶ + 𝑎ଷ, 𝑎ଷ + 𝑎ଵ, 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + 𝑎ଷ, −3𝑎ଶ + 2𝑎ଷ.

ГС5⋄2. Матрица 𝐴 состоит из четырёх строк 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, 𝑎ଷ, 𝑎ସ (строки выписаны сверху вниз).
На какую матрицу и с какой стороны надлежит умножить матрицу 𝐴, чтобы получилась
матрица а) из двух строк 𝑎ଵ + 2𝑎ଶ + 3𝑎ଷ, 𝑎ସ − 2𝑎ଷ + 3𝑎ଶ б) из трёх строк 𝑎ସ, 𝑎ଷ − 𝑎ଶ, 𝑎ଵ.
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Обозначения.Пусть набор векторов 𝒆 = (௘భ, ௘మ, … , ௘೘) образует базис векторного пространства௎, а на-
бор векторов 𝒇 = (௙భ,௙మ, … ,௙ೖ) —базис векторного пространстваௐ. Матрица ி𝒇𝒆 линейного отображе-
ния ி∶ ௎ → ௐ в этих двух базисах определяется равенством ி(𝒆) = 𝒇ி𝒇𝒆, где ி(𝒆) ≝ (ி(௘భ), … ,ி(௘೘)) —
матрица-строка, составленная из векторов ி(௘ೕ). Матрица ி𝒇𝒆 имеет размер ௞ × ௠, и в её ௝-м столбце
стоят коэффициенты линейного выражения вектора ி(௘ೕ) через базис 𝒇. Каждый вектор ௩ = ∑ ௘೔௫೔ = 𝒆௫
переводится отображением ி в вектор ி(௩) = 𝒇௬ со столбцом координат ௬ = ி𝒇𝒆௫.

Пусть наборов векторов 𝒖 = (௨భ,௨మ, … ,௨೘) содержится в линейной оболочке набора векторов 𝒘 =
= (௪భ,௪మ, … ,௪ೖ).Матрица перехода ஼𝒘𝒖 от векторов 𝒖 к векторам𝒘 имеет размер ௞×௠ и определяется
равенством 𝒖 = 𝒘஼𝒘𝒖. В её ௝-м столбце стоят коэффициенты линейного выражения вектора ௨ೕ через
векторы ௪೔. Каждый вектор ௩ = ∑௨೔௫೔ = 𝒖௫ из линейной оболочки векторов 𝒖 выражается через
векторы 𝒘 как ௩ = 𝒘௬, где столбец коэффициентов ௬ = ஼𝒘𝒖௫.
ГС5⋄4. Рассмотрим разностный оператор 𝛥∶ 𝑓(𝑥) ↦ 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥) на пространстве ℚ[𝑥]⩽ସ
многочленов степени ⩽ 4 с коэффициентами в ℚ. Напишите его матрицу в стандартном
базисе 𝑥௜, где 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 4 и 𝑥଴ ≝ 1, и в базисе 𝛾௞(𝑥) = (௫+௞

௞ ) = (𝑥+ 1) ⋯ (𝑥+ 𝑘)∕𝑘! , где 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 4
и 𝛾଴ ≝ 1, а также матрицы переходов между этими базисами. Найдите ker 𝛥 и im𝛥.

ГС5⋄5. Рассмотрим оператор умножения на 𝑥∶ 𝑓 ↦ 𝑥𝑓 в кольце вычетов ℚ[𝑥]∕( �(𝑥 − 2)ହ)�.
Напишите его матрицу в базисе 𝑥௜, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 4, и в базисе (𝑥−2)௜, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 4, а также матрицы
переходов между этими базисами. Найдите ker 𝑥 и im 𝑥.

ГС5⋄6. Докажите для любых линейных операторов 𝐹,𝐺 ∶ 𝑉 → 𝑉 включения:
а) ker(𝐹𝐺) ⊆ ker(𝐺) б) im(𝐹𝐺) ⊆ im(𝐹)

и приведите примеры операторов, для которых оба эти включения строгие.
ГС5⋄7. Пусть dim𝑈 = 𝑛, dim𝑊 = 𝑚, а подпространства 𝑈଴ ⊆ 𝑈 и 𝑊଴ ⊆ 𝑊 имеют dim𝑈଴ = 𝑛଴
и dim𝑊଴ = 𝑚଴. Покажите, что линейные отображения 𝐹∶ 𝑈 → 𝑊 с ker 𝐹 ⊇ 𝑈଴ и im𝐹 ⊆ 𝑊଴
образуют векторное подпространство в Hom(𝑈,𝑊), и найдите его размерность.

ГС5⋄8. Покажите, что следующие три свойства матрицы эквивалентны друг другу:
а) все её столбцы пропорциональны б) все её строки пропорциональны
в) матрица является произведением столбца на строку

и что для квадратной матрицы 𝐴 эти свойства влекут пропорциональность матриц 𝐴 и 𝐴ଶ.
ГС5⋄9. Обозначим через 𝐸௜௝ квадратную матрицу размера 𝑛 × 𝑛 с единицей в клетке (𝑖, 𝑗) и
нулями в остальных клетках. Составьте таблицу умножения матриц 𝐸௜௝.

ГС5⋄10. Опишите центр {𝐶 ∈ Mat௡×௡(𝕜) | ∀𝑋 ∈ Mat௡×௡(𝕜) 𝐶𝑋 = 𝑋𝐶} алгебры 𝑛 × 𝑛 матриц.
ГС5⋄11 (коммутатор). Матрица [𝐴,𝐵] ≝ 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 называется коммутатором квадратных
матриц 𝐴,𝐵 ∈ Mat௡×௡(𝕜). Докажите правила Лейбница:
а) [𝐴,𝐵𝐶] = [𝐴,𝐵]𝐶 + 𝐵[𝐴,𝐶] б) [𝐴, [𝐵,𝐶]] = [[𝐴,𝐵],𝐶] + [𝐵, [𝐴,𝐶]].

ГС5⋄12 (след). Для квадратной матрицы 𝐴 сумма tr 𝐴 ≝ ∑𝑎௜௜ называется следом матрицы 𝐴.
Покажите, что а) tr[𝐴,𝐵] = 0 для всех 𝐴,𝐵 ∈ Mat௡×௡(𝕜)
б) tr(𝐶−ଵ𝐴𝐶) = tr(𝐴) для всех 𝐴 ∈ Mat௡×௡(𝕜) и обратимых 𝐶 ∈ Mat௡×௡(𝕜).


