
МатФак ВШЭ. Линейная алгебра и геометрия. (25 февраля 2020)

Задачи для подготовки к контрольной №5

ПК5⋄1. Выясните, вырождено ли ограничение билинейной формы с матрицей Грама
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в стандартном базисе пространства ℚ на подпространство 𝑈 ⊂ ℚ решений системы

{
3𝑥 + 𝑥 + 𝑥 = 0
𝑥 + 𝑥 = 0 ,

�

и если нет, найдите проекции вектора 𝑣 = (−1, 0, 6, 5) на 𝑈 вдоль 𝑈⊥ и на 𝑈⊥ вдоль 𝑈.

ответ:=(,−,,),⊥=(−,,,).

ПК5⋄2. Те же вопросы про

а) форму
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систему {
𝑥 − 𝑥 − 𝑥 = 0
− 3𝑥 + 3𝑥 + 4𝑥 = 0 .

� и вектор (26, −7, −5, −2)

б) форму
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систему {
𝑥 + 3𝑥 + 𝑥 = 0
− 3𝑥 − 9𝑥 − 2𝑥 = 0 .

� и вектор (30, 20, −7, 1)

в) форму
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

6 −5 −9 11
−5 4 6 −7
−9 6 −2 4
11 −7 4 −8

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

систему{
𝑥 − 𝑥 = 0
𝑥 − 𝑥 − 4𝑥 + 4𝑥 = 0 .

� и вектор (−20, −29, −1, −3)

ответ:в(а)=(,−,−,),⊥=(,−,−,−),в(б)=(,,−,),⊥=(,,−,),в(в)=
(−,−,,),⊥=(−,−,−,−).

ПК5⋄3. В ℝ найдите ранг и сигнатуру ограничения квадратичной формы
а) −4𝑥 −25𝑥 −2𝑥 −11𝑥 +20𝑥 𝑥 +4𝑥 𝑥 −6𝑥 𝑥 −10𝑥 𝑥 +16𝑥 𝑥 +2𝑥 𝑥 на ортогонал1
к вектору (0, 3, 0, −7)

б) 𝑥 − 3𝑥 + 8𝑥 + 𝑥 + 2𝑥 𝑥 − 8𝑥 𝑥 + 6𝑥 𝑥 + 2𝑥 𝑥 − 8𝑥 𝑥 на ортогонал к вектору
(4, 5, 2, 3)

в) 2𝑥 + 2𝑥 + 25𝑥 + 18𝑥 + 4𝑥 𝑥 − 2𝑥 𝑥 − 14𝑥 𝑥 + 12𝑥 𝑥 − 42𝑥 𝑥 на ортогонал к
вектору (1, 2, −2, −3).

ответ:в(а)рангсигнатура(,),в(б)рангсигнатура(,),в(в)рангсигнатура(,).

ПК5⋄4. Существует ли на ℝ квадратичная форма с главными угловыми минорами
а) 𝛥 = 0 , 𝛥 = 0 , 𝛥 > 0 , 𝛥 = 0 , 𝛥 = 0 , 𝛥 < 0
б) 𝛥 = 0 , 𝛥 > 0 , 𝛥 > 0 , 𝛥 = 0 , 𝛥 = 0 , 𝛥 < 0
в) 𝛥 = 0 , 𝛥 < 0 , 𝛥 = 0 , 𝛥 = 0 , 𝛥 > 0 , 𝛥 = 0
г) 𝛥 > 0 , 𝛥 = 0 , 𝛥 = 0 , 𝛥 > 0 , 𝛥 = 0 , 𝛥 > 0 ?

Если да, найдите её ранг, сигнатуру и приведите пример матрицы Грама с такими мино-
рами. Если нет, обстоятельно объясните, почему.

1Здесь и далее имеется в виду ортогонал относительно поляризации заданной квадратичной формы.



ответ:формсминорами(б)и(г)нет,формав(а)имеетрангисигнатуру(,),в(в)—рангисигнатуру(,).

ПК5⋄5. Существует ли а) линейная обратимая б) ортогональная2 замена координат в ℝ ,
переводящая квадратичную форму 𝑥 − 11/9𝑥 + 2/9𝑥 + 32/9𝑥 𝑥 − 16/9𝑥 𝑥 + 8/3𝑥 𝑥 в
квадратичную форму −1/3𝑥 − 2/3𝑥 + 𝑥 − 4𝑥 𝑥 − 8/3𝑥 𝑥 − 4/3𝑥 𝑥 ?

ответ:формыортогональноэквивалентны,ихматрицыГрамаимеютодинаковыехар.многочлены:−+=
(−)(−)(+).

ПК5⋄6. Те же вопросы про квадратичные формы
а) −1/9𝑥 −7/9𝑥 −1/9𝑥 +8/9𝑥 𝑥 −16/9𝑥 𝑥 −8/9𝑥 𝑥 и 1/9𝑥 −14/9𝑥 −5/9𝑥 +4/9𝑥 𝑥 −

− 32/9𝑥 𝑥 − 28/9𝑥 𝑥
б) 10/9𝑥 + 13/9𝑥 + 13/9𝑥 − 4/9𝑥 𝑥 − 4/9𝑥 𝑥 + 8/9𝑥 𝑥 и 11/9𝑥 − 2/9𝑥 − 𝑥 − 8/3𝑥 𝑥 +

+ 32/9𝑥 𝑥 − 16/9𝑥 𝑥 .

ответ:В(а)формылинейноэквивалентны,аортогонально—нет;хар.многочленыматрицГрама:+−−=
(−)(+)и+−−=(−)(+)(+).В(б)формылинейнонеэквивалентны;хар.многочлены
матрицГрама:−+−=(−)(−)и−−=(−)(+)(+).

ПК5⋄7. Найдите в ℚ все изотропные векторы квадратичных форм
а) −3𝑥 − 8𝑥 − 2𝑥 + 10𝑥 𝑥 + 4𝑥 𝑥 − 6𝑥 𝑥
б) −5𝑥 − 24𝑥 − 4𝑥 + 22𝑥 𝑥 − 8𝑥 𝑥 + 18𝑥 𝑥
в) −𝑥 − 3𝑥 − 16𝑥 + 14𝑥 𝑥 .

ответ:Изотропныевекторымогутбытьописаны,например,так:
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где,∈ℚ—любые,нотакиеописаниядалеконеединственны.

ПК5⋄8. Найдите ранги грассмановых квадратичных форм а) 𝜉 ∧ 𝜉 − 5𝜉 ∧ 𝜉 + 4𝜉 ∧ 𝜉 +
+𝜉 ∧𝜉 +𝜉 ∧𝜉 −2𝜉 ∧𝜉 +2𝜉 ∧𝜉 −𝜉 ∧𝜉 +6𝜉 ∧𝜉 −10𝜉 ∧𝜉 +3𝜉 ∧𝜉 +8𝜉 ∧𝜉 −𝜉 ∧𝜉 −2𝜉 ∧𝜉
б) −𝜉 ∧𝜉 −𝜉 ∧𝜉 +3𝜉 ∧𝜉 −4𝜉 ∧𝜉 +𝜉 ∧𝜉 −7𝜉 ∧𝜉 +8𝜉 ∧𝜉 −4𝜉 ∧𝜉 +4𝜉 ∧𝜉 +3𝜉 ∧𝜉 .

ответ:обеформыимеютrk=.

2По отношению в стандартной евклидовой структуре в ℝ .
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