
МатФак ВШЭ. Линейная алгебра и геометрия. (20 января 2020)

Задачи для подготовки к контрольной №4

ПК4⋄1. Найдите угол и расстояние между прямыми, заданными в стандартном ортонор-
мальном базисе евклидова пространства ℝଷ уравнениями

а) {
𝑥 − 2𝑦 + 8𝑧 = 3
− 2𝑥 + 5𝑦 − 19𝑧 = −8

� и {
𝑥 + 3𝑦 + 9𝑧 = 3
− 2𝑥 − 5𝑦 − 16𝑧 = −4 .

�

б) {
𝑥 + 2𝑦 − 7𝑧 = 8
− 3𝑥 − 5𝑦 + 19𝑧 = −21

� и {
𝑥 + 2𝑦 + 4𝑧 = 9
− 3𝑥 − 5𝑦 − 9𝑧 = −24 .

�

ответ:В(а)перваяпрямаяимеетнаправляющийвектор(−ଶ,ଷ,ଵ)ипроходитчерезточку(−ଵ,−ଶ,଴),вторая
прямаяимеетнаправляющийвектор(−ଷ,−ଶ,ଵ)ипроходитчерезточку(−ଷ,ଶ,଴),абсолютнаявеличинакосинуса
угламеждупрямымиравнаభ

భర,арасстояниеравноభర√భవఱ
భవఱ.В(б)перваяпрямаяимеетнаправляющийвектор

(ଷ,ଶ,ଵ)ипроходитчерезточку(ଶ,ଷ,଴),втораяпрямаяимеетнаправляющийвектор(ଶ,−ଷ,ଵ)ипроходитчерез
точку(ଷ,ଷ,଴),абсолютнаявеличинакосинусаугламеждупрямымиравнаభ

భర,арасстояниеравно√భవఱ
యవ.

ПК4⋄2. В евклидовом пространстве ℝସ найдите координаты ортогональной проекции
а) вектора (−4, 2, 1, −1) на ортогональное дополнение к линейной оболочке векторов

(1, 2, 3, 6) и (1, 2, 4, 7) .
б) вектора (2, 4, −1, −3) на подпространство, заданное системой уравнений

{
𝑥ଵ + 𝑥ଶ − 2𝑥ଷ + 4𝑥ସ = 0
3𝑥ଵ + 3𝑥ଶ − 5𝑥ଷ + 9𝑥ସ = 0 .

�

в) вектора (3, −1, 1, 2) на ортогональное дополнение к линейной оболочке векторов
(1, 1, 3, 5) , (−2, −2, −5, −9) , (−3, −3, −12, −18)

а также на ортогональное дополнение к ней.

ответ:В(а)базисподпространствасоставляютвекторы(−ଶ,ଵ,଴,଴)и(−ଷ,଴,−ଵ,ଵ)сматрицейГрамаீ=(
ହ଺
଺ଵଵ)

иீ−భ=(
ଵଵ/ଵଽ−଺/ଵଽ
−଺/ଵଽହ/ଵଽ);евклидоводвойственныйбазиссостоитизвекторов(−ସ/ଵଽ,ଵଵ/ଵଽ,଺/ଵଽ,−଺/ଵଽ)и

(−ଷ/ଵଽ,−଺/ଵଽ,−ହ/ଵଽ,ହ/ଵଽ),искомаяпроекцияравна(−଻଴/ଵଽ,ହ଴/ଵଽ,ଵ଴/ଵଽ,−ଵ଴/ଵଽ).В(б)базисподпространства
составляютвекторы(−ଵ,ଵ,଴,଴)и(ଶ,଴,ଷ,ଵ)сматрицейГрамаீ=(

ଶ−ଶ
−ଶଵସ)иீ−భ=(

଻/ଵଶଵ/ଵଶ
ଵ/ଵଶଵ/ଵଶ);евкли-

доводвойственныйбазиссостоитизвекторов(−ହ/ଵଶ,଻/ଵଶ,ଵ/ସ,ଵ/ଵଶ)и(ଵ/ଵଶ,ଵ/ଵଶ,ଵ/ସ,ଵ/ଵଶ),искомаяпроекция
равна(−ଵ,ଵ,଴,଴).В(в)базислинейнойоболочкисоставляютвекторы(ଵ,ଵ,଴,ଶ)и(଴,଴,ଵ,ଵ)сматрицейГрама
ீ=(

଺ଶ
ଶଶ)иீ−భ=(

ଵ/ସ−ଵ/ସ
−ଵ/ସଷ/ସ);евклидоводвойственныйбазиссостоитизвекторов(ଵ/ସ,ଵ/ସ,−ଵ/ସ,ଵ/ସ)и

(−ଵ/ସ,−ଵ/ସ,ଷ/ସ,ଵ/ସ),проекцияналинейнуюоболочкуравна(ଷ/ସ,ଷ/ସ,ଷ/ସ,ଽ/ସ),проекциянаортогоналкнейравна
(ଽ/ସ,−଻/ସ,ଵ/ସ,−ଵ/ସ).

ПК4⋄3. Является ли ортогональным линейный оператор ℝଷ → ℝଷ, имеющий в стандартном
ортонорамльном базисе матрицу

а)
⎛
⎜
⎜
⎝

1/3 2/3 −2/3
−2/3 2/3 1/3
2/3 1/3 2/3

⎞
⎟
⎟
⎠

б)
⎛
⎜
⎜
⎝

−6 2 1
2 4 4
3 1 −6

⎞
⎟
⎟
⎠

в)
⎛
⎜
⎜
⎝

2/15 11/15 −2/3
1/3 −2/3 −2/3
14/15 2/15 1/3

⎞
⎟
⎟
⎠
?

Если да, то выясните, поворот это или композиция поворота с отражением в плоскости,
перпендикулярной оси поворота, найдите направление оси и абсолютную величину ко-
синуса угла поворота. Если нет, объясните, почему.



ответ:в(б)нет,в(а)—поворот,направлениеоси(଴,ଵ,ଵ),абсолютнаявеличинакосинусауглаభ
య,в(в)компо-

зицияповоротасотражением,направлениеоси(−ଶ,ସ,ଵ),абсолютнаявеличинакосинусауглаయ
ఱ.

ПК4⋄4. Для оператора 𝐹∶ ℝଷ → ℝଷ, имеющего в стандартном ортонормальном базисе мат-
рицу

а)
⎛
⎜
⎜
⎝

−2 −2/5 −11/5
2/3 1/3 −2/3
1 −14/5 −2/5

⎞
⎟
⎟
⎠

б)
⎛
⎜
⎜
⎝

1 −2 −2
−2 −7/5 2/5
2/3 22/15 −17/15

⎞
⎟
⎟
⎠
,

найдите полярное разложение 𝐹 = 𝐺𝑆, где 𝐺 ∈ Oଷ, а 𝑆 самосопряжён и положителен.

ответ:В(а)ீ=
⎛
⎜
⎜
⎝

−ଶ/ଵହଵସ/ଵହଵ/ଷ
−ଶ/ଷ−ଵ/ଷଶ/ଷ
ଵଵ/ଵହ−ଶ/ଵହଶ/ଷ

⎞
⎟
⎟
⎠
,ௌ=

⎛
⎜
⎜
⎝

ହ/ଽ−ଶ଴/ଽସ/ଽ
−ଶ଴/ଽ−ଵ/ଽ−ଵ଺/ଽ
ସ/ଽ−ଵ଺/ଽ−ଵଷ/ଽ

⎞
⎟
⎟
⎠
,матрицаி೟ி=

⎛
⎜
⎜
⎝

ସଽ/ଽ−ଵ଺/ଽଷଶ/ଽ
−ଵ଺/ଽ଻ଷ/ଽଵ଺/ଽ
ଷଶ/ଽଵ଺/ଽସଽ/ଽ

⎞
⎟
⎟
⎠

имеетхарактеристическиймногочлен௧య−ଵଽ௧మ+ଽଽ௧−଼ଵ=(௧−ଽ)మ(௧−ଵ).В(б)ீ=
⎛
⎜
⎜
⎝

ଵ/ଷ−ଶ/ଷ−ଶ/ଷ
ଵସ/ଵହଵ/ଷଶ/ଵହ
ଶ/ଵହ−ଶ/ଷଵଵ/ଵହ

⎞
⎟
⎟
⎠
,

ௌ=
⎛
⎜
⎜
⎝

−ଵଷ/ଽ−ଵ଺/ଽ−ସ/ଽ
−ଵ଺/ଽ−ଵ/ଽଶ଴/ଽ
−ସ/ଽଶ଴/ଽହ/ଽ

⎞
⎟
⎟
⎠
,матрицаி೟ி=

⎛
⎜
⎜
⎝

ସଽ/ଽଵ଺/ଽ−ଷଶ/ଽ
ଵ଺/ଽ଻ଷ/ଽଵ଺/ଽ

−ଷଶ/ଽଵ଺/ଽସଽ/ଽ

⎞
⎟
⎟
⎠
имеетхарактеристическиймногочлен௧య−ଵଽ௧మ+

ଽଽ௧−଼ଵ=(௧−ଽ)మ(௧−ଵ).

ПК4⋄5. Найдите ядро, сингулярные числа, сингулярные направления и образы сингуляр-
ных направлений для линейного отображения 𝐹∶ ℝସ → ℝଶ, имеющего в стандартных
ортонормальных базисах матрицу
а) (

−16/15 8/15 −4/5 −2/15
−13/15 −2/5 −16/15 14/15) б) (

9/10 −3/2 9/10 −3/2
13/10 −1/2 13/10 −1/2) .

ответ:В(а)вортонормальныхбазисахпространствℝరиℝమ,образованныхстолбцамиматриц
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ଵ/ଷ−ଶ/ଷ଴ଶ/ଷ
−ଶ/ଷ଴−ଶ/ଷଵ/ଷ
଴−ଶ/ଷ−ଵ/ଷ−ଶ/ଷ
ଶ/ଷଵ/ଷ−ଶ/ଷ଴

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

и(
ସ/ହଷ/ହ

−ଷ/ହସ/ହ),отображениеிимеетдиагональнуюматрицу(
−ଵ଴଴଴
଴ଶ଴଴).

Матрицаி೟ி=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ଵ଻/ଽ−ଶ/ଽଵ଺/ଽ−ଶ/ଷ
−ଶ/ଽସ/ଽ଴−ସ/ଽ
ଵ଺/ଽ଴ଵ଺/ଽ−଼/ଽ
−ଶ/ଷ−ସ/ଽ−଼/ଽ଼/ଽ

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

имеетхарактеристическиймногочлен௧ర−ହ௧య+ସ௧మ=

௧మ(௧−ସ)(௧−ଵ).В(б)вортонормальныхбазисахпространствℝరиℝమ,образованныхстолбцамиматриц
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ଵ/ଶଵ/ଶ−ଵ/ଶ−ଵ/ଶ
−ଵ/ଶଵ/ଶଵ/ଶ−ଵ/ଶ
ଵ/ଶଵ/ଶଵ/ଶଵ/ଶ

−ଵ/ଶଵ/ଶ−ଵ/ଶଵ/ଶ

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

и(
−ସ/ହଷ/ହ
−ଷ/ହ−ସ/ହ),отображениеிимеетдиагональнуюматрицу(

−ଷ଴଴଴
଴−ଵ଴଴).

Матрицаி೟ி=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ହ/ଶ−ଶହ/ଶ−ଶ
−ଶହ/ଶ−ଶହ/ଶ
ହ/ଶ−ଶହ/ଶ−ଶ
−ଶହ/ଶ−ଶହ/ଶ

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

имеетхарактеристическиймногочлен௧ర−ଵ଴௧య+ଽ௧మ=௧మ(௧−ଽ)(௧−ଵ).
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