
МатФак ВШЭ. Линейная алгебра и геометрия. Коллоквиум: задачи

Задачи, предлагавшиеся на коллоквиуме

Задача 1. Сумма элементов в каждой строке и в каждом столбце квадратной матрицы 𝐴
равна единице. Может ли матрица 𝐴 − 𝐸 быть обратима? Пусть матрица 𝐵 обладает тем
же свойством, что и 𝐴. Обладает ли им матрица 𝐴𝐵?

Задача 2. Имеется 7 одинаковых банок, каждая из которых на 9∕10 заполнена краской од-
ного из семи цветов радуги, в разных банках — разные цвета. Можно ли, переливая крас-
ку из банки в банку и равномерно размешивая содержимое после каждого переливания,
получить хотя бы в одной из банок колер, где все семь цветов представлены в равной
пропорции?

Задача 3. Нетождественное аффинное преобразование коммутирует со всеми сдвигами.
Верно ли, что тогда и само оно — сдвиг? Докажите, что дифференциал композиции аф-
финных преобразований равен композиции дифференциалов.

Задача 4. Выразите через длины сторон ▵𝑎𝑏𝑐 барицентрические координаты относительно
вершин ▵𝑎𝑏𝑐 центра вписанной в ▵𝑎𝑏𝑐 окружности.

Задача 5. Выясните, при каких 𝑎, 𝑏, 𝑐,𝑑 ∈ ℚ обратима матрица
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и явно вычис-

лите обратную матрицу, когда она существует.
Задача 6. Покажите, что для любых пяти различных точек на аффинной координатной
плоскости 𝕜ଶ найдётся такой многочлен 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥,𝑦] степени 2, что кривая, заданная в 𝕜ଶ
уравнением 𝑓(𝑥,𝑦) = 0, пройдёт через эти точки.

Задача 7. Для заданного числа 𝛼 ∈ 𝕜 постройте в пространстве многочленов степени ⩽ 𝑚
с коэффициентами из 𝕜 такой базис, в котором координатами каждого многочлена 𝑓(𝑥)
являются его значение и значения первых 𝑚 его производных при 𝑥 = 𝛼. Много ли суще-
ствует таких базисов?

Задача 8. Обозначим через 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷,𝐸 концы стандартных базисных векторов в ℝହ, а че-
рез 𝑋 — середину отрезка, соединяющего центры ▵ 𝐴𝐵𝐶 и ▵ 𝐶𝐷𝐸. Проходящая через 𝑋
прямая 𝑌𝑍 имеет точку 𝑌 на прямой 𝐴𝐸, а точку 𝑍 — в плоскости 𝐵𝐶𝐷. Найдите ⃖⃖⃖⃖⃗𝑋𝑌 ∶ ⃖⃖⃖⃗𝑌𝑍.

Задача 9. Может ли поле из 27 элементов содержать подполе из 9 элементов? Сколько аф-
финных плоскостей имеется в трёхмерном аффинном пространстве над полем из 27 эле-
ментов?

Задача 10. Может ли векторное пространство над бесконечным полем оказаться объедине-
нием конечного числа гиперплоскостей?

Задача 11. Точки 𝑎,𝑎ଵ,𝑎ଶ,𝑎ଷ,𝑎ସ аффинного пространстваℝସ не лежат в одном трёхмерном
пространстве, а точка 𝑝 является их барицентрической комбинацией со строго положи-
тельными весами. Можно ли провести через точку 𝑝 прямую, не пересекающую ни одной
двумерной плоскости (𝑎𝑎𝑎)?

Задача 12. В аффинном пространствеℝସ заданы не пересекающиеся двумерная плоскость𝛱
с направляющим векторным пространством 𝑈 и прямая ℓ с вектором скорости 𝑣 ∉ 𝑈. Опи-
шите объединение всех прямых (𝑎𝑏) с 𝑎 ∈ ℓ и 𝑏 ∈ 𝛱.

Задача 13. Верно ли, что любые три различные параллельные прямые на аффинной плос-
кости можно перевести аффинным преобразованием в любые три другие различные па-
раллельные прямые? Если да — докажите, если нет — приведите контрпример.

Задача 14. Покажите, что для любых девяти различных точек аффинного пространства 𝕜ଷ



существует такой многочлен 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ] степени два, что поверхность, заданная в 𝕜ଷ
уравнением 𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ) = 0, проходит через эти девять точек.

Задача 15. Пусть элементы матрицы 𝐴 = (𝑎) ∈ Mat×(𝕜) имеют вид 𝑎 = 𝑥 + 𝑦 для
некоторых 𝑥ଵ, … , 𝑥 и 𝑦ଵ, … ,𝑦 из 𝕜. Верно ли, что rk𝐴 ⩽ 2?

Задача 16. Точки 𝑎,𝑎ଵ,𝑎ଶ,𝑎ଷ,𝑎ସ аффинного пространстваℝସ не лежат в одном трёхмерном
пространстве, а точка 𝑝 является их барицентрической комбинацией со строго положи-
тельными весами. Можно ли провести через точку 𝑝 двумерную плоскость, не пересека-
ющую ни одной двумерной плоскости (𝑎𝑎𝑎)?

Задача 17. Докажите, что биективное аффинное преобразование, дифференциал которого
не имеет ненулевых неподвижных векторов, обязательно имеет неподвижную точку.

Задача 18. Докажите, что дифференциал композиции аффинных отображений равен ком-
позиции их дифференциалов. Пусть аффинное преобразование 𝜑∶ ℝ → ℝ таково, что
𝜑 = Id для некоторого 𝑚 ∈ ℕ. Докажите, что 𝜑 имеет неподвижную точку.

Задача 19. Подсчитайте количество 3 × 3 матриц ранга 2 над полем из 𝑞 элементов.
Задача 20. Докажите, что всякая квадратная матрица 𝐴 с элементами из поля 𝕜 удовле-
творяет уравнению 𝑓(𝐴) = 0 для некоторого многочлена 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥] (при подстановке в
многочлен 𝑥 = 𝐴 мы полагаем 𝐴 ≝ 𝐸). Решите в Matଶ×ଶ(𝕜) уравнение 𝑋ଶ = 0.

Задача 21. Докажите, что число элементов в любом конечном поле 𝕜 является степенью
некоторого простого числа 𝑝. Верно ли, что каждый элемент конечного поля 𝕜 является
корнем многочлена, коэффициенты которого являются суммами единиц поля 𝕜?

Задача 22. Покажите, что множество 2ெ всех подмножеств данного множества 𝑀 образует
векторное пространство над полем 𝔽ଶ = {0, 1} вычетов по модулю 2 относительно опера-
ций 𝑋 + 𝑌 ≝ (𝑋 ∪ 𝑌) ∖ (𝑋 ∩ 𝑌), 1 ⋅𝑋 ≝ 𝑋, 0 ⋅𝑋 ≝ ∅. Можно ли в таком пространстве построить
линейно зависимый набор из 𝑚 ⩾ 2 непустых подмножеств, в котором ни одно подмно-
жество не содержится в объединении остальных? А линейно зависимый набор из 𝑚 ⩾ 2
строго возрастающих по включению непустых подмножеств?
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