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Правильные многогранники (по Кокстеру).
Терминология и обозначения. Конечная группа ீ ортогональных преобразований евклидова про-
странства ℝ೙ называется группой Кокстера, если она порождается отражениями в гиперплоскостях.
Замыкания связных компонент дополнения к объединению зеркал всех отражений из группы ீ называ-
ются камерами Вейля. Векторы единичной длины, перпендикулярные зеркалам отражений из группы ீ,
называется корнями группы ீ. Корни, перпендикулярные стенкам некоторой фиксированной камеры
Вейля и направленные внутрь от этой камеры, называются простыми. Граф Кокстера группы ீ имеет
в качестве вершин стенки некоторой фиксированной камеры Вейля, при этом стенки, образованные
зеркалами ு೔ и ுೕ, соединяются ௠೔ೕ − ଶ рёбрами, где ௠೔ೕ — число всех проходящих через ு೔ ∩ ுೕ зер-
кал отражений из группы ீ. Под симметрией фигуры ி ⊂ ℝ೙ понимается биекция ி ⥲ ః, задаваемая
ортогональным линейным преобразованием пространства ℝ೙. Группа симметрий фигуры ி обознача-
ется Oಷ. Всюду далее ௉ ⊂ ℝ೙ по умолчанию означает правильный многогранник с центром в нуле.
ГЛ5⅔⋄1. Покажите, что каждая симметрия 𝑔 ∈ O௰ любой грани 𝛤 правильного многогран-
ника 𝑃 продолжается до симметрии 𝑔 ∈ O௉ всего многогранника, причём всякое отраже-
ние1 𝑔 ∈ O௰ продолжается до отражения 𝑔 ∈ O௉.

ГЛ5⅔⋄2. Зафиксируем вершину 𝐹଴ правильного многогранника 𝑃, примыкающее к ней реб-
ро 𝐹ଵ, примыкающую к нему двумерную грань 𝐹ଶ, и т. д. вплоть до самого многогранни-
ка 𝐹௡ = 𝑃. Докажите, что группа O௉ порождается следующими 𝑛 отражениями: отраже-
нием 𝜎ଵ, продолжающим отражение ребра 𝐹ଵ относительно его середины, отражением
𝜎ଶ, продолжающим отражение двумерной грани 𝐹ଶ относительно оси, проходящей через
вершину 𝐹଴, отражением 𝜎ଷ, продолжающим отражение трёхмерной грани 𝐹ଷ в плоско-
сти, проходящей через ребро 𝐹ଵ, и т. д. вплоть до отражения 𝜎௡ всего многогранника 𝑃 в
гиперплоскости, проходящей через грань2 𝐹௡−ଶ ⊂ 𝑃.

ГЛ5⅔⋄3. Для произвольного флага ∅ = 𝐹−ଵ ⊂ 𝐹଴ ⊂ 𝐹ଵ ⊂ ⋯ ⊂ 𝐹௡−ଵ ⊂ 𝐹௡ = 𝑃 и каждого
𝑘 = 1, … ,𝑛 − 1 обозначим через 𝜈௞ количество 𝑘-мерных граней многогранника 𝑃, содер-
жащихся в грани 𝐹௞+ଵ и содержащих грань 𝐹௞−ଶ. Далее, для каждого 𝑖 = 1, … ,𝑛 обозначим
через 𝐻௜ гиперплоскость, проходящую через центры всех граней 𝐹ఔ c 𝜈 ≠ 𝑖−1, а через 𝑎௜ —
единичный нормальный вектор этой гиперплоскости, направленный в полупространство,
содержащее центр грани 𝐹௜−ଵ. Отражение в гиперплоскости 𝐻௜ обозначим через 𝜎௜ = 𝜎௔೔.Покажите, что: а) последовательность 𝝂(𝑃) = (𝜈ଵ, 𝜈ଶ, … , 𝜈௡−ଵ) является символом Шле-
фли3 многогранника 𝑃 б) векторы 𝑎௜ составляют систему простых корней группы O௉
в) отражения 𝜎௜ удовлетворяют соотношениям 𝜎ଶ௜ = Id = (𝜎௜𝜎௜+ଵ)

ఔ೔ г*) группа O௉ явля-
ется фактором свободной группы с образующими 𝜎ଵ, …𝜎௡ по наименьшей нормальной
подгруппе, содержащей слова 𝜎ଶ௜ и (𝜎௜𝜎௜+ଵ)

ఔ೔ д) стабилизатор грани 𝐹௞ в группе O௉ по-
рождается отражениями 𝜎௜ с 𝑖 ≠ 𝑘 + 1.

ГЛ5⅔⋄4*. Покажите, что граф Кокстера группы O௉ а) линеен4 б) является одним из графов5
𝐴௡, 𝐵௡, 𝐻ଷ, 𝐻ସ, 𝐹ସ, 𝐼ଶ(𝑚) в) с точностью до подобия отвечает одному самодвойственному
или двум двойственным друг другу в смысле задачи Г5½⋄5 многогранникам 𝑃. Получите
отсюда второе решение задачи Г5½⋄7.

ГЛ5⅔⋄5*. Сколько движений в группах 4-мерных правильных многогранников с символами
(3, 4, 3) , (3, 3, 5) и (5, 3, 3) ? Попытайтесь явно перечислить все эти движения.

ГЛ5⅔⋄6*. Покажите, что группы симметрий многогранников с графами из зад. ГЛ5⅔⋄4 (б)
имеют соответственно порядки (𝑛 + 1)!, 2௡𝑛!, 120, 14400, 1152, 2𝑚.

1В гиперплоскости, лежащей внутри наименьшего аффинного подпространства, содержащего грань ௰.
2Эта грань имеет коразмерность 2.
3См. задачу Г5½⋄2.
4Т. е. не содержит вершин, соединённых более чем с двумя другими различными вешинами.
5Эти графы нарисованы на стр. 126 в http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/1617/lec_07.pdf.
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