
§6. �Ï�ÏÌÏÇÉÉ, ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ6.1. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. íÎÏÇÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÏÈÒÁ-ÎÑÀÔ ÓÍÙÓÌ × ÏÞÅÎØ ÛÉÒÏËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÉÈ ÎÅ ÎÁ ÑÚÙËÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ, Á ÎÁ ÑÚÙËÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÔÏÞÅË É ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁ-ËÏ×ÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ. æÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1 (ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×)�Ï�ÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × X, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈÏÔËÒÙÔÙÍÉ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ1) ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ∅ É X ÏÔËÒÙÔÙ2) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ3) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ Î£Í ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z = X r U , ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë ÏÔËÒÙÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ U ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ Ï�Ò. 6.1 ÍÏÖÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ�ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2 (ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×)�Ï�ÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × X, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ1) ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ∅ É X ÚÁÍËÎÕÔÙ2) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÏ3) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÏ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Ï�Ò. 6.2 É Ï�Ò. 6.1 É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.ðÒÉÍÅÒ 6.1 (ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ)åÓÌÉ ÏÂßÑ×ÉÔØ ËÁÖÄÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ⊂ X ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÏÔËÒÙÔÙÍ ÉÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ.ðÒÉÍÅÒ 6.2 (ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ)åÓÌÉ ÏÂßÑ×ÉÔØ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á1: ∅ É X, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ (ÉÌÉ ÁÎÔÉÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ).1ËÏÔÏÒÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏËÁÖÕÔÓÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ106



6.1.�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 107ðÒÉÍÅÒ 6.3 (ÆÉÎÉÔÎÙÅ É ÓÞ£ÔÎÏ-ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ)åÓÌÉ ËÒÏÍÅ ∅ ÉX ÏÂßÑ×ÉÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ (ÓÏÏÔ×. ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÉÌÉÓÞ£ÔÎÙÅ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z ⊂ X, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÆÉÎÉÔÎÏÊ (ÓÏÏÔ×. ÓÞ£ÔÎÏ-ÆÉÎÉÔÎÏÊ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.ðÒÉÍÅÒ 6.4 (ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ)ðÕÓÔØ X = An(k) | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ�ÏÌÅÍ k. îÁÚÏ×£Í �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z ⊂ An ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∅ É ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï An ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉ-ÑÍÉ 1 = 0 É 0 = 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ {f�(x) = 0} É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ {g�(x) = 0}ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ {f�(x) · g�(x) = 0} (�ÅÒ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �ÒÏÂÅÇÁÅÔ�ÅÒ×ÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, ×ÔÏÒÏÊ | ×ÔÏÒÕÀ), �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÉÓÔÅÍ × ÏÄÎÕ ÓÉÓÔÅÍÕ.ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. ïÔÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ A1 ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÉÎÉÔÎÏÊÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÉÚ �ÒÉÍ. 6.3.ðÒÉÍÅÒ 6.5 (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ Rn)îÁÚÏ×£Í ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ "-ËÕÂÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ p = (p1; p2; : : : ; pn) ∈ Rn �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÊ ËÕÂ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × p É Ò£ÂÒÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 2", ÉÄÕÝÉÍÉ ×ÄÏÌØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ:÷"(p) def= {x = (x1; x2; : : : ; xn) ∈ Rn : |xi − pi| ≤ " ∀ i} (ÇÄÅ " > 0) : (6-1)óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Rn ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ p ∈ U× U ÌÅÖÉÔ É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ "-ËÕÂ ÷"(p) Ó �ÅÎÔÒÏÍ × p.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ.üÔÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ Rn, ÉÌÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ�ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÜÔÉÍÏÌÏÇÉÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ �ÒÏÑÓÎÉÔÓÑ ÎÉ-ÖÅ × Õ�Ò. 6.15 É ÓÌ. 6.2).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ1 × Rn.1Ô. Å. ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ "-ËÕÂÙ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×



108 §6.�Ï�ÏÌÏÇÉÉ, ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØðÒÉÍÅÒ 6.6 (ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ)îÁ ÌÀÂÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å Y ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÎÄÕ�É-ÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó X ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÏÔËÒÙÔÙÍÉ (ÓÏÏÔ×. ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó Y ÏÔËÒÙÔÙÈ (ÓÏÏÔ×. ÚÁÍËÎÕÔÙÈ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÉÚ X.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ X, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× U1, ÓÉÌØ-ÎÅÅ (ÉÌÉ ÔÏÎØÛÅ) ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× U2, ÅÓÌÉ
U1 ⊃ U2, Ô. Å. ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ U2 ÏÔËÒÙÔÏ É ×ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ U1. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÔÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ U2 ÓÌÁÂÅÅ (ÉÌÉÇÒÕÂÅÅ) ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ U1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�Ò. 6.3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄ-ËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÊ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X, �ÒÉÞ£Í ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÉÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÉÚ �ÒÉÍ. 6.1 É �ÒÉÍ. 6.2 ÓÕÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ(ÔÏÎÞÁÊÛÉÊ) É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ (ÇÒÕÂÅÊÛÉÊ) ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÞÕÍÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÊ.ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ 6.1 éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÔÏ-ÞÅÞÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á x ∈ X × ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å XÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ ÔÏÞÅË X \ x ÎÅ ÏÂÑÚÁ-ÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ.6.1.1. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ÷ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁX, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ X ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÅ�ÕÓÔÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ p É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÓÑ × W , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔØÀ ÔÏÞËÉ p.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ ÔÏÞËÉ p.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊÔÏÞËÏÊ É ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Å£ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅ�ÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÓÁÍÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÅÊÓÑ × U ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÌÀÂÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÉ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ p ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Å£ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W , ÔÏ ÂÅÒÑ× W ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Up, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ p ∈ Up ⊂ W ⊂ Y , ÚÁ-ËÌÀÞÁÅÍ ÞÔÏ Y = ∪p Up Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× É �ÏÓÅÍÕÔÏÖÅ ÏÔËÒÙÔÏ. �



6.1.�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 1096.1.2. âÁÚÙ. ìÀÂÕÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ × ÄÕ-ÈÅ �ÒÉÍ. 6.5, Ï�ÒÅÄÅÌÑÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÁË ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ | ÁÎÁÌÏÇÏ× "-ËÕÂÏ× ÉÚ �ÒÉÍ. 6.5.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁX ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉp ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ p �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ∈ B.éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ B ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ Å£ ÂÁÚÏÊ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ B.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÙÈ "-ËÕÂÏ×
◦÷"(p) = {x = (x1; x2; : : : ; xn) ∈ Rn : |xi − pi| < " ∀ i} " ∈ Q É p ∈ Qn ⊂ Rn ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁ Rn.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.2îÁÂÏÒ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× B ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× U1; U2 ∈ B É ÌÀÂÏÊÔÏÞËÉ p ∈ U1 ∩ U2 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ W ∈ B, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ p ∈ W ⊂ U1 ∩ U2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ B | ÂÁÚÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ × ÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U1 ∩ U2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ p É ÎÅËÏÔÏÒÏÅÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ p ÂÁÚÏ×ÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ∈ B.îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× B ÔÁËÏ×, ÞÔÏ

∀ U1; U2 ∈ B É ∀ p ∈ U1 ∩ U2 ∃ Wp ∈ B : p ∈ Wp ⊂ U1 ∩ U2 ; (6-2)ÔÏ ÎÁÚÏ×£Í ÏÔËÒÙÔÙÍÉ × X �ÕÓÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ∅, ×Ó£ X É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ B. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U ′ ∩ U ′′ Ä×ÕÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×U ′ = ∪� U ′� É U ′′ = ∪� U ′′� ; ÇÄÅ U ′� ; U ′′� ∈ B ;Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ U ′� ∩U ′′� , ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Wp ∈ B, �ÒÉÈÏÄÑÝÉÈÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË p ∈ U ′� ∩ U ′′� ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (6-2). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,U ′∩U ′′ ÔÁËÖÅ ÏÔËÒÙÔÏ, É ÍÙ ÚÁÄÁÌÉ ÎÁ X ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ B ÏÞÅ×ÉÄÎÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.10∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÚÕ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÉÚ �ÒÉÍ. 6.4 ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ Df = {p ∈ An | f(p) 6= 0}, ÇÄÅ f ∈
k[x1; x2; : : : ; xn℄ | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏU ⊂ An Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÁÚÏ×ÙÈ.



110 §6.�Ï�ÏÌÏÇÉÉ, ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ6.1.3. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×f : X - YÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ �ÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ f−1(U) ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ Y ÏÔËÒÙÔ × X. üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó �ÒÉÎÑÔÙÍ × ÁÎÁ-ÌÉÚÅ: ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ f ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X É ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ W ⊂ Y ÔÏÞËÉ y = f(x) ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ X ÔÏÞËÉ x, ÔÁËÁÑ ÞÔÏf(U) ⊂ W .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔ.6.1.4. úÏÏÌÏÇÉÑ ÔÏÞÅË. õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÆÉÇÕÒÁÍÉ × ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.�ÏÞËÉ ÆÉÇÕÒÙ æ , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × æ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ó×ÏÅÀ ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔØÀ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÉÇÕÒÙ æ . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÉÈ ÔÏÞÅË ÆÉÇÕÒÙ æ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ◦æ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ ÆÉÇÕÒÙæ . óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌ. 6.1 ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÏÔËÒÙÔÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ◦æ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÏÔ-ËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × æ , É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÏÔËÒÙÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × X, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÍÓÑ × æ .÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ X ræ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÉÇÕÒÙæ . éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞËÁ p ∈ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÅÊ ÄÌÑ æ , ÅÓÌÉ Õ ÎÅ£ ÅÓÔØÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W ∋ p, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ Ó æ . íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÎÅÛÎÉÈ ÔÏÞÅË ÆÉÇÕÒÙæ ÞÅÒÅÚ �æ . ëÁË É ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ◦æ , ×ÎÅÛÎÏÓÔØ �æ ÌÀÂÏÊÆÉÇÕÒÙ æ ÏÔËÒÙÔÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �æ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÏÔ-ËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó æ , É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÔÁ-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÏÔËÒÙÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × X, ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ æ .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÎÅÛÎÉÈ ÔÏÞÅË ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ æ ⊂ X | ÜÔÏ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ X r æ Ë ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÅ.úÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × X, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë (ÏÔËÒÙÔÏÍÕ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ×ÎÅÛÎÉÈ ÔÏÞÅË ÆÉÇÕÒÙ æ ⊂ X, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÆÉÇÕÒÙ æ É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ æ = X r �æ . óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 6.13 ÚÁÍÙËÁÎÉÅ æ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ æ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É,ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÍ æ . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, æ = æ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÇÕÒÙ æ ⊂ X.�ÏÞËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉ ×ÎÅÛÎÉÍÉ, ÎÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÔÏÞ-ËÁÍÉ ÆÉÇÕÒÙ æ ⊂ X, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÉÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉÔÏÞËÁÍÉ æ , ÓÍÏÔÒÑ �Ï ÔÏÍÕ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÌÉ ÏÎÉ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÅ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,ÔÏÞËÁ p ∈ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÄÌÑ æ , ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ Å£ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ



6.1.�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 111ËÁË ÔÏÞËÉ ÉÚæ , ÔÁË É ÔÏÞËÉ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅæ . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈÔÏÞÅË æ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �æ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÆÉÇÕÒÙ æ .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ æ ÆÉÇÕÒÙ æ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÆÉÇÕÒÙ æ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ Å£ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÇÒÁ-ÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË.�ÏÞËÁ p ∈ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ æ ⊂ X, ÅÓÌÉ × ÌÀÂÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ p ÔÏÞËÁ ÆÉÇÕÒÙ æ . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÚÁÍÙËÁÎÉÅ æ ÆÉÇÕÒÙ æ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ)ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ æ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ Å£ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË.�ÏÞËÉ ÆÉÇÕÒÙæ , ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ Å£ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏ-ÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÉÇÕÒÙ æ . éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÏÞËÁ p ∈ æ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅ£ ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÉËÁËÉÈ ÔÏÞÅË æ , ËÒÏÍÅÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ p.6.1.5. ëÏÍ�ÁËÔÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.3åÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X - Y ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, ÔÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï f(X) ⊂ Y ËÏÍ�ÁËÔÎÏ × ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ó Y ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ f(X) = ∪� (f(X) ∩ U�),ÇÄÅ U� ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÙ. ïÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f−1(U�) ⊂ X �ÏËÒÙ×ÁÀÔ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X. éÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅX = f−1(U1) ∪ f−1(U2) ∪ : : : ∪ f−1(Un) :íÎÏÖÅÓÔ×Á f(X) ∩ Ui  1 6 i 6 n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ f(X). �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.4ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ÚÁÍË-ÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÏÄÎÁÂÏÒ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, É ×ÅÓØ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, É ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ × ÓÅÍÅÊÓÔ×ÅÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Z� ⊂ X ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. åÓÌÉ ∩� Z� = ∅,ÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U� = X r Z� �ÏËÒÙ×ÁÀÔ X. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ U1 ∪ U2 ∪ : : : ∪ Un = X. �ÏÇÄÁ Z1 ∩ Z2 ∩ : : : ∩ Zn = ∅, ÞÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.îÁÏÂÏÒÏÔ, �ÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ×ÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔ-ËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ X = ∪� U�. åÓÌÉ ÎÉËÁËÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ U1; U2; : : : ; Un ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ X, ÔÏ × ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Z� = XrU� ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÏÄÎÁÂÏÒ Z1; Z2; : : : ; Zn ÉÍÅÅÔÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ∩� Z� 6= ∅, Á ÚÎÁÞÉÔ ∪� U� 6= X. �



112 §6.�Ï�ÏÌÏÇÉÉ, ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.5 (ÌÅÍÍÁ âÏÌØ�ÁÎÏ{÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ)ìÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÅÔ × Î£Í ÈÏÔØÏÄÎÕ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ p ∈ X ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Áæ ⊂ X, ÔÏ Õ ÎÅ£ ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Up, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÉËÁËÉÈ ÔÏÞÅËÉÚæ , ËÒÏÍÅ p. åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ×X ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÄÌÑæ , ÏÔËÒÙÔÙÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á Up �ÏËÒÙ×ÁÀÔ X. ÷ÙÂÉÒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï æ ËÏÎÅÞÎÏ. �6.1.6. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÑ ÎÁÓÞ£Ô ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ëÁË É × ÁÎÁÌÉ-ÚÅ, ÔÏÞËÁ p ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ1 x : N
n7→xn

- X ;ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ p ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁ-ÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ÉÚ �ÒÉÍ. 6.5 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, Ô. Å. �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x : N - Rn ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ p ∈ Rn , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ�ÒÉ ËÁÖÄÏÍ i = 1; 2; : : : ; n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ i-ÔÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞÅË �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÓÈÏÄÉÔÓÑ × R Ë i-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÔÏÞËÉ p.çÏ×ÏÒÑ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ×ÅÓØÍÁ ÄÁÌÅËÉ ÏÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ ÔÅÏÒÅÍ Ï �ÒÅÄÅÌÁÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÉ ÎÁ R ÉÚ �ÒÉÍ. 6.3 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn = n ÓÈÏÄÉÔÓÑ, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÁÑÔÏÞËÁ p ∈ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅ£ �ÒÅÄÅÌÏÍ.�ÏÞËÁ p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x : N - Rn,ÅÓÌÉ × ÌÀÂÏÊ Å£ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÕÔÁÔØ Ó �ÒÅ-ÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. �ÁË, �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ sn = (−1)n ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉÒÏ×ÎÏ Ä×Å �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅ-ÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÔÏÞËÁ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xn, ÎÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ×Ï-ÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØyk = xnk , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ.1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ x : N - X, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÅ n ∈ N ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑËÁË xn def= x(n)



6.2.íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 1136.2. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. éÍÅÅÔÓÑ ×ÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÔÒÏÅÎÁ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔØ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ R. üÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÏ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÊ �ÒÉÍ. 6.5.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.5íÎÏÖÅÓÔ×Ï X, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÏ× % : X ×X - R , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ∀ x; y; z ∈ X Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ%(x; y) = %(y; x) (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ)%(x; y) > 0 (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ)%(x; y) = 0 ⇐⇒ x = y (ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ)%(x; z) 6 %(x; y) + %(y; z) (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, Á ÆÕÎË�ÉÑ % ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ(ÉÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ) ÎÁ X.6.2.1. íÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ. ÷ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÆÉÇÕÒÁB"(p) = {q∈X | %(p; q) 6 "} (ÇÄÅ " > 0) (6-3)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÚÁÍËÎÕÔÙÍ) "-ÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ p ∈ X. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ "-ÛÁÒÙ
◦B"(p) = {q∈X | %(p; q) < "} (6-4)Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ " ∈ Q ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉp ∈ ◦B"1(q1) ∩ ◦B"2(q2) ;ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Æ < min ( "1 − %(p; q1) ; "2 − %(p; q2) ) É ÌÀÂÏÇÏ x Ó %(x; p) < Æ ÉÍÅÅÍ�ÒÉ i = 1; 2 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á %(x; qi) 6 %(x; p) + %(p; qi) < "i − %(p; qi) + %(p; qi) = "i ,ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ ◦BÆ(p) ⊂ ◦B"1(q1) ∩ ◦B"2(q2).�Ï�ÏÌÏÇÉÑ Ó ÂÁÚÏÊ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏ× (6-4) ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X. ïÔËÒÙÔÙÍÉ ×ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ X, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÍÅÓÔÅÓ ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ "-ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.ðÒÉÍÅÒ 6.7 (Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ)ó ËÁÖÄÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (v; w) ÎÁ Rn Ó×ÑÚÁÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ,ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÁ:%eu(p; q) = |−→pq| = √(q − p; q − p) :óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÓÌÅÄÕÀÔÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï



114 §6.�Ï�ÏÌÏÇÉÉ, ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏ-ÇÏ {û×ÁÒ�Á (ÓÍ. ÓÌ. 1.3 ÎÁ ÓÔÒ. 21). ÷ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ "-ÛÁÒÙ | ÜÔÏ ÏÂÙÞ-ÎÙÅ ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ ".ðÒÉÍÅÒ 6.8 (sup-ÍÅÔÒÉËÁ × Rn)ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ Rn ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁË ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: %sup(p; q) = max16i6n |pi − qi| :óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÏÞÅ×ÉÄ-ÎÙ, Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ Å×-ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ: �ÏÓËÏÌØËÕ |zi − xi| 6 |zi − yi|+ |yi − xi| �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ i,%sup(x; z) = max16i6n |zi − xi| 6 max16i6n(|zi − yi|+ |yi − xi|) 6

6 max16i6n |zi − yi|+ max16i6n |yi − xi| = %sup(x; z) + %sup(x; z)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ "-ÛÁÒÁÍÉ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÙÅ "-ËÕÂÙ ÉÚ �ÒÉÍ. 6.5.ðÒÉÍÅÒ 6.9 (sup-ÍÅÔÒÉËÁ × C 0([a; b℄))üÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C 0([a; b℄) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ⊂ R ÍÅÔÒÉËÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ%sup(f; g) = maxx∈[a;b℄ |f(x)− g(x)|(ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, Ô. Ë. ÌÀÂÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÄÏ-ÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ). óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ,ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁË ÖÅ,ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ. "-ÛÁÒÁÍÉ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÆÕÎË�ÉÊ, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ �ÅÎ-ÔÒÏÍ ÛÁÒÁ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ".6.2.2. ïÔÄÅÌÉÍÏÓÔØ. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅÄ×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉ-ÍÉÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ: ÅÓÌÉ %(p; q) = d, ÔÏ
◦B"(p) ∩ ◦B"(q) = ∅ �ÒÉ " < d=2 :�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÍÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÉËÁËÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ.



6.2.íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 115÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÉËÁËÏÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ " < d=2 ÎÅ ÍÏÖÅÔÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ä×Å ÔÏÞËÉ p É q Ó %(p; q) = d > 0. ðÏÜÔÏÍÕ × ÌÀÂÏÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏ×B"1(p1) ⊃ B"2(p2) ⊃ B"3(p3) ⊃ · · · Ó limn→∞

"n = 0 (6-5)ÌÉÂÏ �ÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÛÁÒÏ× B1=n(p) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ p.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ×ÓÅ ÛÁÒÙ B"(p) =
{q∈X | %(p; q) 6 "} É ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.6íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏ× ÓÏ ÓÔÒÅÍÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ ÉÍÅÅÔ× Î£Í ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ (Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.18. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn Ó sup-ÍÅÔÒÉËÏÊ ÉÚ �ÒÉÍ. 6.8�ÏÌÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.19∗ (�Ï ÁÎÁÌÉÚÕ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C 0([a; b℄) ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [a; b℄ - R ÉÚ �ÒÉÍ. 6.9 �ÏÌÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 6.1 (Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍ�ÁËÔÏ×)óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÉÇÕÒÙ æ × �ÏÌÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:1) ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ æ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞ-ÎÏÅ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ2) ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × æ ÉÍÅÅÔ × æ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ �ÒÅÄÅÌØ-ÎÕÀ ÔÏÞËÕ3) æ ÚÁÍËÎÕÔÁ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÆÉÇÕÒÕ æ ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ "-ÛÁÒÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ �ÒÅÄÌ. 6.5 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (1) ⇒ (2) ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ × ÌÀÂÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.äÏËÁÖÅÍ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÀ (2) ⇒ (3). ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ æ .îÁÞÁ× Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x1 ∈ æ , ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n > 2 ÏÔÍÅÔÉÍ × ÛÁÒÅÒÁÄÉÕÓÁ %(p; xn−1)=2 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × p ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ p ÔÏÞËÕ xn ∈ æ .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.20. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ×Ï ×Ó£Í ÏÂßÅÍÌÀÝÅÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ÔÏÞËÁ p | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË {xn}n∈N.



116 §6.�Ï�ÏÌÏÇÉÉ, ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØóÏÇÌÁÓÎÏ (2), p ∈ æ , Ô. Å. ÆÉÇÕÒÁ æ ÚÁÍËÎÕÔÁ. åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ " > 0 ÆÉÇÕÒÁæ ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ "-ÛÁÒÏ×, ÔÏ, ÎÁÞÁ× Ó ÌÀÂÏÇÏ y1 ∈ æ ÉÏÔÍÅÔÉ× ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k > 2 ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕyk ∈ æ r
(B"(y1) ∪B"(y2) ∪ : : : ∪B"(yk−1)) ;�ÏÌÕÞÉÍ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË {yn}n∈N, × ËÏÔÏÒÏÍ ∀ n 6= m %(yn; ym) > ".ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ "=3 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ yi, Õ�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ (2).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÉÇÕÒÁ æ ×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.äÏËÁÖÅÍ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÀ (3) ⇒ (1). ðÕÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ æ = ∪� U� ÎÅÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÑ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÏËÒÙÔÉÉ ÆÉÇÕÒÙ æÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=4 ÔÁËÏÊ ÛÁÒ A1, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ æ ∩A1 6= ∅ ÎÅ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔÓÑÎÉËÁËÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× U�. äÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏn > 2 ×ÙÂÅÒÅÍ × ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÏËÒÙÔÉÉæ ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=4n ÔÁËÏÊ ÛÁÒ An, ÞÔÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ An ∩ (æ ∩ An−1) 6= ∅ ÎÅ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍÍÎÏÖÅÓÔ× U�. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ An ∩ An−1 6= ∅, É ÒÁÄÉÕÓ An ×ÞÅÔ×ÅÒÏ ÍÅÎØÛÅ,ÞÅÍ Õ An−1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Dn ÛÁÒ Ó ÔÅÍ ÖÅ �ÅÎÔÒÏÍ, ÞÔÏ É An, ÎÏ Ó ×Ä×ÏÅÂÏÌØÛÉÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ 2=4n.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.21. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ D1 ⊃ D2 ⊃ D3 ⊃ · · · É ÒÁÄÉÕÓÙ ÛÁÒÏ× DnÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ n → ∞.÷ ÓÉÌÕ �ÏÌÎÏÔÙ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÓÅ ÛÁÒÙ Dn ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕq. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ Ë q ÛÁÒÏ× Dn ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅ-ÞÅÎÉÅ Ó æ , ÔÏÞËÁ q ÌÅÖÉÔ × æ = æ É ÎÁËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ U�. îÏ ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÛÁÒÙ Ak, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ,ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ U , Á ÚÎÁÞÉÔ, æ ∩ Ak �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ U , ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ ÛÁÒÏ× Ak. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.1 ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÉÚ ÔÅÏÒ. 6.1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØÀ, Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï (2) | ÓÅË×ÅÎ�ÉÏÎÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ âÏÌØ�ÁÎÏ {÷ÅÊÅÒ-ÛÔÒÁÓÓÁ), �ÏÓÌÅÄÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï × (3) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØÀ. éÚ×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÅÓÌÉ ÆÉÇÕ-ÒÁ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÛÁÒÏ×, ÔÏ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÒÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn Ó sup-ÍÅÔÒÉËÏÊ ÉÚ �ÒÉÍ. 6.8×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ×ÓÑËÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕÅÓÌÉ æ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÕÂÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ d, ÔÏ ÄÅÌÑ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÎÁ Nn ËÕÂÉËÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ d=N < ", �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏËÒÙÔÉÅ æ ËÏ-ÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ "-ËÕÂÏ×. ïÄÎÁËÏ × ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ, ÎÏ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÆÉÇÕÒÙ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.22. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ æ = {' ∈ C 0([a; b℄) | ∀x ∈ [a; b℄ |'(x)| 6 1}ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÎÏ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C 0([a; b℄) .



6.3.îÏÒÍÙ 117óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.1ëÁÖÄÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : æ - R ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÆÉÇÕÒÅ æ × �ÏÌÎÏÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌ. 6.3 ÏÂÒÁÚ f(æ ) ⊂ R ËÏÍ�ÁËÔÅÎ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ É ÚÁÍËÎÕÔ. éÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Õ f(æ ) ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÅÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ É ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉ. éÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ f(æ ) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ É ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉ f(æ ) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ f(æ ). �6.3. îÏÒÍÙ. ÷ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÍÅ-ÔÒÉËÉ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ× É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ �ÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÇÏÍÏÔÅÔÉÑÍ. ðÅÒ×ÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ %(x; y) = %(−→xy) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ −→xy, Á ÎÅ ÏÔ ÓÁÍÉÈ ÔÏÞÅË x É y. ÷ÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ×ÅËÔÏÒÁ v É ÞÉÓÌÁ � ∈ R ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï %(�v) = |�|%(v) .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.7æÕÎË�ÉÑ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ×ÅËÔÏÒÕv ∈ V ÞÉÓÌÏ ||v|| ∈ R , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ V , ÅÓÌÉ ∀� ∈ R É ∀ v; w ∈ V×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ó×ÏÊÓÔ×Á
||v|| > 0 (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ)
||v|| = 0 ⇐⇒ v = 0 (ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ)
||� · v|| = |�| · ||v|| (ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ)
||v + w|| 6 ||v||+ ||w|| (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× É ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ %(x; y) = ||−→xy|| ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÏÒÍÙv 7→ ||v|| ÎÁ V .îÁ�ÒÉÍÅÒ, Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ ÉÚ �ÒÉÍ. 6.7 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÙ

|v| = √(v; v) ;Á sup-ÍÅÔÒÉËÁ ÉÚ �ÒÉÍ. 6.8 | ÉÚ sup-ÎÏÒÍÙ
||(x1; x2; : : : ; xn)||st = max16i6n |xi| ; (6-6)ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ Rn.6.3.1. å×ËÌÉÄÏ×Ù ÎÏÒÍÙ. îÏÒÍÁ v 7→ ||v|| ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ||v|| = √(v; v) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (v; w) ÎÁ V .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÎÏÒÍÁ (6-6) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ×ÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ É ×ÓÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÏÒÔÙ × R2, ÒÁ×ÎÁ 1. íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÄÌÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÎÏÒÍÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ



118 §6.�Ï�ÏÌÏÇÉÉ, ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.6îÏÒÍÁ v 7→ ||v|| Å×ËÌÉÄÏ×Á , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅ£ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ1.
||v + w||2 + ||v − w||2 = 2 (

||v||2 + ||w||2) : (6-7)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ,ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ v 7→ ||v|| ÎÁ Rn ÆÕÎË�ÉÑ Rn × Rn - R,ÚÁÄÁÎÎÁÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍ (v; w) def= (||v + w|| − ||v − w||) =4 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ (−v; w) = −(v; w) = (v;−w) ∀ v; w ∈ V .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.23. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÏÒÍÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ (6-7), ÔÏ(v1 + v2; w) = (v1; w) + (v2; w) É (v; w1 + w2) = (v; w1) + (v; w2) :éÚ Õ�Ò. 6.23 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (n · v; w) = n · (v; w) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ Z É ×ÓÅÈ v; w ∈ V .ðÏÌÁÇÁÑ u = n · v, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ( 1n · u;w) = 1n · (u;w), ÏÔËÕÄÁ(�v; w) = �(V;w) = (v; �w) ∀ v; w ∈ V É ∀ � ∈ Q :ó ÕÞ£ÔÏÍ Õ�Ò. 6.23 ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (v; w) �Ï ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÀ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. äÌÑ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÌÀÂÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑìÅÍÍÁ 6.1ìÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ v 7→ ||v|| ÎÁ Rn ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ei ∈ Rn ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ É�ÏÌÏÖÉÍ M = maxi ||ei||. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ Rn
||v|| = ∥

∥

∥

∑ xiei∥∥∥ 6
∑

|xi| · ||ei|| 6 nM maxi |xi| = nM · ||v||st :ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 �ÒÉ ||v − w||st < Æ = "=2nM ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ∣

∣ ||v|| − ||w|| ∣∣ 6 ||v − w|| < nM · ||v − w||st < " . �éÚ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ v; w ∈ Rn ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(�v; w) = � (v; w) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ R - R ÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ � ∈ R.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.24. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÎÁ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å2 Q ⊂ R, ÔÏ ÏÎÉÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×ÓÀÄÕ. �1ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÏ× ÞÅÔÙÒ£È ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ2�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÚÁ-ÍÙËÁÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ



6.4.÷Ù�ÕËÌÏÓÔØ 1196.3.2. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÏÒÍ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ä×Å ÎÏÒ-ÍÙ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÉÍÉ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A(V )ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.25. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÎÏÒÍ v 7→ ||v||1 É v 7→ ||v||2 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÍÏÔËÒÙÔÏÍ ÛÁÒÅ {v ∈ V : ||v||1 < "} �ÅÒ×ÏÊ ÎÏÒÍÙ ÓÏÄÅÒÖÁÌÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔËÒÙ-ÔÙÊ ÛÁÒ {v ∈ V : ||v||2 < Æ} ×ÔÏÒÏÊ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 6.2ìÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ Rn ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ sup-ÎÏÒÍÅ (6-6).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 6.25, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒ-ÍÙ v 7→ ||v|| ÎÁ Rn ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ� É M ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ Rn ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á� · ||v||st 6 ||v|| 6 M · ||v||st (6-8)(× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ "-ËÕÂ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ Rn ÂÕÄÅÔÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ "=M -ÛÁÒ ÎÏÒÍÙ v 7→ ||v|| É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÙÊ "-ÛÁÒÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ "=�-ËÕÂ).çÒÁÎÉ�Á K = {v ∈ Rn : ||v||st = 1} ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 1-ËÕÂÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅËÏÍ�ÁËÔÎÁ (× ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ), É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 6.1 ÆÕÎË-�ÉÑ v 7→ ||v|| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÅÊ Ó×ÏÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊM = supv∈K ||v|| É � = infv∈K ||v|| . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ � > 0, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÁÂÙ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ × K �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ vk ∈ K Ó ||vk|| → 0, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ v 7→ ||v|| É ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÂÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlimk→∞

vk = 0 ∈ K, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ w ∈ K ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á 0 < � 6 ||w|| 6 M < ∞ . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÎÉÈ w = v=||v||st �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ v 6= 0 ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (6-8). �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.2óÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ Rn �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÊ ÎÏÒÍÙ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ (Á ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ É × ÌÀÂÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.6.4. ÷Ù�ÕËÌÏÓÔØ. ÷ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÔÏÞÅË x1p1+x2p2+ · · · +xmpm (ÇÄÅ ∑ xi = 1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ,ÅÓÌÉ ×ÓÅ Å£ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ xi > 0. æÉÇÕÒÁ æ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÌÀÂÙÈ Ó×ÏÉÈ ÔÏÞÅË.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.26. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÍÅÓÔÉ Ó ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ p, q ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÌÁ ÉÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÉÈ ÏÔÒÅÚÏË [p; q℄ = {�p+ �q | �+ � = 1; �; � > 0} .



120 §6.�Ï�ÏÌÏÇÉÉ, ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÉÇÕÒ ×Ù�ÕËÌÏ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ×Ù-
a

b

Φ

òÉÓ. 6⋄1. ÷ÎÕÔÒÅÎ-ÎÏÓÔØ ×Ù�ÕËÌÏÊÆÉÇÕÒÙ ×Ù�ÕËÌÁ.

�ÕËÌÙÈ ÆÉÇÕÒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ æ , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞ-ËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ æ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ onv(æ ). éÎÁÞÅ onv(æ ) ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁËÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÔÏÞÅË ÆÉÇÕÒÙ æ .÷ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ É ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÔÁËÖÅ ×Ù�ÕËÌÙ.ðÅÒ×ÏÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ a É b ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔÓÑ × ×Ù�ÕËÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å æ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ "-ËÕÂÁÍÉ B"(a); B"(b) ⊂ æ , ÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [ab℄ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔÓÑ × æ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÁËÉÍÉ ÖÅ "-ËÕÂÁÍÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄1).÷ÔÏÒÏÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑa = limk→∞

ak É b = limk→∞

bkÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �, � ÍÙ ÉÍÅÅÍ limk→∞

(�ak + �bk) = �a + �b, ÔÁË ÞÔÏÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅËÆÉÇÕÒÙ æ , ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×Ù ÂÙÌÉ a É b.ðÒÉÍÅÒ 6.10 (ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ)÷Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ k+1 ÔÏÞÅË p0; p1; : : : ; pk, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÉ × ËÁËÏÊ (k−1)-ÍÅÒ-ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [p0; p1; : : : ; pk℄ = {

n
∑i=0 xipi ∣∣ n

∑i=0 xi = 1 ; xi > 0} : (6-9)ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ, Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ É ÔÒ£ÈÍÅÒÎÙÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ ÓÕÔØ ÏÔÒÅÚËÉ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.÷ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x1; x2; : : : ; xn) Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × p0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁei = −→p0pi , i = 1; 2; : : : ; n , ÓÉÍ�ÌÅËÓ (6-9) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÚ (n+1) ÌÉÎÅÊÎÙÈÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×


















x1 > 0
· · · · · ·xn > 0x1 + x2 + · · · + xn 6 1 : (6-10)Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ (n+ 1) �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.27. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓ [p0; p1; : : : ; pn℄ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÕÀ ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÏÓÔØ, Á ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× ×ÉÄÁ[p�1 ; p�2 ; : : : ; p�m ℄ Ó m < n É �i ∈ {0; 1; : : : ; n}.



6.4.÷Ù�ÕËÌÏÓÔØ 121ðÒÉÍÅÒ 6.11 (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÎÏÒÍ)ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ v 7→ ||v|| Å£ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅB1(0) = {v ∈ V : ||v|| 6 1} (6-11)ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÚÁÍËÎÕÔ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ.éÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÛÁÒ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ, Á ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÞÔÏ ÏÎ ×Ù�ÕËÌÙÊ: ÄÌÑÌÀÂÙÈ v, w Ó ||v||; ||w|| 6 1 É ÌÀÂÙÈ �; � > 0 Ó �+ � = 1 ÉÍÅÅÍ
||�v + �w|| 6 �||v||+ �||w|| 6 1 :îÏÒÍÁ v 7→ ||v|| ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÛÁÒÕ (6-11) ËÁË

||v|| = inf(� ∈ R>0 | �−1v ∈ B1(0)) : (6-12)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.7æÏÒÍÕÌÙ (6-11) É (6-12) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÁÍÉ ÎÁ Rn É ×Ù-�ÕËÌÙÍÉ ËÏÍ�ÁËÔÁÍÉ × Rn, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÎÕÌØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ É�ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó ÕÞ£ÔÏÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, ÎÁÍ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ v 7→ ||v||æ = inf(� ∈ R>0 | v ∈ �æ ) , �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ×Ù-�ÕËÌÏÍÕ ËÏÍ�ÁËÔÕ æ , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊÎÁ Rn. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÒÉ n = 1, ÇÄÅ ÏÎÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ: ∀ v; w ∈ V ÔÏÞËÁq = v + w
||v||æ + ||w||æ = ||v||æ

||v||æ + ||w||æ ·
v

||v||æ + ||w||æ
||v||æ + ||w||æ ·

w
||w||æÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÌÅÖÁÝÉÈ ×æ ÔÏÞÅË v=||v||æÉ w=||w||æ . ðÏÜÔÏÍÕ q ∈ æ , Ô. Å. ||q||æ 6 1 É ||v + w||æ 6 ||v||æ + ||w||æ . �6.4.1. áÆÆÉÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

An = A(V )ÎÁÄ n-ÍÅÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ≃ Rn. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÍÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ An ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : An - R. ÷ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x1; x2; : : : ; xn) Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÅ p ∈ An ÁÆÆÉÎÎÙÊÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ�(x) = �(x) + � = �1x1 + �2x2 + · · · + �nxn + � ;ÇÄÅ � = D� = (�1; �2; : : : ; �n) ∈ V ∗ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V , Á � = �(p) ∈ R |ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ.



122 §6.�Ï�ÏÌÏÇÉÉ, ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ � : An - R ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [a; b℄ ⊂ An �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �ÛËÏÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ��(x) = �x+ �ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÉÓ-ËÌÀÞÁÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:
◦ � ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ
◦ � ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ É ÉÍÅÅÔ ÎÁ ×Ó£Í ÏÔÒÅÚËÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÚÎÁË
◦ � ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ x0 ∈ [a; b℄, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÉÍÅÅÔÓÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á:

◦ x0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÏÎ�Ï× É � ÉÍÅÅÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÚÎÁË ÎÁ �ÏÌÕÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÅ [a; b℄ r x0
◦ a < x0 < b É � ÉÍÅÅÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÚÎÁË ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×[a; x0) É (x0; b℄, �ÒÉÞ£Í ÜÔÉ ÚÎÁËÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙ1éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ� : An - R Ó×ÑÚÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á An × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉH� = {p ∈ An | �(p) = 0} ;ÇÄÅ � ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, É Ä×ÕÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

◦H+� = {p ∈ Rn | �(p) > 0} É ◦H−� = {p ∈ Rn | �(p) < 0} (6-13)Ó ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ � ◦H+� = � ◦H−� = H�. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ×ÒÁÚÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉ�Õ H� × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊÔÏÞËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. úÁÍÙËÁÎÉÑÍÉ ÏÔ-ËÒÙÔÙÈ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (6-13) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁH+� = {p ∈ Rn | �(p) > 0} É H−� = {p ∈ Rn | �(p) 6 0} : (6-14)üÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �H+� = �H−� = H�, ÉÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (6-13) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÑÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.8äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p 6∈ U × ÁÆ-ÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å An ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n > 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p�ÒÑÍÁÑ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ U .1× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ � ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙ �Ï ÚÎÁËÕ



6.4.÷Ù�ÕËÌÏÓÔØ 123äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ⊂ An ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ UÏÔËÒÙÔÙÈ1 ÌÕÞÅÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × p. éÚ ÒÉÓ. 6⋄2 { ÒÉÓ. 6⋄3 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÔËÒÙÔÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, p ∈ �C, É ÉÚ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ C ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p �ÒÑÍÁÑ ` ÌÉÂÏ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ C, ÌÉÂÏ�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ` �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ p Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉÔÏÞËÁÍÉ C, Á �Ï ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ | ×ÎÅÛÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ C (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄2).
p

c ∈ C

u ∈ U

q ∈ C̆

p

c1 ∈ C

c2 ∈ C

u1 ∈ U

u2 ∈ U

[u1, u2] ⊂ U

òÉÓ. 6⋄2. ïÔËÒÙÔÏÓÔØ C É ÎÅ�ÕÓÔÏÔÁ �C. òÉÓ. 6⋄3. ÷Ù�ÕËÌÏÓÔØ C.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÎÅÛÎÉÅ ÄÌÑ C ÔÏÞËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. ðÕÓÔØ q | ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ n > 1 ÞÅÒÅÚ q ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ C �ÒÑÍÕÀ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ�ÒÑÍÏÊ (qp). îÁ ÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ r ∈ �C. ðÒÑÍÁÑ (pr) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ C ⊃ U ,Ô. Ë. ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÄÌÑ C ÔÏÞËÕ r 6= p. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.3åÓÌÉ ÁÆÆÉÎÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ � (×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÕÌØÍÅÒÎÁÑ) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U , ÔÏ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ UÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÍÅÓÔÉÍ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÎÕÔÒØ � É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ � Ó×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ W ⊂ Rn (×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ). ÷ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× H ⊂ Rn, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈW É ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ U , ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H. ÷ÙÂÅ-ÒÅÍ ÌÀÂÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë H �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ′: H ⊕H ′ = Rn É �ÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ dimH ′ = 1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ Rn ÎÁ H ′ ×ÄÏÌØ H. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚËÉÓ�ÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ × ÏÔÒÅÚËÉ, Á ËÕÂÙ | × ËÕÂÙ, U Ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ × ÏÔËÒÙÔÏÅ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÕÌÑ, Ô. Ë. H ∩ U = ∅. åÓÌÉ dimH ′ > 1,ÔÏ �Ï �ÒÅÄÌ. 6.8 × H ′ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÅÅ �ÒÏÅË�ÉÀ U . �ÏÇÄÁ H ⊕ L ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ U É ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ H, ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ H . �1Ô. Å. Ó ×ÙËÏÌÏÔÙÍ ÎÁÞÁÌÏÍ



124 §6.�Ï�ÏÌÏÇÉÉ, ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔØï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.8 (Ï�ÏÒÎÙÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ)çÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ H� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÏÒÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ÆÉÇÕÒÙ æ ⊂ Rn,ÅÓÌÉ æ ⊂ H+� É H� ∩ �æ 6= ∅ .�ÅÏÒÅÍÁ 6.3þÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ÌÀÂÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á æ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ-×ÅÓÔÉ Ï�ÏÒÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ æ ⊂ Rn �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÎÁ É ÂÕÄÅÔ Ï�ÏÒÎÏÊ. åÓÌÉ × æ ÅÓÔØ (n + 1) ÔÏÞÅË, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ× ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ �Ï Õ�Ò. 6.27 ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ◦æ 6= ∅. ðÒÏ×ÅÄ£Í ÞÅÒÅÚp ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ H�, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ◦æ . æÕÎË�ÉÏÎÁÌ � ÉÍÅÅÔ ÎÁ ◦æ �ÏÓÔÏ-ÑÎÎÙÊ ÚÎÁË (× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÅÄÉÎÉ× ÔÏÞËÉ ÒÁÚÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÕÌØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, Ô. Å. ÔÏÞËÕ ÉÚ H�∩æ ). íÅÎÑÑ, ÅÓÌÉÎÕÖÎÏ, ÚÎÁË Õ �, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ◦æ ⊂ H+� . úÁÍÙËÁÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ
◦æ ÌÅÖÉÔ × ÚÁÍËÎÕÔÏÍ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H+� , Á æ ÌÅÖÉÔ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ◦æ . ��ÅÏÒÅÍÁ 6.4÷ÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ Ó×ÏÉÈ Ï�ÏÒÎÙÈ�ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏ-ÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ Z, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Z ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ-ÓÑ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÁÑ ×ÎÅÛÎÑÑ ÔÏÞËÁ q 6∈ Z ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ï�ÏÒÎÙÈ�ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÏÅÄÉÎÉÍ q ÏÔÒÅÚËÏÍ [q; p℄ Ó ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ p ∈

◦Z É �ÒÏ×ÅÄ£Í Ï�ÏÒÎÏÅ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H+� ËZ × ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ r ∈ [q; p℄∩ �Z. ðÏÓËÏÌØËÕ r ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ [q; p℄, ÉÚ�(p) > 0 É �(r) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(q) < 0, Ô. Å. q 6∈ H+� . �6.4.2. çÒÁÎÉ É ËÒÁÊÎÉÅ ÔÏÞËÉ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÙæ Ó ÌÀÂÏÊ Å£ Ï�ÏÒÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎØÀ ÆÉÇÕÒÙ æ . ÷ÓÑËÁÑÇÒÁÎØ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÇÒÁ-ÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÇÏ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÎÉ ÆÉÇÕÒÙ æ ⊂ RnÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ n. îÕÌØÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ (Ô. Å. ÇÒÁÎÉ-ÔÏÞËÉ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ-ÍÉ. ðÏÄ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ, ×ÎÅÛÎÉÍÉ É ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÇÒÁÎÉ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑÔÁËÏ×ÙÅ ÔÏÞËÉ × ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ.éÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÔÅÒÍÉÎÁ �ÇÒÁÎØ�, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ Ï�ÙÔÅ ÒÁÂÏÔÙ ÓÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ, ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÁÄÅË×ÁÔÎÏ �ÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ×Ù�ÕËÌÙ-ÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Õ ÛÁÒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÅÊ É ×ÓÅ ÏÎÉ ÎÕÌØÍÅÒÎÙ, Á Õ ÆÉÇÕÒÙ �
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6.4.÷Ù�ÕËÌÏÓÔØ 125ÏÔÒÅÚËÏ× Ó Ï×ÁÌÁÍÉ) ÉÍÅÀÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ, ÎÕÌØÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÙÈÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÎÑÍÉ ÓÁÍÏÊ ÆÉÇÕÒÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÎØ ÇÒÁÎÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÙ æ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÇÒÁÎØÀ ÄÌÑ æ .�ÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ËÁË �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×Ï ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÈ �Å�ÏÞËÁÈ ×ÉÄÁ: ÆÉÇÕÒÁ æ , ÇÒÁÎØ ÆÉÇÕÒÙ æ , ÇÒÁÎØ ÇÒÁÎÉ ÆÉÇÕÒÙ æ ,ÇÒÁÎØ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÎÉ ÆÉÇÕÒÙ æ , . . . ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÙ æ . �ÏÞËÁ p ∈ æ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÊÎÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÇÏÓÑ × æ . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÞËÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ×ÎÕÔÒÉ ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÚæ , ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÎÉ ÄÌÑ æ , ÎÉ ÄÌÑ ÇÒÁÎÉ æ , ÎÉ ÄÌÑ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁ-ÎÉ æ É Ô. Ä. �ÏËÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÒÁÎÉ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ × æ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ p ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉ , ÅÓÌÉÉ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÂÁ ËÏÎ�Á ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÁÎÉ (ÉÎÁÞÅ×ÙÓÅËÁÀÝÉÊ ÇÒÁÎØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÍÅÎÑÌ ÂÙ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÚÎÁË É ÎÅ ÂÙÌ ÂÙÏ�ÏÒÎÙÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ p ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÁÍÁ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ ÎÉ Õæ , ÎÉ Õ ÇÒÁÎÉ æ , ÎÉ Õ ÇÒÁÎÉ ÇÒÁÎÉ æ É Ô. Ä.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.28. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÁÊÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÎÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ×Ù-�ÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÙ æ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ É ÄÌÑ æ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ), É �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÆÉÇÕÒÙ, ÉÍÅÀÝÅÊ ËÒÁÊÎÉÅ ÔÏÞËÉ,ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.9÷ÓÑËÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞ-ËÏÊ Ó×ÏÉÈ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ìÀÂÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ p ∈
◦æÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ËÏÎ�Ï× ÏÔÒÅÚËÁ, ×ÙÓÅËÁÅÍÏÇÏ ÆÉÇÕÒÏÊ æ ÎÁÌÀÂÏÊ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p �ÒÑÍÏÊ. üÔÉ ËÏÎ�Ù ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ É �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË ÜÔÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. ðÏ Õ�Ò. 6.28ËÒÁÊÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÅÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ É ÄÌÑ æ . �


