
§5. áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ä×ÉÖÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×5.1. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÇÒÕ��Ù. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : V ∼
- VÉÚ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V × ÓÅÂÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GL(V ).ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÓÌ. 2.6 ÎÁ ÓÔÒ. 37, ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ÒÁ×ÎÏÓÉÌØ-ÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ F ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ:ker(F ) = {v ∈ V | F (v) = 0} = 0 ;ÉÌÉ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ F (e1); F (e2); : : : ; F (en) ×ÅËÔÏÒÏ× ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ (Á ÚÎÁ-ÞÉÔ, É ÌÀÂÏÇÏ) ÂÁÚÉÓÁ e = (e1; e2; : : : ; en) × V ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅËÔÏÒÏ×u = (u1; u2; : : : ; un) É w = (w1; w2; : : : ; wn)n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÂÉ-ÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ∈ GL(V ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ F (ui) = wi �ÒÉ ×ÓÅÈ i.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÏÎÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ. éÓËÏÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v = x1u1 + x2u2 + · · · + xnun �Ï �ÒÁ×ÉÌÕF (x1u1 + x2u2 + · · · + xnun) = x1w1 + x2w2 + · · · + xnwn :ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ �Ï ÜÔÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÌÉÎÅÊÎÏ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ. �5.1.1. çÒÕ��Á ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉ�. îÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÔÒÉ� ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× F (e1); F (e2); : : : ; F (en)ÏÚÎÁÞÁÅÔ (× ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌ. 3.2 ÎÁ ÓÔÒ. 57), ÞÔÏ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù Fee = (F (e1); F (e2); : : : ; F (en)) ;× j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ F (ej) × ÂÁÚÉÓÅ e. íÁÔÒÉ�ÙÓ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ1.ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�. üÔÁ ÇÒÕ��ÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉ� É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑGLn(k) = {M ∈ Matn×n(k) | detM 6= 0} == {M ∈ Matn×n(k) | ∃M−1 ∈ Matn×n(k) :MM−1 =M−1M = E} : (5-1)1ÓÍ. �ÒÅÄÌ. 3.4 ÎÁ ÓÔÒ. 63 87



88 §5.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ä×ÉÖÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ F ÅÇÏ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù Fee × ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕ��ÁÍÉ GL(V ) É GLn(k) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÂÉÅË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��, Ô. Å.ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á Hee ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ H = G◦F ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ G;F : V ∼
- VÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉ� ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: Hee = GeeFee (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÁ-ÔÒÉ�Ù Ä×ÕÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÕÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÄÒÕÇÄÒÕÇÕ ÍÁÔÒÉ�Ù).5.1.2. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÂß£ÍÁ !. ó ËÁ-ÖÄÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ F : V - V ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÎÏ×ÕÀ ÆÏÒÍÕÏÂß£ÍÁ !F ÎÁ V , ÚÁÄÁÎÎÕÀ �ÒÁ×ÉÌÏÍ!F (v1; v2; : : : ; vn) = !(F (v1); F (v2); : : : ; F (vn))õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÏÂß£ÍÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ ÎÁ V �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ×ÚÑÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vn ∈ V ÏÔÎÏÛÅÎÉÅdet(F ) def= !(F (v1); F (v2); : : : ; F (vn))!(v1; v2; : : : ; vn) = detFvv ∈ k ; (5-2)ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ ! ÎÁ V , ÎÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vn ∈ V . üÔÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉ-ÔÅÌÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F .éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÏÂß£Í ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ �ÏÄ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ, ÎÉ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÂß£Í).5.1.3. ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕ��Á. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉ-ÔÅÌÑ 1 ÓÕÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÏÂß£ÍÙ ×ÓÅÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÈ n-ÍÅÒÎÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ×. �ÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × GL(V ) �ÏÄ-ÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ SL(V ) def= {F ∈ GL(V ) | detF = 1} :éÚ Õ�Ò. 5.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁ�ÉÓØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ × ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÇÒÕ��Õ SL(V ) ÎÁ ÍÕÌØÔÉ-�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ÍÁÔÒÉ� ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑSLn(k) def= {M ∈ Matn×n(k) | detM = 1} :



5.2.áÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 895.2. áÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÁÒÕ ÁÆÆÉÎÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× A1 É A2 ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ V1 É V2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× F : A1 - A2ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÉ p ∈ A1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅDp;F : V1 - V2 ; −→pq 7→
−−−−−−→F (p)F (q) (5-3)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V1 × ×ÅËÔÏÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V2.úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ-ËÉ p, ÔÏ ÏÎÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË r ∈ A1, �ÒÉÞ£ÍÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (5-3) ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊÏÔËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÙ: Dp;F = Dr;F ∀ p; r ∈ A1 :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v = −→rq = −→pq−−→pr ∈ V1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏDr;F (v) = −−−−−−→F (r)F (q) = −−−−−−→F (p)F (q)−−−−−−−→F (p)F (r) == Dp;F (−→pq)−Dp;F (−→pr) = Dp;F (−→pq −−→pr) = Fp(v) :ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (5-3) �ÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚDF : V1 - V2 ; −→pq 7→
−−−−−−→F (p)F (q)É ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F .�ÁËÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó �ÒÉÎÑÔÙÍ × ÁÎÁÌÉÚÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ�ÏÌÅ k ÅÓÔØ �ÏÌÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R É ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V1 É V2 ×ÙÂÒÁÎÙËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Å×ËÌÉÄÏ×Ù ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×F : A1 - A2ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍ × ÔÏÞËÅ p, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ Dp;F : V1 - V2 ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ q, ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë p, ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (q) = F (p) +Dp;F (−→pq) + o(|−→pq|) ; (5-4)ÇÄÅ o(t) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÕÀ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë t → 0 ÆÕÎË�ÉÀ. ÷ ËÕÒÓÅÁÎÁÌÉÚÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Dp;F : V1 - V2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÅÅ (5-4), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁ-ÌÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F × ÔÏÞËÅ p.ó ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ×ÓÀÄÕÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5-4) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ



90 §5.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ä×ÉÖÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÂÅÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ �Ï�ÒÁ×ÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ o(|−→pq|). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R - R ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(x) = ax + b, Á ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ×ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df : �x 7→ a ·�x.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3∗ ( �Ï ÁÎÁÌÉÚÕ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ F : A1 - A2 ÁÆÆÉÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌDp;F : V1 - V2 ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : A1 - A2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï Ó×ÏÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÕ DF : V1 - V2, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎÏÂÒÁÚ F (p) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ A1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: F (q) = F (p) +DF (−→pq) .éÚ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ä×Á ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F É G Ó ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ DF = DG ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ Ó�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÎÏÓÏÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÅËÔÏÒ v = −−−−−−→F (p)G(p) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ p ∈ A1 É G = �v◦F .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× F : A1 - A2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁÁÆÆÉÎÎÏ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÔÏÞÅË × A1 × ÂÁ-ÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× × A2 Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ×ÅÓÁÍÉ, Ô. Å. ËÏÇÄÁF (x1p1 + x2p2 + · · · + xmpm) = x1 · F (p1) + x2 · F (p2) + · · · + xm · F (pm)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p1; p2; : : : ; pm ∈ A1 É ÌÀÂÙÈ x1; x2; : : : ; xm ∈ k Ó ∑ xi = 1 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÁÆÆÉÎÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ DF ,ÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ o ∈ A1 É ×ÅÓÁÈ x1; x2; : : : ; xn ∈ k Ó ∑ xi = 1F (x1p1 + x2p2 + · · · + xmpm) = F (o+ x1−→op1 + x2−→op2 + · · · + xm−→opm) == F (o) +DF (x1−→op1 + x2−→op2 + · · · + xm−→opm) == F (o) + x1 ·DF (−→op1) + x2 ·DF (−→op2) + · · · + xm ·DF (−→opm) == x1 · (F (o) +DF (−→op1))+ · · · + xm ·
(F (o) +DF (−→opm)) == x1 · F (p1) + x2 · F (p2) + · · · + xm · F (pm) :îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ × ÂÁ-ÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ, ÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ o ∈ A1ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Do;F : V1 - V2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏÍ (5-3)Do;F (−→op) = −−−−−−→F (o)F (p)ÌÉÎÅÊÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ � · −→op + � · −→oq ÔÏÞËÁr = o+ � · −→op + � · −→oqÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ r = (1− �− �)o+ �p+ �q , ÔÁË ÞÔÏF (r) = (1− �− �)F (o) + �F (p) + �F (q) = F (o) + �−−−−−−→F (o)F (p) + �−−−−−−→F (o)F (q) ;



5.3.áÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á 91É Do;F (�−→op + �−→oq) = Do;F (−→or) = −−−−−−→F (o)F (r) == �−−−−−−→F (o)F (p) + �−−−−−−→F (o)F (q) = �Do;F (−→op) + �Do;F (−→oq) :
�5.3. áÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á. âÉÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : A ∼

- AÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ×ÓÅÂÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A�(A) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊÇÒÕ��ÏÊ (ÉÌÉ ÇÒÕ��ÏÊ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A.çÒÕ��Á A�(A) ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÇÒÕ��Õ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ× (ÉÌÉ ÓÄ×ÉÇÏ×)T ⊂ A�(A), ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V :T ≃ V :÷ÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÓÄ×ÉÇ �v : A - A, �ÅÒÅ×ÏÄÑ-ÝÉÊ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ A × ÔÏÞËÕ p + v ∈ A, É ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÄ×ÉÇÏ× ÏÔ×ÅÞÁÅÔÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×: �u◦�w = �u+w.ðÏÄÇÒÕ��Á ÓÄ×ÉÇÏ× T ⊂ A�(A) ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ�v ∈ T É ÌÀÂÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ F : A - A ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑF ◦�v◦F−1 = �DF (v) (5-5)ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÏÍ | ÎÁ ×ÅËÔÏÒ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ F Ë ÉÓÈÏÄ-ÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ∀ p∈AF ◦�v◦F−1(p) = F(F−1(p) + v) = p+DF (v) = �DF (v)(p) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, FTF−1 ⊂ T ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ F ∈ A�(A). ðÏÄÇÒÕ��Ù Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ).äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ A ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÏÓÔÁ-×ÌÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÕ p ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ × A�(A) �ÏÄÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ p (× ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å A�(A)) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑStabp(A�(A)) = {F ∈ A�(A) | F (p) = p} :ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Stabp(A�(A)) ∼
- GL(V ), ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÍÕ ÔÏÞËÕp ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ F ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ DF : V ∼

- V , Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ p ∈ A ×ÓÑËÉÊ ÁÆÆÉÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ F ∈ A�(A)ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉF = �v◦G Ó G ∈ Stabp(A�(A)) ≃ GL(V ) :ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u;w ∈ V É ÌÀÂÙÈ G;H ∈ GL(V ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:
(�u◦G)

◦

(�w◦H) = �u+G(w)◦G◦H (5-6)



92 §5.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ä×ÉÖÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ F (p) = q. �ÏÇÄÁ F = �v◦G, ÇÄÅ v = −→pq , ÁG = �−v◦F ∈ Stabp(A�(A)) :åÓÌÉ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �v◦G = F = �u◦H , ÔÏ �ÒÉÍÅ-ÎÑÑ Ë �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë �v ÓÄ×ÉÇ �−v, �ÏÌÕÞÁÅÍG = �u−v◦H× ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ G, H ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÔÏÞËÕ p. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉu 6= v ÓÄ×ÉÇ �u−v ÎÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÞËÕ p ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÔÏÌØËÏ �ÒÉ u = v. îÏ ÔÏÇÄÁ �u−v = �0 = Id É G = H. ðÒÁ×ÉÌÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (5-6)×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-5) : �u◦G◦�w◦H = �u◦G◦�w◦G−1
◦G◦H = �u◦�G(w)◦G◦H . �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÔÏÞÅË p0; p1; : : : ; pn É q0; q1; : : : ; qn × n-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎ-ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÁÆÆÉÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍF ∈ A�(A), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (pi) = qi �ÒÉ ×ÓÅÈ i.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ui = −→p0pi É wi = −→q0qi (ÇÄÅ 1 6 i 6 n)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÉÓËÏÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ × ×ÉÄÅ �v◦F , ÇÄÅ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞËÕ p0, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ v = −→p0q0 , Á ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ F ∈ GL(V ) ÄÏÌÖÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ui × wi �ÒÉ ×ÓÅÈ i. ðÏ �ÒÅÄÌ. 5.1 ÔÁËÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. �5.3.1. ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ Ï �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ1. åÓÌÉ Õ ÇÒÕ��Ù GÅÓÔØ Ä×Å �ÏÄÇÒÕ��Ù N;H ⊂ G, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ1) �ÏÄÇÒÕ��Á N ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ( Ô. Å. gNg−1 ⊂ N ∀ g∈G )2) ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅg = nh Ó n ∈ N É h ∈ HÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �ÏÄÇÒÕ�� N É H, É�ÉÛÕÔ G = N ⋋ H ÉÌÉ G = N ⋊ H.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Ù N É H �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕ��Ù: N ∩ H = e.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Adg : N - N, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ n × gng−1, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ2 (ÉÌÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ) ÎÁ N ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g.1ÜÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÏÂÒÁÝ£Î Ë ÞÉÔÁÔÅÌÀ, ÎÅÍÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÏÍÕ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÒÕ��, É ÅÇÏ ×�ÏÌÎÅÍÏÖÎÏ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ2�Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ adjuntion, ÞÅÍ É ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Adg



5.3.áÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á 93õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ∀ g ∈ G ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Adg : N
∼
- N Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; g1; g2 ∈ G É n1; n2 ∈ N ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: Adg(n1n2) = Adg(n1)Adg(n2) É Adg1g2 = Adg1◦Adg2 .äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÊ × ÇÒÕ��Å G = N ⋋ H ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ×ÙÞÉÓÌÑÔØËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ × �ÏÄÇÒÕ��ÁÈ H, N É ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Å N Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ Adh : N - N ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ h ∈ H :(n1h1)(n2h2) = n1h1n2h−11 h1h2 = (n1Adh1(n2))(h1h2) : (5-7)îÁÏÂÏÒÏÔ, ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÔÄÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÙÈ ÇÒÕ�� N É H É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ : H h 7→ h

- Aut (N) ;ÉÚ ÇÒÕ��Ù H × ÇÒÕ��Õ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÕ��Ù N | Ô. Å. �ÒÁ×ÉÌÁ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑ-ÀÝÅÇÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ h ∈ H ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  h : N - N ÔÁË, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÚ Õ�Ò. 5.5: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ h; h1; h2 ∈ H É n1; n2 ∈ N h1h2 =  h1◦ h2 É  h(n1n2) =  h(n1) h(n2) ;ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ÎÏ×ÕÀ ÇÒÕ��Õ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ�ÁÒÙ (n; h) ∈ N × H, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ �ÁÒ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (5-7) :(n1; h1) · (n2; h2) def= (n1 ·  h1(n2) ; h1 · h2) : (5-8)üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (×ÎÅÛÎÉÍ) �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� N É H Ó�ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ  É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ N⋋ H.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ N ⋋ H ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ, �ÒÉÞ£Í
N × e = {(n; e) ∈ N × H | n ∈ N}Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ, Á e × H = {(e; h) ∈ N × H | h ∈ H} |�ÒÏÓÔÏ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ), É ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Á

N ⋋ H

N
≃ H :îÁ ÔÁËÏÍ ÑÚÙËÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ �ÒÅÄÌ. 5.3 ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕ��ÁA�(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÓÄ×ÉÇÏ× É�ÏÄÇÒÕ��Ù ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ A , É ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ (×ÎÅÛÎÅÍÕ) �ÏÌÕ�ÒÑÍÏ-ÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É �ÏÌÎÏÊÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Ù GL(V ):A�(A) = T ⋋ Stabp(A�(A)) ≃ V ⋋GL(V )�ÒÉÞ£Í Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ  F : V - V , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ F ∈ GL(V ),ÒÁ×ÅÎ ÓÁÍÏÍÕ F : V ∼

- V .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÅÇÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� A�(A)=T ∼
- GL(V ).



94 §5.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ä×ÉÖÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×5.4. ë×ÁÚÉÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. âÉÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ n-ÍÅÒ-ÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ VF : A ∼
- AÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ × ÁÆÆÉÎÎÙÅ�ÒÑÍÙÅ. ë×ÁÚÉÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ.åÓÌÉ n = dimA = 1, ÔÏ Ë×ÁÚÉÁÆÆÉÎÎÏÓÔØ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÂÉÅË-ÔÉ×ÎÏÓÔÉ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÂÅÓÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁ.ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ n = dimA > 2, ÔÏ Ë×ÁÚÉÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏËÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÉ Ë ÁÆÆÉÎÎÙÍ, Á ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ Q, R É Fp = Z=(p), ÇÄÅ p �ÒÏÓÔÏÅ,×ÓÅ Ë×ÁÚÉÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÁÆÆÉÎÎÙ. ÷ÙÑÓÎÑÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÁË.ðÏÓËÏÌØËÕ �ÁÒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÈ `1, `2 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ Ë×Á-ÚÉÁÆÆÉÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÈ`′1 = F (`1) É `′2 = F (`2) ;ÁÆÆÉÎÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÁÔÑÎÕÔÁÑ ÎÁ `1 É `2 É ÚÁÍÅÔÁÅÍÁÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÒÑ-ÍÙÍÉ (ab) Ó a ∈ `1, b ∈ `2, �ÅÒÅÊÄ£Ô × ÁÆÆÉÎÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÁÔÑÎÕÔÕÀ ÎÁ`′1 É `′2. ðÏÜÔÏÍÕ Ë×ÁÚÉÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ�ÌÏÓËÏÓÔÉ × Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.éÚ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ë×ÁÚÉÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ �ÅÒÅ×Ï-ÄÉÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ1 �ÒÑÍÙÅ × �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ, Á �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ | ×�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÞÔÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× −→pq = −→rs×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× −−−−−−→F (p)F (q) = −−−−−−→F (r)F (s), Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ËÏÒ-ÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅDF : V - V : −→pq 7→ −−−−−−→F (p)F (q) (5-9)ÉÚ �ÏÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V × ÓÅÂÑ2. á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁ-ÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ DF , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏÍ (5-9), ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ:DF (u+ w) = DF (u) +DF (w) ∀ u;w ∈ V :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ u É w ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ u, v �ÅÒÅÈÏÄÉÔ× �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ DF (u) É DF (w), Á ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ u É w = �u�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ u ËÁË ÓÕÍÍÕ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v1 É v2,ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ u É w, �ÏÌÕÞÁÅÍ �Ï ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕDF (u+ w) = DF (v1 + v2 + w) = DF (v1) +DF (v2 + w) == DF (v1) +DF (v2) +DF (w) = DF (v1 + v2) +DF (w) = DF (u) +DF (w) :1Ô. Å. ÌÅÖÁÝÉÅ × ÏÄÎÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ2ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ −→pq = −→rs ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

−−−−−−→F (p)F (q) = −−−−−−→F (r)F (s) ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÙÂÉÒÁÑ ×ÅËÔÏÒ −→xy = −→pq = −→rs ÎÁ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ (pq) = (rs) �ÒÑÍÏÊ (xy) 6= (pq), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙpxyq É rxys (ÓÍ. ÒÉÓ. 5⋄1), Á ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á −−−−−−→F (p)F (q) = −−−−−−→F (x)F (y) = −−−−−−→F (r)F (s)
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x y

p q r s

v1
v2

v2 + w

u wòÉÓ. 5⋄1. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ DF . òÉÓ. 5⋄2. áÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ DF .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ DF É ÏÂÒÁÚ F (p) ÈÏÔØ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ A. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ q ∈ A ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ËÁËF (q) = F (p) +−−−−−−→F (p)F (q) = F (p) +DF (−→pq) :ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5åÓÌÉ dimA > 2, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ DF , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (5-9), Ë×ÁÚÉÌÉ-ÎÅÊÎÏ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ  : k
∼
- k ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ

k, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ F , ÔÁËÏÊ ÞÔÏDF (�u+ �w) =  (�) ·DF (u) +  (�) ·DF (w) (5-10)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u;w ∈ V É ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ �; � ∈ k . �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.1 (ÏÂ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ �ÏÌÅÊ) îÁ�ÏÍÎÉÍ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ,ÞÔÏ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ �ÏÌÑ × ÓÅÂÑ  : k
∼
- k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ: (�+ �) =  (�) +  (�) É  (��) =  (�) ·  (�) ∀ �; � ∈ k :éÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ  (0) = 0,  (1) = 1,  (�−�) =  (�)− (�)É  (�=�) =  (�)= (�) �ÒÉ � 6= 0.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ, Á ÔÁËÖÅ �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  : k - k , ÎÅ ÒÁ×ÎÏÅ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÑ k = Q É k = Fp = Z=(p) (ÇÄÅ p ∈ N | �ÒÏÓÔÏÅ)ÎÅ ÉÍÅÀÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) = 1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ  ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ: (±m=n) = ± (m)= (n) = ± (1 + 1 + · · ·+ 1)= (1 + 1 + · · ·+ 1) = ±m=nÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m É n (Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ p).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÌÅ k ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÉÈ �ÏÄ�ÏÌÅÊ ÏÔ-ÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ, ÔÏ k = Q ÉÌÉ k = Z=(p), ÇÄÅ p ∈ N | �ÒÏÓÔÏÅ.
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∼
- R, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÍ �ÏÄ�ÏÌÅ Q ⊂ R É ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÅÎ, �ÏÓËÏÌØËÕÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � < � ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �− � = �2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ R, É ÔÏÇÄÁ (�)−  (�) =  (�− �) =  (�2) =  (�)2 > 0Ô. Å.  (�) <  (�) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ  : R - R ,ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ f(x) = x �ÒÉ x ∈ Q , ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÅÀ ∀x∈R .îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ k = C ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÙ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ z = x+ iy 7→ z = x− iy .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÄÌ. 5.5 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ Q, R É Fp ×ÓÑËÏÅ Ë×Á-ÚÉÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, Á ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÎÅÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÁÆÆÉÎ-ÎÙÅ Ë×ÁÚÉÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ DF ÎÅ ÌÉÎÅÅÎ, Á ÌÉÛØ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅ-ÅÎ1, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ��ÏÄËÒÕÔËÏÊ� ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ  �ÏÌÑ k �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (5-10).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌ. 5.5. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ DF : V - V �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÄÎÏÍÅÒ-ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÚÁÄÁ£Ô ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  v : k - k, ÔÁËÏÅ ÞÔÏF (�v) =  v(�) · F (v) :ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u É w ÜÔÉ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù:  u =  w. �ÁË ËÁË �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ �ÒÑÍÙÅ�ÅÒÅÈÏÄÑÔ × �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ �ÒÑÍÙÅ, ×ÅËÔÏÒÙ DF (u) É DF (w)ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × ÎÁÔÑÎÕÔÏÍ ÎÁ ÎÉÈ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. éÚ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ DF : V - V ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏDF (�(u+ w)) =  u+w(�) ·DF (u+ w) =  u+w(�) ·DF (u) +  u+w(�) ·DF (w)

‖DF (�u+ �w) = DF (�u) +DF (�w)) =  u(�) ·DF (u) +  w(�) ·DF (w) :ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ �Ï ÂÁÚÉÓÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á u(�) =  u+w(�) =  w(�) :ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  v : k - k ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ v:ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v É �v ÍÙ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1Ô. Å. �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÓËÒÕÞÉ×ÁÎÉÅÍ� ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �Ï-ÌÑ, ËÁË × ÆÏÒÍÕÌÅ (5-10)



5.5.ä×ÉÖÅÎÉÑ 97 v =  �v, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ v ×ÅËÔÏÒÁ w ×Ù�ÏÌÎÑÀÔ-ÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á  v =  w =  �v.ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ v ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  =  v : k - k �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÔÏÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ DF : V - V . òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (�+ �) ·DF (v) = DF((�+ �)v) = DF (�v + �v) = DF (�v) + F (�v) ==  (�) ·DF (v) +  (�) ·DF (v) = ( (�) +  (�)) ·DF (v)×ÌÅÞ£Ô ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï  (�+ �) =  (�) +  (�). �ÏÞÎÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ (��) ·DF (v) = DF((��)v) = DF(�(�v)) =  (�) ·DF (�v) =  (�) (�) ·DF (v)�ÏÌÕÞÁÅÍ  (��) =  (�) ·  (�). �5.5. ä×ÉÖÅÎÉÑ. ÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k = R, É n-ÍÅÒÎÏÅÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A Å×ËÌÉÄÏ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : A - A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÄ×ÉÖÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ:
|pq| = |F (p)F (q)| ∀ p; q ∈ A :ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [a; b℄ ⊂ A ÅÓÔØ çí� x, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ |ax| + |xb| = |ab|,ÌÀÂÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÔÒÅÚËÉ × ÏÔÒÅÚËÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÒÑÍÙÅ | × �ÒÑÍÙÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, É ×ÓÅÄ×ÉÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å �ÏÄÇÒÕ��Õ. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊÄ×ÉÖÅÎÉÊ (ÉÌÉ ÇÒÕ��ÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Isom(A) ⊂ A�(A). ïÔÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÀ ÇÒÕ��Õ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ× T .5.5.1. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌG = DF : V ∼

- V ; G (−→pq) = −−−−−−→F (p)F (q)ÌÀÂÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ F : V ∼
- V ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÏ×:
|G(v)| = |v| ∀ v∈V :�ÁË ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ V ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙ×ÅËÔÏÒÏ×1, G ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ É ×ÓÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ:(G(u); G(w)) = (u;w) ∀ u;w ∈ V :1ÓÍ. ÆÏÒÍ. (4-7) ÎÁ ÓÔÒ. 70



98 §5.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ä×ÉÖÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ìÉÎÅÊÎÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Å×ËÌÉÄÏ×Á ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. ïÎÉ ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ × �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Å GL(V ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V �ÏÄÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ1O(V ) def= {G ∈ GL(V ) | (G(u); G(w)) = (u;w) ∀ u;w ∈ V }É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ (ÉÌÉ ÇÒÕ��ÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ) Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÇÒÕ��Õ O(V ) ÍÏÖÎÏ (ÍÎÏÇÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ) ×ÌÏÖÉÔØ × ÇÒÕ��Õ Ä×ÉÖÅÎÉÊ Isom(A) × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄÇÒÕ��ÙStabp(Isom(A)) ≃ O(V )Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ p ∈ A.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.12 (ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÕÓ×ÏÉÌ n◦ 5.3.1). õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á Ä×É-ÖÅÎÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÇÒÕ��Ù ÓÄ×ÉÇÏ× É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù: Isom(A) ≃ V ⋋O(V ) , �ÒÉÞ£Í Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù V ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ F ∈ O(V ) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ×�ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ë ×ÅËÔÏÒÁÍ.5.5.2. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÏÎÓÏÈÒÁÎÑÅÔ É ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÏÂß£ÍÁ n-ÍÅÒÎÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ×. óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁ×ÅÎ ±1.óÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ÇÒÕ��Å×ÓÅÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑSO(V ) def= {F ∈ O(V ) | detF = 1} = O(V ) ∩ SL(V )É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÉÌÉ ÇÒÕ��ÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ −1, ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ.÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÌÉ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÓÍÏÔÒÑ �Ï ÔÏÍÕ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÌÉ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ Õ ÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ | ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Id, É ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ −Id : v 7→ −v .1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁV , ÈÏÔÑ ÜÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ É ÓËÒÙÔÁ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ O(V )



5.5.ä×ÉÖÅÎÉÑ 99ðÒÉÍÅÒ 5.1 (�ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ)ï�ÅÒÁÔÏÒ −Id : v 7→ −v Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÎÁ ÌÀÂÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . ïÎ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÅÓÌÉ dimV Þ£ÔÎÁ, É ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ,ÅÓÌÉ dimV ÎÅÞ£ÔÎÁ.ïÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �ÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ O(V ) × Isom(A) × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄÇÒÕ��ÙÄ×ÉÖÅÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÕ p ∈ A, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ(ÉÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ p. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅÞÅÒÅÚ �p : A - A. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �p(q) = r �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
−→pq = −−→pr :ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �2p = Id, É p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÉÎ×Ï-ÌÀ�ÉÉ �p.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �q◦�p = �v, ÇÄÅ v = 2−→pq .ðÒÉÍÅÒ 5.2 (ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ)óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 4.3 ÎÁ ÓÔÒ. 76 Ó ËÁÖÄÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ U ⊂ VÓ×ÑÚÁÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ V = U ⊕ U⊥ . ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ �U : V - V ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U É ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ U⊥. äÅÊÓÔ×ÉÅ�U ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v = uv + u⊥v , ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÊÓÑ ××ÅËÔÏÒÙ uv ∈ U É u⊥v ∈ U⊥, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÏÊ�U (v) = �U (uv + u⊥v ) = uv − u⊥v = v − 2u⊥v : (5-11)üÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, �ÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ

|�U (v)|2 = |uv − u⊥v |2 = |uv|2 + |u⊥v |2 = |uv + u⊥v |2 = |v|2 :ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U . ðÒÅÄÙÄÕÝÉÊ �ÒÉÍ. 5.1 Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ: �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÅÓÔØ ÏÔÒÁÖÅ-ÎÉÅ × ÎÕÌÅ×ÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U = 0 .ïÂÒÁÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �U �ÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ O(V ) × Isom(A) × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄÇÒÕ��ÙÄ×ÉÖÅÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÕ p ∈ A, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × ÁÆÆÉÎÎÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ � = p + U É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ��. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ��(q) = r ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ×ÅËÔÏÒ −→rq ÒÁ×ÅÎ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ −→pq ÎÁ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U⊥.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �2p = Id, ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ �� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏÅÓÌÉ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ � Þ£ÔÎÁ, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ��ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÁÆÆÉÎÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ �.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.15. ðÕÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �1 = p1 +U É �2 = p2 +U ÉÍÅÀÔÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V , �ÒÉÞ£Í ÔÏÞËÉp1 É p2 ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅËÔÏÒ −→p1p2 ÂÙÌ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ U . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ��2◦��1 = �v, ÇÄÅ v = 2−→p1p2 .



100 §5.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ä×ÉÖÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ðÒÉÍÅÒ 5.3 (ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ)÷ÁÖÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ
σuv v

u−u

o

u
⊥

(u,v)
(u,u) · uòÉÓ. 5⋄3. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ ×ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ u⊥.

U = u⊥, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ u ∈ V . �ÁËÏÅ ÏÔ-ÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ �u. óÏÇÌÁÓ-ÎÏ (5-11) �u(v) = v − 2 (u; v)(u; u) · u : (5-12)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.16. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÅÍ, ÞÔÏ �u ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ.ïÔÒÁÖÅÎÉÅ × ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ(u; x) = (u; p) ;�ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p ∈ A �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ u ∈ V , ÍÙ ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ �p;u. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �p;u(q) = r ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
−→rq = 2 (u; v)(u; u) · u :ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÄ×ÉÖÅÎÉÅÍ.ìÅÍÍÁ 5.1ìÀÂÙÅ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ a 6= b ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ |a| = |b|,�ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ �a−b.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ (a+ b; a− b) = |a|2 − |b|2 = 0, ÉÍÅÅÍ�a−b(a) = a− 2 (a; a− b)(a− b; a− b) · (a− b) == a− 2 (a; a− b)− (a+ b; a− b)(a− b; a− b) · (a− b) == a− (a− b; a− b)(a− b; a− b) · (a− b) = b

�úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.2 åÓÌÉ dimV = 1, ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �a−b = −Id (ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÒÁÚÎÙÅ×ÅËÔÏÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÚÎÁËÏÍ).åÓÌÉ dimV > 2, ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �a−b �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÏÍÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É b (ÓÒ. �ÒÉÍ. 4.4 ÎÁ ÓÔÒ. 71 É Õ�Ò. 1.10 ÎÁ ÓÔÒ. 22).



5.5.ä×ÉÖÅÎÉÑ 101ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.6ìÀÂÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï n. åÓÌÉ V = 0 ÉÌÉ F = Id, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒ v 6= F (v), ÔÏ �Ï ÌÅÍ. 5.1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ�, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ F (v) × v. �ÏÇÄÁ F = �◦G, ÇÄÅ G = �◦F ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÅËÔÏÒ vÎÁ ÍÅÓÔÅ. îÏ ÔÏÇÄÁ G �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï v⊥,É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ G ÎÁ v⊥ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (n − 1)ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ �̃i × (n − 2)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ ×ÎÕÔÒÉ v⊥. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ v⊥ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ �i ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V× (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ (n − 2)-ÍÅÒÎÕÀ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ �̃i É ×ÅËÔÏÒ v. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ �i ÒÁ×ÎÁ G.ðÏÜÔÏÍÕ F = �◦G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.1÷ÓÑËÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Þ£ÔÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ, Á ×ÓÑËÉÊ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ | ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.ðÒÉÍÅÒ 5.4 (ÇÒÕ��Ù O2 = O(R2) É SO2 = SO(R2))÷ÓÑËÉÊ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ Å×-ËÌÉÄÏ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ �u ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÒÑÍÏÊ u⊥, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ u.óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : V - V ÌÉÂÏ ÔÏ-
σu1

(u2)

u1 = σu1
(u1)

u2

σu2
σu1

(u1)

σu2
σu1

(u2)òÉÓ. 5⋄4. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.
ÖÄÅÓÔ×ÅÎÅÎ, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ä×ÕÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ �2◦�1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÒÑÍÙÈ u⊥2 É u⊥1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÉÞ£Í ×ÅËÔÏÒÙ u1 É u2 ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ(ÉÎÁÞÅ �2 = �1, É F = �21 = Id). ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÙ u1 É u2 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × V ÂÁ-ÚÉÓ É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ F = �2◦�1 �Ï×ÏÒÁ-ÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ u1 Ë u2ÎÁ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁ-ÍÉ u1 É u2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 5⋄4), F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ 2 û1u2 .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÏÒ-ÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á SO(V ) Ä×ÕÍÅÒ-ÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �Ï×ÏÒÏÔÏ×. ðÏ×ÏÒÏÔ %' �ÒÏÔÉ× ÞÁ-ÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÎÁ ÕÇÏÌ ' ÉÍÅÅÔ × ÌÀÂÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÏÒÔÏ-ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ %' = (os' − sin'sin' os') (5-13)�ÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ÇÒÕ��Å SL2(R) ×ÓÅÈ 2× 2 ÍÁÔÒÉ� ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ SO2(R).



102 §5.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ä×ÉÖÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.17. ðÏËÁÖÉÔÅ �ÒÑÍÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á (a b d) Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ1 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (5-13) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ' ∈ R, Á ÔÁËÖÅ ÕÄÏÓÔÏ×ÅÒØÔÅÓØ �ÒÑÍÙÍ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ�, ÞÔÏ %'◦% = %'+ .ðÒÉÍÅÒ 5.5 (ÇÒÕ��Á SO3 = SO(R3))÷ÓÑËÉÊ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÎÁ ÔÒ£ÈÍÅÒ-
u
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òÉÓ. 5⋄5. ðÏ×ÏÒÏÔ.

ÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ä×ÕÈ ÏÔÒÁ-ÖÅÎÉÊ F = �2�1 × 2-ÍÅÒÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ u⊥2 , u⊥1 , �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÍ u2É u1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÉÞ£Í ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ (ÉÎÁÞÅ ÏÔÒÁÖÅ-ÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, É F = Id).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÏÒÏÖÄ£Î-ÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ u1 É u2, ÞÅÒÅÚ U . ï�Å-ÒÁÔÏÒ F ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ Ë U �ÒÑÍÏÊU⊥ = u⊥1 ∩ u⊥2 = R · [u1; u2℄ ;�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅÍ1 [u1; u2℄ ×ÅËÔÏÒÏ× u1 É u2. ðÏ-ÜÔÏÍÕ F �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØ U × ÓÅÂÑ É ÓÏ-ÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ �ÒÉÍ. 5.4 ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÎÅÊ ËÁË �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ2 û1u2 × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ u1 Ë u2.éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÏÊ, �ÏÒÏÖÄ£Î-ÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÏÍ [u1; u2℄, ÎÁ ÕÇÏÌ 2 û1u2 �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÅÓÌÉ ÇÌÑÄÅÔØ ×ÄÏÌØ×ÅËÔÏÒÁ [u1; u2℄.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÔÒ£ÈÍÅÒ-ÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �Ï×ÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÒÑÍÏÊ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ Ï ×ÒÁÝÅÎÉÑÈ ÔÒ£È-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á �ÒÉÍÅÒÁ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 5.1äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ Å×-ËÌÉÄÏ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V× �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ É Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×: V = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Um , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F �ÅÒÅ×ÏÄÉÔËÁÖÄÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ui × ÓÅÂÑ É ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Î£Í ÌÉÂÏ ËÁË �Ï×ÏÒÏÔ (ÅÓÌÉdimUi = 2), ÌÉÂÏ ËÁË Id ÉÌÉ −Id (ÅÓÌÉ dimUi = 1).1ÓÍ. �ÒÉÍ. 4.7 ÎÁ ÓÔÒ. 79



5.5.ä×ÉÖÅÎÉÑ 103úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.3 õÇÏÌ �Ï×ÏÒÏÔÁ, ËÏÔÏÒÙÍ F ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ui, ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍ.ìÀÂÕÀ �ÁÒÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ F ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË −Id,ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ × ÏÄÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ F ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔËÁË �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ �. �ÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×,ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ F ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË Id, ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ × ÏÄÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ F ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÇÏÌ.ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÂÕÄÕÔ �ÒÏÄÅÌÁÎÙ ×ÓÅ ÜÔÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ui × ÔÅÏÒ. 5.1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ.÷ ÔÁËÏÊ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒ. 5.1 Ï�ÅÒÁÔÏÒ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅÏÄÎÏÇÏ, �ÒÉÞ£Í F ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ ÏÓÔÁ×ÛÅÍÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅËÁË Id. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏÏÄÎÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ F ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË −Id.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒ. 5.1. ÷ ÏÓÎÏ×Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ,ÉÍÅÀÝÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÕÇÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R.ìÅÍÍÁ 5.2äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : V - V , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R, × V ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÉÌÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V , ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×Ï-ÄÉÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ F × ÓÅÂÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ × V ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ w ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ×ÅËÔÏÒ F 2(w) = F (F (w)) ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ w É F (w) | × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ U ×ÅËÔÏÒÏ× w É F (w) ÂÕÄÅÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÞÉÓÅÌ a; b ∈ R, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ F (w2)+ a ·F (w)+ b ·w = 0, ÕÄÏÂÎÏÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (F 2 + aF + b)w = 0 , ÇÄÅ ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍF k w def= F k(w) = F (F ( : : : F (w) : : : ))(k ÒÁÚ �ÒÉÍÅÎÉÌÉ F ). ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f(F )É g(F ) Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ F , �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏ-ÔÏÒÙÈ × ËÏÌØ�Å R[F ℄ ÒÁ×ÎÏ h(F ) = f(F ) · g(F ) , É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× h(F ) v = f(F )[g(F )v℄ , ÇÄÅ ×Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ Ó�ÒÁ×Á ÓÔÏÉÔ ×ÅËÔÏÒ g(F ) v ∈ V .äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÕÖÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ w ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ×ÅËÔÏÒ v ∈ V . ÷ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×v ; Fv ; F 2v ; F 3v ; : : :ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(F ) ∈ R[F ℄ ÓÏÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(F )v = 0. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÏ× ÁÌ-ÇÅÂÒÙ É ÁÎÁÌÉÚÁ, ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × R[x℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ É



104 §5.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ä×ÉÖÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ. úÁ�ÉÛÅÍ f(F ) ËÁË f(F ) = gm(F ) · gm−1(F ) · · · · · g1(F ), ÇÄÅdeg gi 6 2 É ×ÓÅ gi ÉÍÅÀÔ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ k,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅËÔÏÒ w = gk−1(F ) · · · · · g2(F ) · g1(F ) v ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. �ÏÇÄÁgk(F )w = 0 É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ w É Fw ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÉÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. �äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒ. 5.1 ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï dimV . óÌÕÞÁÉ dimV = 1; 2 ÕÖÅ ÂÙÌÉ ÒÁ-ÚÏÂÒÁÎÙ ×ÙÛÅ × Õ�Ò. 5.13 É �ÒÉÍ. 5.4. ðÕÓÔØ dimV > 3. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 5.2 Ï�Å-ÒÁÔÏÒ F : V - V �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÌÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V . ðÏÓËÏÌØËÕ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, F�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ U⊥ Ë �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ U . ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ F ÎÁU É ÎÁ U⊥ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ × ÜÔÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ,ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÅ, ÞÅÍ dimV . ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ, F ÉÍÅÅÔ ÎÁËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÍÅÓÔÅ, �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÎÕÖÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ V = U ⊕ U⊥. �5.5.3. ïÔÙÓËÁÎÉÅ ÕÇÌÏ× �Ï×ÏÒÏÔÏ×. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑF : V - V É ÞÉÓÌÁ t ∈ R ÒÁÚÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ t É ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ F : t Id− F : v 7→ tv − F (v)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V × ÓÅÂÑ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÜÔÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ t. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ�F (t) = det(t Id− F ) ∈ R[t℄ :óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5-2) ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ Fee Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÅ É ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù t E − Fee:�F (t) = det(t Id− F ) = det(t E − Fee)îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ F = � Id ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ � ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁ×ÅÎ��Id(t) = det(t Id− � Id) = det


t t 00 . . . t −




� � 00 . . . �
 =

= dett− � t− � 00 . . . t− � = (t− �)n



5.5.ä×ÉÖÅÎÉÑ 105á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �Ï×ÏÒÏÔÁ (5-13) Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ ÎÁ ÕÇÏÌ ' �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÒÁ×ÅÎ�%'(t) = det(t Id− %') = det((t 00 t) −

(os' − sin'sin' os')) == det(t− os' sin'
− sin' t− os') = t2 + t · 2 os'+ 1 :éÚ ÔÅÏÒ. 5.1 É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ÎÅÀ ÚÁÍ. 5.3 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ�%'(t) = t2 + t · 2 os'+ 1 (5-14) ' ∈ [0; �℄ É, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÅÝ£ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ä×ÕÞÌÅÎÁ (t + 1) ÉÌÉ (t − 1), ÌÉÂÏË×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ Ä×ÕÞÌÅÎÁ (t− 1)(t+ 1) = t2 − 1.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÁÔÒÉ�Á Fee Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍ ÉÚ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ui, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÄÕÝÉÈ ×ÄÏÌØ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌÉ ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÏÂÏÀ ÍÁÔÒÉ�Ù �Ï×ÏÒÏÔÏ× × Ä×Õ-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, É, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ,ÒÁ×ÎÏÇÏ +1 ÉÌÉ −1, ÌÉÂÏ Ä×ÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÁ×ÎÙÈ +1 É −1. ÷ÓÅÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Fee ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÕÄÕÔ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ. ÷ÙÞÉÓÌÑÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù t E−Fee, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× (5-14) É ÌÉÂÏ Ä×ÕÞÌÅÎÁ (t+1)ÉÌÉ (t− 1), ÌÉÂÏ Ä×ÕÞÌÅÎÁ (t− 1)(t+ 1) = t2 − 1.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7ëÏÓÉÎÕÓÙ É ÓÉÎÕÓÙ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 0 É � ÕÇÌÏ× �Ï×ÏÒÏÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ FÉÚ ÔÅÏÒ. 5.1 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ui, ÓÕÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅÉ ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �F (t)Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F . ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ui ÉÚ ÔÅÏÒ. 5.1, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÙÈ F ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË Id ÉÌÉ ËÁË −Id , ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ËÏÒÎÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �F (t), ÒÁ×ÎÙÈ 1 É −1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.íÎÏÇÏÞÌÅÎ �%'(t) = t2+t·2 os'+1 ÉÍÅÅÔ Ä×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ-�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ t± = os'±i sin' , ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ ' = 0 É ' = � �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ× Ä×ÕËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÒÁ×ÎÙÊ 1 É −1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.2îÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÕÇÌÏ× �Ï×ÏÒÏÔÏ× × Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÉÚÚÁÍ. 5.3, Á ÔÁËÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÜÔÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ × ÔÅÏÒ. 5.1. �ðÏ ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÄÁÎÎÏÅ × ÔÅÏÒ. 5.1 Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ×ÉÄÏÍ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ.


