
§4. å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k = R .4.1. å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. îÁ�ÏÍÎÉÍ1, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ Î£Í ÚÁÄÁÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ÉÌÉ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ( ∗ ; ∗ ) : V × V - R ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u;w ∈ V ÞÉÓÌÏ (u;w) = (w; u) ∈ R, ÔÁË ÞÔÏ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:(�1u1 + �2u2 ; �1w1 + �2w2) = ∑i;j �i�j(ui; wj)É ÓËÁÌÑÒÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ:(v; v) > 0 ∀ v 6= 0 :ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V ÚÁÄÁ£ÔÅ×ËÌÉÄÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞ-ËÁ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÌÀÂÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÂÙÞÎÕÀ �ÛËÏÌØÎÕÀ� Å×ËÌÉÄÏ×Õ �ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÏÄÒÏÂÎÏÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÕÀÓÑ ÎÁÍÉ × n◦ 1.5.ðÒÉÍÅÒ 4.1 (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ Rn)úÁÄÁÄÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ×u = (x1; x2; : : : ; xn) É w = (y1; y2; : : : ; yn)ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
n ÆÏÒÍÕÌÏÊ(u;w) = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn : (4-1)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÁ.ðÒÉÍÅÒ 4.2 (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ)úÁÄÁÄÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ÆÏÒ-ÍÕÌÏÊ (f; g) = b∫a f(x)g(x) dx : (4-2)1ÓÍ. Ï�Ò. 1.2 ÎÁ ÓÔÒ. 19 68



4.1.å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 69õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ×ÁÍ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÏÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.æÏÒÍÕÌÁ (4-2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (4-1), ÅÓÌÉ ×ÏÓ�ÒÉÎÉ-ÍÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ËÁË �ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ�, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÔØÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (4-2) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ. ÷ÍÅ-ÓÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ïf 6≡ 0 ⇒

b∫a f 2(x) dx 6= 0 :íÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (4-2) ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R[x℄6n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×Ù-ÛÅ n. íÏÖÎÏ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØ ÓÁÍÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÂÒÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ,ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ É Ô. �.) ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ Ó ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅÓÏÍ. îÁËÏÎÅ�,ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ.4.1.1. òÁÓÓÔÏÑÎÉÑ É ÕÇÌÙ. äÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ× Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:
|v| def= √(v; v) (4-3)os(v̂w) def= (v; w)

|v| · |w| : (4-4)�Ï, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (4-4) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÖÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊËÏÓÉÎÕÓÁ, Á ÄÌÉÎÁ (4-3) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ2:
∀ u;w |u|+ |w| > |u+ w| ; (4-5)×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á1(v; v) · (w;w) > (v; w)2 ; (4-6)ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× u É w.÷ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn ÉÚ �ÒÉÍ. 4.1 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4-6)ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(x21 + x22 + · · · + x2n)(y21 + y21 + · · · + y2n) > (x1y1 + x1y1 + · · · + xnyn)2É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ëÏÛÉ {âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ. ïÎÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÄ×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; x2; : : : ; xn É y1; y2; : : : ; yn É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÎÁÂÏÒÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.2ÓÍ. ÓÌ. 1.3 ÎÁ ÓÔÒ. 211ÓÍ. ÓÌ. 1.2 ÎÁ ÓÔÒ. 21



70 §4.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ �ÒÉÍ. 4.2 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4-6) ×Ù-ÇÌÑÄÉÔ ËÁË
( b∫a f 2(x) dx)

·
( b∫a g2(x) dx)

>

( b∫a f(x)g(x) dx)2É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ û×ÁÒ�Á. ïÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f É g É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1 ðÏÓËÏÌØËÕ |v ±w|2 = (v ±w; v ±w) = (v; v)± 2(v; w) + (w;w) ,ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÄÌÉÎÙ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×:(v; w) = (|v + w|2 − |v − w|2)=4 = (|v + w|2 − |v|2 − |w|2)=2 : (4-7)ðÒÉÍÅÒ 4.3 (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ)äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ a × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ

O

x

ax

a

|x| · cos ϕ =
(a,x)
|a| =

d
|a|

ϕòÉÓ. 4⋄1. çí� x : (a; x) = d.
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ(a; x) = d ; a ∈ V d ∈ R ; (4-8)ÚÁÄÁ£Ô × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A(V )ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ×ÅË-ÔÏÒÕ a É ÕÄÁÌ£ÎÎÕÀ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÅ |d|=|a| × ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÞÔÏ É ËÏÎÅ�×ÅËÔÏÒÁ a, ÅÓÌÉ d > 0, É × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÅÓÌÉ d < 0 .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÅËÔÏÒ x ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ(4-8) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÏÒ-ÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ1 ÎÁ ×ÅËÔÏÒ a ÒÁ×-ÎÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄1) ax = a · (a; x)(a; a) = a · d

|a|2 = a
|a| · d

|a| :üÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÙ |d|=|a|, ÓÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ Ó a �ÒÉ d > 0 É�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ Ë a �ÒÉ d < 0.÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (4-8) ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁËa1x1 + a2x2 + · · · + anxn = dÇÄÅ a = (a1; a2; : : : ; an) ∈ R
n, d ∈ R.1ÓÒ. Ó ÆÏÒÍ. (1-26) ÎÁ ÓÔÒ. 20



4.1.å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 71õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ p ÄÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ(a; x) = dÒÁ×ÎÏ |d− (a; p)|=|a|.ðÒÉÍÅÒ 4.4 (ÓÒÅÄÉÎÎÙÊ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A ÌÀÂÕÀ �Á-ÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË p0 6= p1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ çí� x ∈ A, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌ£ÎÎÙÈ ÏÔp0 É p1, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÕ −→p0p1 É�ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (p0 + p1)=2 | ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ [p0; p1℄.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÉÎ |x; p0| = |x; p1| ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÓËÁÌÑÒ-ÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ (−→xp0;−→xp0) = (−→xp1;−→xp1) , Ô. Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ(p0 − x; p0 − x) = (p1 − x; p1 − x) ;ÇÄÅ ÂÕË×Ù p0, p1, x ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏÞÅË, ×Ù-�ÕÝÅÎÎÙÅ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ O ∈ A. ðÏÓÌÅÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ, �ÏÌÕÞÁÅÍ(p0; p0)− 2 (p0; x) = (p1; p1)− 2 (p1; x)ÉÌÉ 2 (p1 − p0; x) = (p1; p1)− (p0; p0) : (4-9)üÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁ£Ô ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÕ
−→p0p1 = p1 − p0 É �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (p0 + p1)=2, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ p0 É p1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ x = (p0+p1)=2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (4-9).4.1.2. ïÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÑ. îÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× Å×-

e1 =
u1

|u1|

w2

|w2|
= e2

u1

u2
w2

U1

−(u2,e1)·e1

|(u1,e1)|òÉÓ. 4⋄2. ÷ÔÏÒÏÊ ÛÁÇÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ.
ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ,ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ × Î£Í ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇÄÒÕÇÕ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÍ , ÅÓÌÉ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ × Î£Í ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 1.÷ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u1; u2; : : : ; uk ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; ek ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÁ-ÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ Cue ÏÔ ÎÅÇÏ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕÂÙÌÁ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, Ô. Å. ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÂÁ-ÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ei ÌÅÖÁÌ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ �ÅÒ-×ÙÈ i ×ÅËÔÏÒÏ× u1; u2; : : : ; ui . ðÒÏ�ÅÓÓ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ çÒÁÍÁ{ûÍÉÄÔÁ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.



72 §4.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑîÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÕ �ÏÌÏÖÉÍ e1 = u1=|u1|. �ÏÇÄÁ |e1| = 1 É e1 �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÞÔÏ É u1. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅ i ÛÁÇÏ× ÎÁÍÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ×ÅË-ÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; ei , ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ�ÅÒ×ÙÈ i ×ÅËÔÏÒÏ× u1; u2; : : : ; ui. ðÏÌÏÖÉÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄2)wi+1 = ui+1 − (ui; e1) · e1 − (ui; e2) · e2 − · · · − (ui; ei) · ei : (4-10)ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× e1; e2; : : : ; ei; wi+1 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ×ÅËÔÏÒÏ× u1; u2; : : : ; ui+1 (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, e1; e2; : : : ; ei; wi+1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ), É×ÅËÔÏÒ wi+1 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ×ÓÅÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ e1; e2; : : : ; ei, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÕÍÎÏ-ÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (4-10) ÎÁ e� Ó 1 6 � 6 i É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØÀ×ÅËÔÏÒÏ× e1; e2; : : : ; ei �ÏÌÕÞÁÅÍ (wi+1; e�) = (ui+1; e�) − (ui+1; e�)(e� ; e�) = 0 ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ �. ðÏÌÁÇÁÑ ei+1 = wi+1=|wi+1| , ÏËÁÚÙ×ÁÅÍÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÄÌÑ(i+ 2)-ÇÏ ÛÁÇÁ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1÷ ÌÀÂÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2ëÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ v × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; : : : ; en ÓÌÕÖÁÔ ÓËÁÌÑÒ-ÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, Ô. Å.v = ∑ ei · (ei; v) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ v = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen. ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ Ó ×ÅËÔÏÒÏÍ ei É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ (ei; ej) = 0 �ÒÉi 6= j, Á (ei; ei) = 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ (v; ei) = xi . �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ u É w ÉÍÅÀÔ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÙ (x1; x2; : : : ; xn) É (y1; y2; : : : ; yn) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ(u;w) = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn :4.2. íÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ. ó ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÏ×u = (u1; u2; : : : ; um) É w = (w1; w2; : : : ; wk) (4-11)Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ ÉÈ �Ï�ÁÒÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ Guw def= ((ui; wj)) ∈ Matm×k(R)(× i-ÔÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ É j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÓÔÏÉÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ui; wj)). ïÎÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏ×.



4.2.íÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ 73åÓÌÉ w = u, Ô. Å. ÒÅÞØ ÉÄ£Ô Ï ÔÁÂÌÉ�Å ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏÖÅ ÎÁÂÏÒÁ u1; u2; : : : ; um, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Guu ÄÏGu = ((ui; uj)) ∈ Matm×m(R) :ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù�u def= detGuÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u1; u2; : : : ; um.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u1; u2; : : : ; um ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ Gu = E , É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �u = detE = 1 .åÓÌÉ ÎÁÂÏÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× (4-11) ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄÒÕÇÉÅÎÁÂÏÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× e = (e1; e2; : : : ; er) É f = (f1; f2; : : : ; fs), ÔÁË ÞÔÏu = e · Ceu É w = f · Cfw ;ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ Guw �ÅÒÅÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ Gef �Ï ÆÏÒÍÕÌÅGuw = CteuGefCfw ; (4-12)ÇÄÅ Cteu | ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ë ÍÁÔÒÉ�Å �ÅÒÅÈÏÄÁ Ceu. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÅÓÌÉ Ceu = (aij), Á Cfw = (bij) , ÔÏ(ui; wj) = (∑� a�ie� ; ∑� b�jf�) = ∑�;� a�i · (w�; w�) · b�j == ∑�;� ati� · (w�; w�) · �j :ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÕ ×ÙËÌÁÄËÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÏÍ�ÁËÎÅÅ,ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÔØÓÑ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÏÄ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ uw ×ÅËÔÏÒÏ× u;w ∈ V ÉÈ ÓËÁÌÑÒ-ÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (v; u). ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ Guw ÎÁÂÏÒÏ×(4-11) ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÏÌÂ�Á ×ÅËÔÏÒÏ× ut ÎÁ ÓÔÒÏËÕ ×ÅËÔÏÒÏ× w:Guw = utw :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï u = e · Ceu É w = f · Cfw, �ÏÌÕÞÁÅÍGuw = utw = (eCeu)t f Cfw = Cteuetf Cfw = CteuGefCfw :éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÅÄÌ. 1.3 ÓÏ ÓÔÒ. 23.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ u1; u2; : : : ; um ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U , Á ×ÅËÔÏÒÙe1; e2; : : : ; em ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ÔÏÍ ÖÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ,ÔÏ �u = det2Ceu, ÇÄÅ Ceu | ÍÁÔÒÉ�Á, �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ×ÅËÔÏÒÏ× u × ÂÁÚÉÓÅ e, ÔÁË ÞÔÏ (u1; u2; : : : ; um) = (e1; e2; : : : ; em) · Ceu .



74 §4.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ Gu = CteuGeCeu = CteuECeu = CteuCeu É detCeu =detCteu , ÉÍÅÅÍ �u = detGu = det2Ceu . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.1ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ, É ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ× ÎÕÌØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vm ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × Ó×ÏÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ, É �Ï �ÒÅÄÌ. 4.3 �v = det2Cev > 0 .åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ vi ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, É �1v1 + �2v2 + · · · + �mvm = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÎÓÔÁÎÔ �i, ÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁv� , �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ � ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�1(v� ; v1) + �2(v� ; v2) + · · · + �m(v� ; vm) = 0 ;ËÏÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ Gv = ((vi; vj)) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �1; �2; : : : ; �m. ðÏÜÔÏÍÕ �v = detGv = 0 . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.2÷ÓÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ n-ÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÊ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÏÂß£Í (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÙÏÂß£ÍÁ). åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕ ÏÂß£ÍÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁÏÂß£ÍÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ ÅÄÉÎÉ�Å, Ë×ÁÄÒÁÔ ÏÂß£ÍÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ-�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vn ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅÌÀ çÒÁÍÁ �v ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓe = (e1; e2; : : : ; en)É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ ÏÂß£ÍÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÉÍÅÅÔ ÏÂß£Í 1. �ÏÇÄÁË×ÁÄÒÁÔ ÏÂß£ÍÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ n ×ÅËÔÏÒÏ×v = (v1; v2; : : : ; vn) ;�Ï �ÒÅÄÌ. 4.3 É ÓÌ. 4.1 ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ �v. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë×ÁÄÒÁÔ ÏÂß£ÍÁ ÌÀÂÏÇÏÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÒÁ×ÅÎ detE = 1. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÏÞÉÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ. �4.2.1. ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ.ïÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÏÂß£Í,ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ. ïÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ �ÒÏÔÉ×Ï-�ÏÌÏÖÎÏÇÏ �Ï ÚÎÁËÕ ÏÂß£ÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅÞ£ÔÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÅÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀÂÁÚÉÓÁ, Á Þ£ÔÎÁÑ | ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ.



4.3.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ 75îÁ ËÁÖÄÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å (ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑÚÎÁËÏÍ) ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÏÂß£ÍÙ ×ÓÅÈ ÏÒÔÏÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÒÁ×ÎÙ ±1. ÷ÙÂÏÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÎÁ V .ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ +1 ÎÁÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (e1; e2; : : : ; en), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ.4.2.2. å×ËÌÉÄÏ× ÏÂß£Í. áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÏÂß£ÍÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ,ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ (v1; v2; : : : ; vn), ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÒÉÅÎ-ÔÁ�ÉÉ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÏÂß£ÍÏÍ (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ) �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É-�ÅÄÁ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ Vol (v1; v2; : : : ; vn) . óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 4.2Vol (v1; v2; : : : ; vn) = √�v = √det (vi; vj) : (4-13)4.3. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V É ÌÀÂÏÊ×ÅËÔÏÒ v ∈ V . îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÌ. 1.1 ÓÏ ÓÔÒ. 20 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÅÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4÷ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ uv ∈ U , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÉÊ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒ£È ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ:1) ÒÁÚÎÏÓÔØ v − uv �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÌÀÂÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ ÉÚ U2) ∀u∈U (v; u) = (uv; u)3) ∀u∈U , ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ uv, |v − u| > |v − uv| .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÓÌÏ×ÉÑ (1) É (2) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ (1) ⇒ (3). úÁ�ÉÛÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ uv ×ÅËÔÏÒ u ∈ U ××ÉÄÅ u = uv + w Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ w ∈ U . �ÏÇÄÁ
|v − u|2 = (v − u; v − u) = ((v − uv)− w; (v − uv)− w) == ((v − uv); (v − uv))+ (w;w) = |v − uv|2 + |w|2 > |v − uv|2ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ × (3). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ uv ∈ U , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ-×ÉÀ (3) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ É ×ÅËÔÏÒ uv ∈ U , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØ-ÎÙÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1) É (2), ÔÏÖÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ×ÅËÔÏÒ uv ∈ U , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; ek É �ÏÌÏÖÉÍuv = k∑i=1 ei · (v; ei) : (4-14)



76 §4.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ e� ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2) :(uv; e�) = k∑i=1 (ei; e�) · (v; ei) = (v; e�) :ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ (2) ÌÉÎÅÊÎÏ �Ï u, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ e� ∈ U , ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏu ∈ U . �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1÷ÅËÔÏÒ uv ∈ U , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (4-14) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ�ÒÅÄÌ. 4.4, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÎÁ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V . òÁÚÎÏÓÔØ u⊥v def= v − uvÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.3äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏV = U ⊕ U⊥ ; ÇÄÅ U⊥ def= {w ∈ V | (u;w) = 0 ∀u∈U }(�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U⊥ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Õ U × V ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ (u; u) 6= 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ u, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅU ∩U⊥ = 0, Ô. Å. �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U É U⊥ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÏÎÉ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V , �ÏÓËÏÌØËÕ �Ï �ÒÅÄÌ. 4.4 ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ v = uv + u⊥v Ó uv ∈ U É u⊥v ∈ U⊥ . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.4dimU + dimU⊥ = dimV .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) U⊥⊥ = U Â) (U ∩W )⊥ = U⊥ +W⊥ ×) (U +W )⊥ = U⊥ ∩W⊥ .çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ �ÒÅÄÌ. 4.4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.5äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á � × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ pa ∈ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ Ä×ÕÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ:1) ×ÅËÔÏÒ −→paa �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÌÀÂÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ −→pq Ó p; q ∈ � .



4.3.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ 772) |a; q| > |a; pa| ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ q ∈ �, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ pa(ÔÏÞËÁ pa ∈ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÔÏÞËÉ a ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï �).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕo ∈ � É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÔÏÞËÉ a ∈ A Ó ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁÍÉ −→oa ÉÚ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÓ A ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï � ⊂ A�ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V , Á ÔÏÞËÅ a ∈ A ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔÓÑÅ£ ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒ v = −→oa ∈ V . ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÉÍ �ÒÅÄÌ. 4.4. �4.3.1. õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|v − uv| < |v − u| ∀u∈UÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á (3) �ÒÅÄÌ. 4.4 ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÇÌÏ×. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ×ÅËÔÏÒ v 6∈ U⊥, ÔÏ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ uv ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U |ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ×ÅËÔÏÒ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÕÇÌÏ× v̂u �Ï×ÓÅÍ u ∈ U .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÕÇÌÁ v̂u ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅos(v̂u) = (v; u)

|v| · |u| :ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (2) ÉÚ �ÒÅÄÌ. 4.4 (v; u) = (uv; u) . ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ{âÕÎÑ-ËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á (4-6) ÍÁËÓÉÍÕÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (uv; u)=|u| = (uv; u=|u|) ÄÏÓÔÉÇÁ-ÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÌÕÞÅ: ËÏÇÄÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ u=|u| ÓÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎ Ó uv.õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ v 6∈ U⊥ É ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ uv ∈ U ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ v É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ U .åÓÌÉ v ∈ U⊥, ÔÏ v �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÌÀÂÏÍÕ u ∈ U .ðÒÉÍÅÒ 4.5 (ÏÂß£Í ÞÅÒÅÚ ��ÌÏÝÁÄØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ� É �×ÙÓÏÔÕ�)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ w ÉÚ n+ 1 ×ÅËÔÏÒÏ×w = (v; u1; u2; : : : ; un) (4-15)É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ n ×ÅËÔÏÒÏ×u = (u1; u2; : : : ; un) :óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ×ÅËÔÏÒ v ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ v = uv + u⊥v , ÇÄÅ uv ∈ U , Á u⊥v �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ U . åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ×ÅËÔÏÒ u⊥v ×ÙÓÏÔÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ (v; u1; u2; : : : ; un), ÉÄÕÝÅÊ ÏÔ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ(u1; u2; : : : ; un) × ×ÅÒÛÉÎÕ v.



78 §4.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Å×ËÌÉÄÏ× (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ) ÏÂß£Í �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ÒÁ×ÅÎ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ��ÌÏÝÁÄÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ� ÎÁ ÄÌÉÎÕ Ï�ÕÝÅÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÇÏ ×ÙÓÏÔÙ:Vol (v; u1; u2; : : : ; un) = |u⊥v | · Vol (u1; u2; : : : ; un) : (4-16)ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÍÅÖÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉ-ÔÅÌÑÍÉ çÒÁÍÁ: �w = |u⊥v |2 · �u ;ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (4-16) ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ × Ë×ÁÄÒÁÔ. ðÕÓÔØ ÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ uv ×ÅËÔÏÒÁ v ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑÞÅÒÅÚ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÜÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÙ u1; u2; : : : ; un ËÁËuv = �1u1 + �2u2 + · · · + �nun :õÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ uj É �ÏÌØÚÕÑÓØ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (2) ÉÚ �ÒÅÄÌ. 4.4ÎÁ ÓÔÒ. 75, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(v; uj) = (uv; uj) = �1(u1; uj) + �2(u2; uj) + · · · + �n(un; uj) ;ËÏÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÎÉÍÁÑ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ Gw ÎÁÂÏÒÁ×ÅËÔÏÒÏ× (4-15) ×ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ �1, ÔÒÅÔØÀ ÓÔÒÏËÕ, ÕÍÎÏÖÅÎ-ÎÕÀ ÎÁ �2, : : : , (n + 1)-À ÓÔÒÏËÕ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ �n, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ,�ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
( ( v − �1u1 + �2u2 + · · · + �nun ; v ) ; 0 ; 0 ; : : : ; 0 ) :ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁ×ÅÎ �w = detGw, Á Ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ | �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ×ÅÒÈÎÅÇÏ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÇÌÏ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ( v− �1u1+ �2u2+ · · · + �nun ; v ) = (v− uv; v) = (u⊥v ; uv + u⊥v ) = (u⊥v ; u⊥v ) = |u⊥v |2ÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ n× n �ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù Gu = ((ui; uj)), �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ Gw ×ÙËÉ-ÄÙ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a11 Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A ,detA = a11 · detA11 ;ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á A11 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ-�Á.éÔÁË, �w = |u⊥v |2 · �u, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ðÒÉÍÅÒ 4.6 (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ)åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ u1; u2; : : : ; un ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4-16) �ÏÌÕÞÁ-ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ %(v; U) ÏÔ ËÏÎ�Á ×ÅËÔÏÒÁ v ÄÏ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ u1; u2; : : : ; un%(v; U) = |u⊥v | = �w�u : (4-17)



4.3.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ 79ðÏÓËÏÌØËÕ |u⊥v | = |v| · sin', ÇÄÅ ' | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ v É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ U , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ×ÙÛÅ, ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÔÁËÖÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉçÒÁÍÁ: sin' = |u⊥v |
|v| = �w

|v| · �u : (4-18)ðÒÉÍÅÒ 4.7 (×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × R3)úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ É ÚÁ�ÉÛÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙa = 


a1a2a3 ; b = 


b1b2b3 ;  = 


123 ;× ×ÉÄÅ (ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÆÏÒÍ. (3-11) ÎÁ ÓÔÒ. 54)deta1 b1 1a2 b2 2a3 b3 3 = a1b23 + a2b31 + a3b12 − a1b23 − a3b21 − a2b13 == a1 · (b23 − b32) + a2 · (−b13 + b31) + a3 · (b12 − b21) = (a; [b; ℄)ÇÄÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÞÅÒÅÚ [b; ℄ ×ÅËÔÏÒ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

[b; ℄ def= 


b23 − b32

−b13 + b31b12 − b21 = 


det(b2 2b3 3)
−det(b1 1b3 3)det(b1 1b2 2)




(4-19)
ðÏÓËÏÌØËÕ det(b; b; ) = det(; b; ) = 0, ×ÅËÔÏÒ [b; ℄ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ËÁË ×ÅËÔÏ-ÒÕ b, ÔÁË É ×ÅËÔÏÒÕ . C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,(a; [b; ℄) = |a| · |[b; ℄| · os' ;ÇÄÅ ' | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ a É [b; ℄, É × �ÒÉÍ. 4.5 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ

|det(a; b; )| = |s(b; )| · ha = |s(b; )| · |a| · | os'|ÇÄÅ |s(b; )| ÜÔÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÌÏÝÁÄØ (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ) �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÁ-ÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ b É , Á ha = |a| · | os'| ÜÔÏ ×ÙÓÏÔÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ab, Ï�ÕÝÅÎÎÁÑÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ a. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ä×Å ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ [b; ℄ ÒÁ×ÎÁ �ÌÏÝÁÄÉ (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ) �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÁ-ÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ b É , Á ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎ ÏÎ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í �ÁÒÁÌÌÅ-ÌÅ�É�ÅÄÁ [b; ℄; b;  ÂÙÌ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ (Ô. Å. ÂÕÒÁ×ÞÉË, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÁ



80 §4.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ[b; ℄ ÄÏÌÖÅÎ ÚÁ×ÉÎÞÉ×ÁÔØÓÑ �ÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ ÏÔ b Ë  �Ï ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ÄÕÇÅ). üÔÉÓ×ÏÊÓÔ×Á ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ [b; ℄, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÅÇÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÆÏÒÍÕÌÅ (4-19). ÷ÅËÔÏÒ [b; ℄, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ Ë �ÌÏÓËÏÓÔÉ b,ÉÍÅÀÝÉÊ ÄÌÉÎÕ |s(b; )| É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ �Ï ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ �ÒÁ×É-ÌÕ ÂÕÒÁ×ÞÉËÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ× b É . ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ b É  �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ [b; ℄ = 0 �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (4-19).ðÏ ÓÌÏÖÉ×ÛÅÊÓÑ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÙ XIX ×ÅËÁ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ, ÍÎÏÇÉÅ ÚÁËÏÎÙ ÔÒ£ÈÍÅÒ-ÎÏÊ ÆÉÚÉËÉ �ÒÉÎÑÔÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÞÎÏ ×ÏÛÌÉ × �ÏÄÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÎÙÎÅÛÎÉÈÒÕËÏ×ÏÄÓÔ× ÄÌÑ ÉÎÖÅÎÅÒÏ× É ÔÅÈÎÉËÏ×.ðÒÉÍÅÒ 4.8 (�ÓÔÁÒÛÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ� × Rn)÷ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁ-ÂÏÒÕ ÉÚ (n − 1) ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vn−1 × n-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å×ÅËÔÏÒ [v1; v2; : : : ; vn−1℄, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÏÂß£ÍÕ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ v1; v2; : : : ; vn−1, É ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÁÍÉv1; v2; : : : ; vn−1, ÔÁË ÞÔÏÂÙ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ×ÅËÔÏÒÏ×[v1; v2; : : : ; vn−1℄; v1; v2; : : : ; vn−1ÂÙÌ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ v1; v2; : : : ; vn−1 ÌÉÎÅÊÎÏÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ [v1; v2; : : : ; vn−1℄ = 0 (ÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × R4 ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÔÒÏÊÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [v1; v2; v3℄, ×
R5 | ÞÅÔ×ÅÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ [v1; v2; v3; v4℄ É Ô. Ä. ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ [v1; v2℄ × R4 ÉÌÉ R5 ÍÙ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ.åÓÌÉ ×Ù�ÉÓÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vn−1 �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ ÍÁÔÒÉ�ÙC = Cev ÒÁÚÍÅÒÁ n × (n − 1), ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ [v1; v2; : : : ; vn−1℄ ÍÏÖÎÏ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ (4-19): i-ÔÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ [v1; v2; : : : ; vn−1℄ÒÁ×ÎÁ (−1)i−1detCi ;ÇÄÅ Ci | Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ (n − 1) × (n − 1), �ÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ×ÙËÉ-ÄÙ×ÁÎÉÅÍ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ n × (n − 1)-ÍÁÔÒÉ�Ù C = Cev. üÔÏÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÇÏ Õ�Ò. 4.7:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8 (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �Ï ÓÔÒÏËÅ/ÓÔÏÌÂ�Õ). äÌÑ Ë×Á-ÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A = (aij) ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Aij Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ (n − 1) × (n − 1), �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉ-ÅÍ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ É j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ iÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ1detA = n∑�=1(−1)i+�ai� ·Ai� = (−1)i−1 (ai1Ai1 − ai2Ai2 + ai3Ai3 − · · · ± ainAin)1ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �Ï i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ



4.4.óÆÅÒÙ 81Á �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ j | ÆÏÒÍÕÌÁ1detA = n∑�=1(−1)�+ja�j ·A�j = (−1)j−1 (a1jA1j − a2jA2j + a3jA3j − · · · ± anjAnj)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÀ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ a ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïdet(a; v1; v2; : : : ; vn−1) = a1detC1 − a2detC2 + a3detC3 − · · · ± andetCn = (a; w) ;ÇÄÅ w = (detC1; −detC2; detC3; ; : : : ; (−1)n−1detCn) (ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍÎÁÄÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÓÔÏÑÝÉÊ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ). ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÅËÔÏÒ w �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× vi (ÉÂÏ �ÒÉ w = vi Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ), Á ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ
|w| = Vol (v1; v2; : : : ; vn−1), �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ �ÒÉÍ. 4.5
|det(a; v1; v2; : : : ; vn−1)| = Vol (v1; v2; : : : ; vn−1)·ha = Vol (v1; v2; : : : ; vn−1)·|a|·| os'|Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ (a; v1; v2; : : : ; vn−1) = (a; w) = |w| · |a| · os', ÇÄÅ ' × ÏÂÏÉÈÓÌÕÞÁÑÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ a É w. üÔÏÔ ÕÇÏÌ ÏÓÔÒÙÊ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ(a; w) = det(a; v1; v2; : : : ; vn−1) > 0 ;ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× a; v1; v2; : : : ; vn−1 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎ É ×ÅËÔÏÒÙ a É w ÌÅÖÁÔ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁv1; v2; : : : ; vn−1, Ô. Å. ÎÁÂÏÒ w; v1; v2; : : : ; vn−1 ÔÏÖÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, w = [v1; v2; : : : ; vn−1℄ .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ [v1; v2; : : : ; vn−1℄ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÉ ÌÉÎÅÊÎÏ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ).4.4. óÆÅÒÙ. çí� x, ÕÄÁÌ£ÎÎÙÈ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅr > 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÆÅÒÏÊ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎÔÒÏÍ × p É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑS(p; r) def= {x | (−→px;−→px) = r2} :çí� x, ÕÄÁÌ£ÎÎÙÈ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ÎÅ ÄÁÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅr > 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎÔÒÏÍ × p É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑB(p; r) def= {x | (−→px;−→px) 6 r2} :ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ (ÓÏÏÔ×. ÛÁÒÁ) ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎÔÒÏÍ × p Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �, ÎÁÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ p ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ %, �ÕÓÔÏ �ÒÉ % > r,ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ ÔÏÞËÉ p ÎÁ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �, �ÒÉ % = r, Á �ÒÉ % < r �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÆÅÒÕ (ÓÏÏÔ×. ÛÁÒ)ÒÁÄÉÕÓÁ √r2 − %2 × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å � Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉÔÏÞËÉ p ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �.1ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �Ï j-ÔÏÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ



82 §4.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ ÔÏÞËÉ p ÎÁ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï � ÞÅÒÅÚ q. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ S(p; r) ∩ �) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ � ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ,ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ −→px = −→pq+−→qx × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(−→qx;−→qx) = r2 − %2 , ÏÔËÕÄÁ ×Ó£ É ÓÌÅÄÕÅÔ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ [a; b℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÑÍÙÈ ÕÇÌÏ×, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚÔÏÞËÉ a É b : S((a+ b)=2; |a; b|=2) = {x | (−→ax;−→bx) = 0} .4.4.1. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ. áÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅ ÓÆÅÒÕS(p; r) × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ q ∈ S(p; r) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ Ë ÓÆÅÒÅ S(p; r)× ÔÏÞËÅ q. îÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× | ÜÔÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ,�ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ q �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→pq. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁ-ÔÅÌØÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ Ë ÓÆÅÒÅ S(p; r) × ÔÏÞËÅ q ∈ S(p; r) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑTqS(p; r) = {x | (−→pq;−→qx) = 0} = {x | (−→pq;−→px) = r2} (4-20)(×ÔÏÒÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó �ÅÒ×ÙÍ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ −→qx = −→px−−→pq).4.4.2. óÔÅ�ÅÎØ ÔÏÞËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ. þÉÓÌÏ degS(p;r) q def= |pq|2 − r2ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÔÏÞËÉ q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ S(p; r) . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏdegS(p;r) q 




< 0 ËÏÇÄÁ q ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÛÁÒÁ B(p; r)= 0 ËÏÇÄÁ q ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S(p; r)> 0 ËÏÇÄÁ q ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ÛÁÒÁ B(p; r) :÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÅ�ÅÎØ ÔÏÞËÉ q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ S(p; r) ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, Ï�ÕÝÅÎÎÏÊ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÉÚ q, ÚÁËÌÀÞ£ÎÎÏÇÏ ÍÅÖÄÕ qÉ ÔÏÞËÏÊ ËÁÓÁÎÉÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.6ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ q ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ d = |pq|2−r2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ S(p; r), Á �ÒÑÍÁÑ` �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ q É �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÆÅÒÕ S(p; r) × ÔÏÞËÁÈ t1 É t2 ÉÌÉ ËÁÓÁÅÔÓÑÓÆÅÒÙ × ÔÏÞËÅ t1 = t2. �ÏÇÄÁ (−→qt1;−→qt2) = d (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |qt1| · |qt2| = |d|).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ �ÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙp ÎÁ �ÒÑÍÕÀ `. óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 4.10 −→at2 = −
−→at1. ðÏÜÔÏÍÕ(−→qt1;−→qt2) = (|qa|+ |at1|) · (|qa| − |at1|) = |qa|2 − |at1|2 == |pq|2 − |pa|2 − |at1|2 = |pq|2 − |pt1|2 = d

�õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11 (ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÏÓØ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ çí�, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÁ×ÎÙÅÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒ S(p1; r1) É S(p2; r2), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÌÉÎÉÉ �ÅÎÔÒÏ× (Ô. Å. �ÒÑÍÏÊ (p1; p2)).



4.4.óÆÅÒÙ 834.4.3. ðÏÌÑÒÙ. ðÒÑÍÁÑ (q; a), �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ q ∈ S(p; r) É �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ a 6= q, ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÆÅÒÙ × ÔÏÞËÅ q , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ (−→pq;−→qa) = 0ÉÌÉ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÀÄÁ −→qa = −→pq −−→pa , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ(−→pq;−→pa) = r2 (4-21)üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁa �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ q ∈ S(p; r), ÚÁÄÁ£Ô ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ TqS(p; r)ÉÚ (4-20). åÓÌÉ ÖÅ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ (4-21) ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ q �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍa 6= p, ÔÏ ÏÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÕ −→pa É �ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÝÕÀ �ÒÑÍÕÀ (pa) × ÔÏÞËÅ b = p+ r2
|pa| · −→pa ;ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÏÔ p ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ r2=|pa| × ÓÔÏÒÏÎÕ ÔÏÞËÉ a.�ÏÞËÉ a É b ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙS(p; r), Á ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (4-21), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ ËÁËÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ q, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÑÒÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ (ÉÌÉ �ÏÌÑÒÏÊ) ÔÏÞËÉ aÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ S(p; r). �ÏÞËÁ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÀÓÏÍ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ.çÏ×ÏÒÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÉÎ×ÅÒÓÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË a É b ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ �ÒÉ

|pb| 6 r 6 |pa|ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ çí� ËÁÓÁÎÉÑ ÓÏ ÓÆÅÒÏÊ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, �ÒÏ×ÅÄ£Î-ÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ a, ×ÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÆÅÒÙ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ b�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→pb. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ × ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÁË ÔÏÞËÉ, ÉÎ×ÅÒÓÎÙÅ ÓÁÍÉÍ ÓÅÂÅ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ, ËÁË ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ Ó×ÏÉÈ �ÏÌÑÒÁÈ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÛÁÒ ÂÅÚÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ É �ÅÎÔÒÁ B(p; r) r
(p ⊔ S(p; r))ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË çí�, �ÏÌÑÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÓÆÅÒÙ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.7 (�ÏÌÑÒÎÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ)äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x É y, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙ, ÔÏÞËÁ x ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÑÒÅÔÏÞËÉ y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ y ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÑÒÅ ÔÏÞËÉ x.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.ïÂÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (4-21)(−→px;−→py) = r2 :

�



84 §4.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2 (ÉÎ×ÅÒÓÉÑ)ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �p;r : Rn r p - Rn r p, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ pÔÏÞËÕ a ∈ R
n × ÉÎ×ÅÒÓÎÕÀ ÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ S(p; r) ÔÏÞËÕ�p;r(a) = p+ r2

|pa| · −→pa ;ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ S(p; r) .4.4.4. îÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÎ×ÅÒÓÉÉ. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÉÎ×ÅÒÓÉÑ �p;r Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ2 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ �ÅÎ-ÔÒÁ p ÓÆÅÒÙ, É ÓÆÅÒÁ S(p; r) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÉÎ×ÅÒÓÉÉ �p;r.éÎ×ÅÒÓÉÑ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ËÁÖÄÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �, �ÒÏÈÏÄÑ-ÝÅÅ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ, É ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Î£Í ËÁË ÉÎ×ÅÒÓÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ� ∩ S(p; r), ×ÙÓÅËÁÅÍÏÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ a É b �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ �p;r. éÚ �ÏÌÑÒÎÏÊÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ (ÓÍ. �ÒÅÄÌ. 4.7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ x,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÇÏÌ pax �ÒÑÍÏÊ (Ô. Å. ×ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ �ÏÌÑÒÎÏÊ Ë b ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ)�ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÏÞËÕ x′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÇÏÌ px′b �ÒÑÍÏÊ (ÉÂÏ b ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÑÒÅÔÏÞËÉ x). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ �(a;−→pa), �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→pa, �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ �p;r × ÓÆÅÒÕ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ[p; b℄.ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎ×ÅÒÓÉÑ �p;r ÏÂÒÁÔÎÁ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ, ÔÏ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÁÑ �ÒÏÈÏÄÑ-ÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p ÓÆÅÒÁ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ [p; a℄ �ÅÒÅÊÄ£Ô �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ × �ÏÌÑÒÎÕÀ ÔÏÞËÅa ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ b = �p;r(a) �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ −→pb .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p ÓÆÅÒÁ Ó ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÍp ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ [a1; a2℄ �ÅÒÅÊÄ£Ô �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ × ÓÆÅÒÕ Ó ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ[b1; b2℄ (ÚÄÅÓØ b1 = �p;r(a1) É b2 = �p;r(a2)).4.4.5. ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ p0; p1; : : : ; pn n-ÍÅÒÎÏÇÏÅ×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ , ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ ÏÔ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË pi. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÎ-ÔÒÏÍ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ[p0; p1; : : : ; pn℄ :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, çí� ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌ£ÎÎÙÈ ÏÔ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË pi �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ n ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ | ÓÒÅÄÉÎÎÙÈ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ× Ë nÏÔÒÅÚËÁÍ [p0; pi℄ Ó 1 6 i 6 n. üÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÚ n ÌÉÎÅÊÎÙÈÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (4-9)(−→p0pi; x) = (pi; pi)− (p0; p0)22Ô. Å. ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ ÂÉÅË�ÉÅÊ



4.5.å×ËÌÉÄÏ×Á Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ 85ÎÁ n-ÍÅÒÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ x. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÙ −→p0pi ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÌÉÎÅÊÎÙÅÆÏÒÍÙ x 7→ (−→p0pi; x), ÓÔÏÑÝÉÅ × ÌÅ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ÷ �ÒÉÍ. 3.1 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÓÔÏÑÝÉÈ × �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÁÑ ÔÏÞËÁ x =  ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÁ×ÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ËÁË ÄÌÑ �ÅÎÔÒÁ, ÔÁË É ÄÌÑ ÒÁÄÉÕÓÁ r = |pi| ÓÆÅÒÙ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ p0; p1; : : : ; pn (ÓÒ.Ó ÚÁÄÁÞÅÊ ç4⋄10∗ ÉÚ 4-ÇÏ ÌÉÓÔËÁ).4.5. å×ËÌÉÄÏ×Á Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. ëÁÖÄÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÍÏÖÎÏÌÉÎÅÊÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ∗, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÅËÔÏÒÕ u ∈V × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ gu : w 7→ (w; u) ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ.ðÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅg : V u 7→( ∗ ; u )
- V ∗ (4-22)ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v 6= 0 ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ gv ∈ V ∗ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ v gv(v) = (v; v) > 0É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ-ÎÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (4-22) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ' : V - R ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v' ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ∀w∈V '(w) = (v'; w).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.13. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á Ge∗e ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÂÁÚÉÓÅ e �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÅÍÕ ÂÁÚÉÓÅ e∗ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗ ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ Ge.ðÒÉÍÅÒ 4.9 (ÒÅÛÅÎÉÅ Õ�Ò. 4.6)ðÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ (4-22) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ U⊥ Ë �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ U ⊂V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ AnnU ⊂ V ∗ ÜÔÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Õ�Ò. 4.13 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ ×ÔÅÏÒ. 2.1 ÎÁ ÓÔÒ. 42 Ó×ÏÊÓÔ× ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏ×.4.5.1. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁe = (e1; e2; : : : ; en)�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ e∗1; e∗2; : : : ; e∗n ∈ V ∗, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × V ∗, ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉÓ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ e∨1 ; e∨2 ; : : : ; e∨n ∈ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (e∨i ; ej) = { 0; �ÒÉ i 6= j ;1; �ÒÉ i = j : (4-23)



86 §4.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑâÁÚÉÓ e∨1 ; e∨2 ; : : : ; e∨n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÂÁ-ÚÉÓÕ e1; e2; : : : ; en. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Å×ËÌÉÄÏ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÂÁ-ÚÉÓÕ ÂÕÄÅÔ ÏÎ ÓÁÍ, Á Å×ËÌÉÄÏ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ {ei}ÂÕÄÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× {ei=(ei; ei)}.ðÏ Õ�Ò. 4.13, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e∨i × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÂÁ-ÚÉÓÅ ei ÓÕÔØ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù G−1e1;e2;:::;en, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉ�Å çÒÁÍÁ Ge1;e2;:::;enÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ: e∨ = eG−1e : (4-24)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ, É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e∨∨i = ei.ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕe1; e2; : : : ; en ÓÕÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ó ×ÅËÔÏÒÁÍÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ:v = ∑i ei · (v; e∨i ) (4-25)(ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ e∨i ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ i).ðÒÉÍÅÒ 4.10 (×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ)ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ uv ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ U �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u1; u2; : : : ; um ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔØ ÎÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÎÁ-ÞÁÌÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (4-24) �ÏÓÔÒÏÉÍ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U ÂÁÚÉÓ(u∨1 ; u∨2 ; : : : ; u∨m) = (u1; u2; : : : ; um) ·G−1u ;Å×ËÌÉÄÏ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ u1; u2; : : : ; un. �Å�ÅÒØ ÉÓËÏÍÁÑ ÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅuv = m∑i=1 u∨i · (ui; v) = u∨1 · (u1; v) + u∨2 · (u2; v) + · · · + u∨m · (um; v) :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓËÁÌÑÒÎÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ u�, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ(u�; uv) = (u�; v)ÄÌÑ ×ÓÅÈ �. îÏ ÔÏÇÄÁ (u; uv) = (u; v) ÄÌÑ ×ÓÅÈ u ∈ U , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.


