
§3. ïÂß£ÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÍÁÔÒÉ�Ù3.1. ïÂß£Í ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ. çÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ×
v1

v2

v3òÉÓ. 3⋄1.
v1; v2; : : : ; vn× n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ×ÎÕÌØ ÏÂß£ÍÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÜÔÉ×ÅËÔÏÒÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ n Ò£ÂÅÒ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 3⋄1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1æÕÎË�ÉÑ ! : V1 × V2 × · · · × Vn - k, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ Õ�ÏÒÑÄÏ-ÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ×ÅËÔÏÒÏ× (v1; v2; : : : ; vn) n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á VÞÉÓÌÏ !(v1; v2; : : : ; vn) ∈ k , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ÏÂß£ÍÁ (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÏÂß£ÍÏÍ)ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ:1) �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÊ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏÄÒÕÇÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÏÂß£Í ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ:! ( : : : ; vi + �vj; : : : ; vj; : : : ; ) = ! ( : : : ; vi; : : : ; vj; : : : ; )2) �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÂß£Í ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÞÉÓÌÏ: !( : : : ; �vi; : : : ) = �!( : : : ; vi; : : : )(× ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ×ÓÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÑÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ × ÌÅ×ÏÊ É × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ).çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÉÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ

v1

v2v2 + λv1

λv1

òÉÓ. 3⋄2. ÔÏÔ ÖÅ, ÞÔÏ É �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÌÏÝÁÄÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÏ-ÇÒÁÍÍÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ1: �ÅÒ×ÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂß£ÍÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ��ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ �ÅÒÅËÏÓÅ� �ÁÒÁÌÌÅ-ÌÅ�É�ÅÄÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 3⋄2 (ÇÄÅ ÎÁÒÉ-ÓÏ×ÁÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ,ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ Ò£ÂÒÁ v1, v2 ×ÄÏÌØ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ Ò£ÂÅÒ); ×ÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ�ÒÉ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ × � ÒÁÚ ÏÂß£Í ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑÎÁ �. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÌÅÍ. 1.3 ÎÁ ÓÔÒ. 12, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑìÅÍÍÁ 3.1îÁ ÌÀÂÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ kÆÏÒÍÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÏÂß£ÍÁ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ1:!(: : : ; v; : : : ; w; : : : ) = −!(: : : ; w; : : : ; v; : : : ) ; (3-1)1ÓÒ. Ó n◦ 1.3 ÎÁ ÓÔÒ. 111Ô. Å. ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÍÅÓÔÁÍÉ48



3.1.ïÂß£Í ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ 49ÌÉÎÅÊÎÁ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ:! ( : : : ; �v + �w; : : : ) = �! ( : : : ; v; : : : ) + �! ( : : : ; w; : : : ) (3-2)É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vn ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ, ÓËÁ-ÖÅÍ, v1 = �2v2 + · · · + �nvn , ÔÏ!(v1; v2; : : : ; vn) = !(v1 − �2v2 − · · · − �nvn; v2; : : : ; vn) == !(0; v2; : : : ; vn) = !(0 · 0; v2; : : : ; vn) = 0 · !(0; v2; : : : ; vn) = 0 :üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÏÂß£Í ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ ÉÌÉ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÎÕÌÅ×ÏÊ.óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3-1) �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ×ÙËÌÁÄËÏÊ, ÞÔÏ É ÎÁ ÓÔÒ. 12:!(: : : ; v; : : : ; w; : : : ) = !(: : : ; v + w; : : : ; w; : : : ) == !(: : : ; v + w; : : : ;−v; : : : ) = !(: : : ; w; : : : ;−v; : : : ) == −!(: : : ; w; : : : ; v; : : : ) :äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (3-2) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÎÁÂÏÒÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ (3-2) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊ-ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÅ×ÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ÷ÙÒÁÚÉ× w ÞÅÒÅÚ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ, ÍÙ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ w = %v+u, ÇÄÅ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ(n− 1) ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. ðÏ �ÅÒ×ÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÏÂß£ÍÁ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (3-2) ÒÁ×ÎÁ! ( : : : ; �v + �w; : : : ) = ! ( : : : ; (�+ �%)v + �u; : : : ) = ! ( : : : ; (�+ �%)v; : : : ) ;Á ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (3-2) ÒÁ×ÎÏ�! ( : : : ; w; : : : ) = �! ( : : : ; %v + u; : : : ) = �! ( : : : ; %v; : : : ) :�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÏÂß£ÍÁ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ�! ( : : : ; v; : : : ) + �! ( : : : ; %v; : : : ) = (�+ %�)! ( : : : ; v; : : : )ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÌÅ×ÏÊ. �ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 3.1îÁ ËÁÖÄÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÏÒÍÁ



50 §3.ïÂß£ÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÍÁÔÒÉ�Ùn-ÍÅÒÎÏÇÏ ÏÂß£ÍÁ !. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; en ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ V , Á ×ÅËÔÏÒÙv1; v2; : : : ; vn, ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÈÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍvj = n
∑i=1 ei · ij = e1 · 1j + e2 · 2j + · · · + en · nj ; ÇÄÅ ij ∈ k ; (3-3)ÔÏ ÏÂß£Í �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ v1; v2; : : : ; vn, ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÂß£ÍÂÁÚÉÓÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ!(v1; v2; : : : ; vn) = !(e1; e2; : : : ; en) · det (ij) ; ÇÄÅdet (ij) = ∑(g1;g2;:::;gn) sgn(g1; g2; : : : ; gn) · g11g22 · · · gnn (3-4)(ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ g = (g1; g2; : : : ; gn) ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× {1; 2; : : : ; n}, É sgn(g1; g2; : : : ; gn) = ±1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÎÁË ÔÁËÏÊ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ1). �üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ Ñ×ÌÅÎÉÊ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ × ÒÁÚÄÅÌÁÈ n◦ 3.2 { n◦ 3.3 ÎÉÖÅ. îÁÞÎ£Í ÍÙ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ É ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3-4). óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÏÂß£ÍÁ ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ × n◦ 3.3.1.3.1.1. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÏÂß£ÍÁ !ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en É�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ !(v1; v2; : : : ; vm) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (3-4). äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÓÔÁ-×ÉÍ × !(v1; v2; : : : ; vm) ×ÍÅÓÔÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (3-3). ÷ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÂß£ÍÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ!(v1; v2; : : : ; vn) = !(

∑i1 i11ei1 ; ∑i2 i22ei2 ; : : : ; ∑in innein ) == ∑i1i2 ::: in i11 · i22 · · · · · inn · ! (ei1 ; ei2 ; : : : ; ein) :�ÁË ËÁË �ÒÉ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÏÂß£Í ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ×ËÌÁÄ × �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÕÍÍÕ ÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁÂÏÒÙ (i1; i2; : : : ; in), × ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÏÅÉÚ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, Ô. Å. ÎÁÂÏÒÙ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚÎÁÂÏÒÁ (1; 2; : : : ; n) ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ! (ei1 ; ei2 ; : : : ; ein) = ±!(e1; e2; : : : ; en) ;ÇÄÅ ÚÎÁË Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× �ÒÉÄ£ÔÓÑ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ (e1; e2; : : : ; en) Ë ÎÁÂÏÒÕ (ei1 ; ei2 ; : : : ; ein).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×(ei1 ; ei2 ; : : : ; ein)1ÒÁ×ÎÙÊ +1, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Þ£ÔÎÁÑ É −1, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÅÞ£ÔÎÁÑ, ÓÍ. n◦ 3.2 ÎÉÖÅ



3.2.ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ Ï Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË 51ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (e1; e2; : : : ; en) ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÍÅÓÔÁÍÉ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ.ðÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÆÏÒÍÁ ! ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÏ× (ei1 ; ei2 ; : : : ; eim) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ (e1; e2; : : : ; en) Þ£ÔÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÔÏ ! (ei1 ; ei2 ; : : : ; eim) = !(e1; e2; : : : ; en), Á ÅÓÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ | ÔÏ! (ei1 ; ei2 ; : : : ; eim) = −!(e1; e2; : : : ; en).÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÏ× �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ËÁË Þ£ÔÎÙÍ, ÔÁË É ÎÅ-Þ£ÔÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ? åÓÌÉ ÔÁËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏÚÎÁÞÅÎÉÅ !(e1; e2; : : : ; en) ÏÂÑÚÁÎÏ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ, É ÆÏÒÍÕÌÁ (3-4) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏ-ÇÄÁ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ×.åÓÌÉ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Þ£ÔÎÙÈ É ÎÅÞ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ �Ï-ÌÁÇÁÑ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀsgn(i1; i2; : : : ; in) = {+1 , ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ (i1; i2; : : : ; in) Þ£ÔÎÁ
−1 , ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ (i1; i2; : : : ; in) ÎÅÞ£ÔÎÁÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (3-4).äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ×ÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Ó ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.3.2. ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ Ï Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË. ëÁÖÄÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕg = (g1; g2; : : : ; gn) (3-5)ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅg : {1; 2; : : : ; n} i7→gi

- {1; 2; : : : ; n}ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xn = {1; 2; : : : ; n} × ÓÅÂÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ i ∈ Xn × i-ÔÙÊÓÌÅ×Á ÜÌÅÍÅÎÔ gi = g(i) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (3-5). îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ(2; 4; 3; 5; 1)ÞÉÓÅÌ 1, 2, 3, 4, 5 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÔÉÈÞÉÓÅÌ × ÓÅÂÑ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ1 7→ 2 ; 2 7→ 4 ; 3 7→ 3 ; 4 7→ 5 ; 5 7→ 1 :÷ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xn × ÓÅÂÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ2,ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÉÌÉ n-ÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Sn.2× ÓÍÙÓÌÅ Ï�Ò. 0.1 ÎÁ ÓÔÒ. 4



52 §3.ïÂß£ÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÍÁÔÒÉ�ÙäÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË f; g ∈ Sn ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fg ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ,ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÕÀ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ i 7→ f(g(i). îÁ�ÒÉÍÅÒ, Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË f = (2; 4; 3; 5; 1) É g = (3; 2; 1; 5; 4) ÉÚ ÇÒÕ��Ù S5 ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ fg =(3; 4; 2; 1; 5) É gf = (2; 5; 1; 4; 3) .ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÍÅÓÔÁÍÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Á ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ i É j, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k 6= i; j ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÂÕÄÅÍ, ËÁË É×ÙÛÅ, ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× i É j É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ij.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2 (�ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ Õ�Ò. 3.1). õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ,ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍÉ, Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÎÅ-Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ | ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ×ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ (3; 2; 1) ∈ S3 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕ-ÞÉÔØ ËÁË �12�23�12 É ËÁË �23�12�23. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Þ£ÔÎÙÈÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÍÙ ÕËÁÖÅÍÔÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.îÁÚÏ×£Í Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (i; j), × ËÏÔÏÒÏÊ 1 6 i < j 6 n, ÉÎ×ÅÒÓÎÏÊ�ÁÒÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g ∈ Sn, ÅÓÌÉ g(i) > g(j). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÁ g ∈ Sn ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n(n− 1)=2 �ÁÒ (i; j)  1 6 i < j 6 n ÎÁÄ×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÉÎ×ÅÒÓÎÙÅ �ÁÒÙ É ÎÅÉÎ×ÅÒÓÎÙÅ �ÁÒÙ.üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ g É �×ÏÏÂÝÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÅÔ� �ÒÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑg × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.ìÅÍÍÁ 3.2þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Þ£ÔÎÏÓÔØÀËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ Å£ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g É ÌÀ-ÂÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ �ij Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ Õ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË g É �ijgÒÁÚÌÉÞÎÁ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉg = (g1; : : : ; gi−1; gi; gi+1; : : : ; gi−1; gj ; gj+1; : : : ; gn)�ijg = (g1; : : : ; gi−1; gj ; gi+1; : : : ; gi−1; gi; gj+1; : : : ; gn) : (3-6)ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× gi = g(i) Égj = g(j), ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ i-ÔÏÍ É j-ÔÏÍ ÍÅÓÔÁÈ. �Ï, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ�ÁÒ Õ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁÚÌÉÞÎÁ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Õ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË (3-6) �ÁÒÁ (i; j), Á ÔÁËÖÅ2(j − i− 1) �ÁÒ ×ÉÄÁ (i;m) É (m; j) Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ m ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ i < m < jÉÍÅÀÔ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ ÉÎ×ÅÒÓÎÏÓÔØ1, Á ÉÎ×ÅÒÓÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÁÒ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×Á.1Ô. Å. ÅÓÌÉ ÔÁËÁÑ �ÁÒÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÁ × g, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÉÎ×ÅÒÓÎÁ × �ijg É ÎÁÏÂÏÒÏÔ



3.2.ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ Ï Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË 53�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ,ÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ × ÎÅÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓ-ÎÙÈ �ÁÒ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ (Ô. Å. ÏÔ ÎÕÌÑ) × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ Þ£ÔÎÏÓÔØËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÒÁÚÌÏÖÉÌÁÓØ g . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1 (ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ)óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÎÁËÁ sgn : Sn -- {+1;−1} ÓÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ: sgn(fg) = sgn(f)·sgn(g) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË f; g ∈ Sn, sgn(�ij) = −1ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ �ij ∈ Sn É sgn(Id) = 1, ÇÄÅ Id | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË ÌÀÂÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÔÒÁÎÓ-�ÏÚÉ�ÉÊ, ÚÎÁË ×ÓÅÈ Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ +1, Á ÚÎÁË ×ÓÅÈÎÅÞ£ÔÎÙÈ −1 . ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Þ£ÔÎÙÈ É ÎÅÞ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÅ �ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÔÓÑ, ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Sn × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÚÎÁËÏ×. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ sgn(fg) = sgn(f) · sgn(g) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ-�ÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ Þ£ÔÎÁ, Á �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ |ÎÅÞ£ÔÎÁ. �3.2.1. ðÒÁ×ÉÌÏ ÎÉÔÏÞÅË ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.éÎÔÅÒ�ÒÅ-ÔÁ�ÉÑ Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÁË Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ ÄÁ£Ô �ÒÁË-ÔÉÞÅÓËÉÊ Ó�ÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ | ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÓÁÍÙÊÂÙÓÔÒÙÊ0, ÎÏ ×Ó£ ÖÅ �ÏÌÅÚÎÙÊ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÄÁÌÅÅÓÔÏÌËÎ£ÍÓÑ.
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òÉÓ. 3⋄3. sgn(2; 9; 6; 1; 8; 3; 5; 7; 4) = +1 (×ÓÅÇÏ 18 �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ)îÁ�ÉÛÅÍ ÄÒÕÇ �ÏÄ ÄÒÕÇÏÍ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , n É ÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕg = (g1; g2; : : : ; gn), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÉÔÑÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÔÅÊ ÎÅ ×ÙÌÅÚÁÌÁ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ 1n gn g1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 3⋄3)É ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÉÔÅÊ ÂÙÌÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ Ä×ÏÊÎÙÍÉ0. �ÏÇÄÁ Þ£Ô-ÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÉ-ÔÅÊ.0× ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÕÄÕÔ �ÒÅÄßÑ×ÌÅÎÙ ÄÒÕÇÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÚÎÁËÁ| ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏÒÁÚÌÏÖÉÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÉËÌÏ× É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ�ÉËÌÙ Þ£ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅÞ£ÔÎÙ, Á �ÉËÌÙ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Þ£ÔÎÙ0ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÉÔÉ, �ÒÉÞ£Í �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ: =\ , Á ÎÅ �Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ: )(



54 §3.ïÂß£ÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÍÁÔÒÉ�Ùõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ É ÎÁÊÄÉÔÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÁ×ÉÌÁ ÎÉÔÏÞÅË Þ£ÔÎÏÓÔØÔÁÓÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (i1; i2; : : : ; ik; j1; j2; : : : ; jm) , × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÂÏÒÙ ÎÏÍÅÒÏ×(i1; i2; : : : ; ik) É (j1; j2; : : : ; jm) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÅÔ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï.3.3. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× n◦ 3.1.1 É n◦ 3.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒ-ÍÁ ÏÂß£ÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (e1; e2; : : : ; en) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (3-4) :!(v1; v2; : : : ; vn) = !(e1; e2; : : : ; en) · ∑g∈Sn sgn(g) · g11g22 · · · gnn : (3-7)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ !1, !2 ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ �ÏÓÔÏÑÎ-ÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ !1(e1; e2; : : : ; en)=!2(e1; e2; : : : ; en) .óÕÍÍÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3-7) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ n × n-ÍÁÔÒÉ�Ù C = (ij) ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒÏ× vj, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍÍÁÔÒÉ�Ù C É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚdet(v1; v2; : : : ; vn) = det (ij) def= ∑g∈Sn sgn(g) · g11g22 · · · gnn (3-8)îÁ�ÉÓÁÎÏ ÔÕÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. âÕÄÅÍ ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ×ÙÂÉÒÁÔØ n ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× × ÍÁÔÒÉ�Å C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÏËÁÚÁÌÏÓØ×ÙÂÒÁÎÏ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏ-ÑÔ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÒÁÆÉË ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑj 7→ gj ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÏÍÅÒÏ× ÓÔÏÌÂ�Ï× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ× ÓÔÒÏË. ÷ÙÂÒÁÎÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁË, ÒÁ×ÎÙÊ ÚÎÁËÕ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ j 7→ gj. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ n! �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÓÏ ÚÎÁËÁÍÉÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ. �ÁË, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ 2× 2 É 3× 3 ÉÍÅÀÔ ×ÉÄdet(11 1221 22) = 1122 − 1221 (3-9)det11 12 1321 22 2331 32 33 = 112233 + 132132 + 122331− (3-10)
− 112332 − 132231 − 122133 (3-11)(×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÓÎÁÞÁÌÁ ×Ù�ÉÓÁÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ É Ä×Å �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, �ÏÔÏÍ | ÔÒÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ). éÚ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1detC = det(v1; v2; : : : ; vn) ÌÉÎÅÅÎ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ ÍÁÔÒÉ�Ù C:det(: : : ; �u+ �w; : : : ) = � · det(: : : ; u; : : : ) + � · det(: : : ; w; : : : )



3.3.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ 55(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÑÍÉ ÓÔÏÌÂ�Ù ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ) É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ�ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÍÁÔÒÉ�Ù C = (ij) ÎÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ0 Ct = (tij),ÉÍÅÀÝÕÀ tij = ji: detCt = detC :ðÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù C Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁË ÜÔÏÊ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ × ÆÏÒÍÕÌÅ (3-8) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÌÉ-ÎÅÊÎÏ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÁ É ÉÈ ÓÕÍÍÁ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÅÒ-×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.òÁ×ÅÎÓÔ×Ï detCt = detC ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ n-ÏËÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÄÏ ÓÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ detC É detCt,ÏÄÉÎÁËÏ×, Á ÚÎÁËÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÈÏÄÉÔ × detCÉ detCt, ÓÕÔØ ÚÎÁËÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÓÔÒÏË ÉÎÏÍÅÒÁÍÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù C, ÇÒÁÆÉËÉ ËÏÔÏÒÙÈ | ÜÔÏ ËÌÅÔËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÚÎÁË, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (3-8) ÄÌÑ detC É detCt ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈÉ ÔÅÈ ÖÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ ÚÎÁËÁÍÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÚÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g 7→ g−1 Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ Sn × Sn É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁËÏ× �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË.÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÌÀÂÉÔÅÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ �ÒÅÄ�ÏÞÔÕÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÏ-×ÅÓÔÎÏÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ ×ÙËÌÁÄËÕdetCt = ∑g∈Sn sgn(g) · tg(1);1tg(2);2 · · · tg(n);n = ∑g∈Sn sgn(g) · 1;g(1)2;g(2) · · · n;g(n) == ∑h∈Sn sgn(h−1) ·h(1);1h(2);2 · · · h(n);n = ∑h∈Sn sgn(h) ·h(1);1h(2);2 · · · h(n);n = detC(�ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ h = g−1; ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÙ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ É �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ Õ�Ò. 3.5).ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÏÈÏÖÅÊ ×ÙËÌÁÄËÏÊ Ó ÕÞ£-ÔÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ Õ�Ò. 3.5:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÚÑÔÉÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÏÊ h ∈ Sn: g 7→ gh Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ Sn × Sn É ÕÍÎÏ-ÖÁÅÔ ÚÎÁË ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ h.0ÍÁÔÒÉ�Á Ct �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ C ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÌÅ×ÕÀ×ÅÒÈÎÀÀ ËÌÅÔËÕ (1; 1) Ó �ÒÁ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ËÌÅÔËÏÊ (n; n), ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÚÁ�ÉÓØÀ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÍÁÔÒÉ�Ù C �Ï ÓÔÒÏËÁÍ ÍÁÔÒÉ�Ù Ct



56 §3.ïÂß£ÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÍÁÔÒÉ�Ùá ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á C ′ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ h Ë ÓÔÏÌÂ-�ÁÍ ÍÁÔÒÉ�Ù C. �ÏÇÄÁdetC ′ = ∑g∈Sn sgn(g) · ′g(1);1′g(2);2 · · · ′g(n);n == ∑g∈Sn sgn(g) · gh(1);1gh(2);2 · · · gh(n);n = ∑f∈Sn sgn(fh−1) · f(1);1f(2);2 · · · f−1(n);n == sgn(h−1) ∑f∈Sn sgn(f) · f(1);1f(2);2 · · · f(n);n = sgn(h) · detC(ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ f = gh; ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔØ ÔÁËÏÊÚÁÍÅÎÙ É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ Õ�Ò. 3.6 É Õ�Ò. 3.5). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1 éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×Á-ÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ÓÔÒÏË ÍÁ-ÔÒÉ�Ù ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ÓÔÏÌÂ-�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÌÉÎÅÅÎ �Ï ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ (�ÒÉ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ) É �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÔÒÏË ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁË ÜÔÏÊ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ ËÁË ÏÔ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÔÁË É ÏÔ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÕÍÁÔÒÉ�Ù ÅÓÔØ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÓÔÒÏËÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ Å£ ÓÔÏÌÂ�Ù.3.3.1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ. úÁ-ÆÉËÓÉÒÕÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en, �ÏÌÏÖÉÍ!(e1; e2; : : : ; en) = 1É �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÆÏÒÍÕ ! ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (3-4):!(v1; v2; : : : ; vn) = det(v1; v2; : : : ; vn) = det (ij) ;ÇÄÅ (ij) | Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, × i-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ�É-ÓÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ vi × ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÎÁÍÉ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; : : : ; en . éÚ�ÒÅÄÌ. 3.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÏÒÍÁ ! ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÁ É ÌÉÎÅÊÎÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ðÏÜÔÏÍÕ!( : : : ; �vi; : : : ) = �!( : : : ; vi; : : : )É ! ( : : : ; vi + �vj; : : : ; vj; : : : ; ) == ! ( : : : ; vi; : : : ; vj; : : : ; ) + �! ( : : : ; vj; : : : ; vj; : : : ; ) == ! ( : : : ; vi; : : : ; vj; : : : ; ) ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × Ï�Ò. 3.1. üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒ. 3.1.



3.3.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ 573.3.2. ðÒÁ×ÉÌÏ ëÒÁÍÅÒÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓe1; e2; : : : ; en É ÆÏÒÍÕ ÏÂß£ÍÁ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÂß£Í.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vn ∈ V ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚdet(v1; v2; : : : ; vn) = !(v1; v2; : : : ; vn)Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù, × i-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ vi �Ï ÂÁÚÉÓÕ e1; e2; : : : ; en. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÌÅÍ. 1.2ÓÏ ÓÔÒ. 10 Ñ×ÌÑÅÔÓÑðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2÷ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vn ∈ V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV , ËÏÇÄÁ det(v1; v2; : : : ; vn) 6= 0 , É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑw = x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ w ∈ V �Ï ÂÁÚÉÓÕ (v1; v2; : : : ; vn) ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕëÒÁÍÅÒÁ: xi = det (v1; : : : ; vi−1; w; vi+1; : : : ; vn)det(v1; v2; : : : ; vn)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ v1; v2; : : : ; vn ∈ V ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓÁ, ÔÏ �Ï ÓÌ. 2.2 ÏÎÉÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍ. 3.1 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ det(v1; v2; : : : ; vn) = !(v1; v2; : : : ; vn) = 0 . åÓÌÉ v1; v2; : : : ; vn ∈ VÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ !(v1; v2; : : : ; vn) = det(v1; v2; : : : ; vn) 6= 0 , Ô. Ë. × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍÓÌÕÞÁÅ ÏÂß£Í !(e1; e2; : : : ; en) ÔÁËÖÅ ÂÙÌ ÂÙ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, �ÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÔÅÏÒ. 3.1!(e1; e2; : : : ; en) = !(v1; v2; : : : ; vn) · detD ;ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á D ÉÍÅÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ×ÅËÔÏÒÁ ei �Ï ÂÁÚÉÓÕ v1; v2; : : : ; vn. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÁ×ÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍdet (v1; : : : ; vi−1; w; vi+1; : : : ; vn) ;�ÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ w = x1v1+x2v2+ · · · +xnvn, ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÉ ÔÅÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Á ÓÔÏÌÂ�ÁÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ðÏÌÕÞÁÅÍdet (v1; : : : ; vi−1; w; vi+1; : : : ; vn) == det (v1; : : : ; vi−1; x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn; vi+1; : : : ; vn) == n
∑�=1 x� · det (v1; : : : ; vi−1; v� ; vi+1; : : : ; vn) == xi · det (v1; : : : ; vi−1; vi; vi+1; : : : ; vn)ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �



58 §3.ïÂß£ÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÍÁÔÒÉ�ÙðÒÉÍÅÒ 3.1 (ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á æÒÅÄÇÏÌØÍÁ)îÁ ÑÚÙËÅ ÓÉÓÔÅÍ ÉÚ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ






























a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2a31x1 + a32x2 + · · · + a3nxn = b3
· · · · · · · · · · · · · · ·an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn (3-12)

ÎÁ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x1; x2; : : : ; xn) �ÒÅÄÌ. 3.2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Õ:ÌÉÂÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (3-12) Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÌÅ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÌÉÂÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ bi = 0, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÓÑËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x1; x2; : : : ; xn ÓÉÓÔÅÍÙ (3-12) ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ-ÓÔÏÌÂ�Áb = 
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∈ k
nÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ{ ÓÔÏÌÂ�Ù a1; a2; : : : ; an ÍÁÔÒÉ�Ù (aij) :aj = 









a1ja2j...anj










∈ k
n :åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ a1; a2; : : : ; an ÏÂÒÁÚÕÀÔ × k

n ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ b ÒÁÓËÌÁÄÙ×Á-ÅÔÓÑ �Ï ÎÉÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅËÔÏÒÙ a1; a2; : : : ; anÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ëÒÁÍÅÒÁ ÄÁ£Ô Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÒÅÛÅ-ÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (3-12) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÒÉÍÅÒ 3.2 (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ)ðÕÓÔØ n ÔÏÞÅË p1; p2; : : : ; pn ∈ A(kn) ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏ-ÇÏ Ó n-ÍÅÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V , ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ(k−2)-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. �ÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌ. 2.9 ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ�ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, É ÔÏÞËÁ x ÌÅÖÉÔ × ÜÔÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ −→pnx = x−pn ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚn−1 ×ÅËÔÏÒÏ× −→pnp1;−→pnp2; : : : ;−→pnpn−1 , ÞÔÏ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õdet (x− pn; p1 − pn; p2 − pn; : : : ; pn−1 − pn ) = 0 :



3.4.íÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÏ× 59÷ ÓÉÌÕ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÎÅÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ x, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁËdet (x; p1 − pn; p2 − pn; : : : ; pn−1 − pn ) = det (pn; p1; p2; : : : ; pn−1 ) :îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÁÆÆÉÎÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ p + �u + �v × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å k
3(ÔÏÞËÁ p É ×ÅËÔÏÒÙ u; v ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ, Á �ÁÒÁÍÅÔÒÙ �, � �ÒÏÂÅÇÁÀÔ k) ÚÁÄÁ£ÔÓÑÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍdet(x; u; v) = det(p; u; v) :3.4. íÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÏ×. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ×u = (u1; u2; : : : ; un) ; w = (w1; w2; : : : ; wm)É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× uj ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ wi ËÁËuj = m

∑�=1 w� · a�j = w1 · a1j + w2 · a2j + · · · + wm · amj :÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ n-ÓÔÏÌÂ�Ï×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ mËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ uj ÞÅÒÅÚ ×ÅË-ÔÏÒÙ w1; w2; : : : ; wm ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚCwu = (aij) = 









a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... ... ...am1 am2 : : : amn










(3-13)É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ× u Ë ×ÅËÔÏÒÁÍ w.åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vk, ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÊÓÑÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ uj �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ Cuv = (bij), ÔÁË ÞÔÏvj = n
∑�=1 u� · b�j = u1 · b1j + u2 · b2j + · · · + un · bnj ;ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ Cwv = (ij) ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ× v Ë ×ÅËÔÏÒÁÍ w ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒm× k É ij = n

∑�=1 ai�b�j :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,vj = n
∑�=1 u� · b�j = n

∑�=1 m
∑i=1 wi · ai�b�ju� = m

∑i=1 wi · n
∑�=1 ai�b�j :



60 §3.ïÂß£ÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÍÁÔÒÉ�ÙíÁÔÒÉ�Õ �ÅÒÅÈÏÄÁ Cwv ÏÔ v Ë w ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ� �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔv Ë u É ÏÔ u Ë w, ÞÔÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁCwv = CwuCuv (3-14)(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × ÜÔÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Ô. Å. �ÅÒ×ÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ v Ë u ÓÔÏÉÔÓ�ÒÁ×Á, Á ×ÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ u Ë w | ÓÌÅ×Á).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù A = (aij) ∈ Matk×n(k) É B = (bij) ∈ Matn×m(k) ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÛÉ-ÒÉÎÁ n ÍÁÔÒÉ�Ù A ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ×ÙÓÏÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù B. íÁÔÒÉ�Á P ∈ Matk×m(k),ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ Õ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ Õ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù B, Á ÜÌÅÍÅÎÔ pij, ÓÔÏÑÝÉÊ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á,×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕpij = n
∑�=1 ai�b�j = ai1b1j + ai2b2j + · · · + ainbnj ;ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ P = AB É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ� A É B.ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ 3.1 ðÏÒÑÄÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÏÑÔ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,

(1 20 3) ·

(3 04 5) = ( 7 1012 15)
(3 04 5) ·

(1 20 3) = (3 64 23)3.4.1. ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ� ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �Ï-Ó×ÏÅÍÕ �ÏÌÅÚÅÎ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅ� (ÄÌÉÎÁ ÓÔÒÏËÉ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ×ÙÓÏÔÏÊ ÓÔÏÌÂ�Á):(a1; a2; : : : ; an) · 


b1b2...bn










= a1b1 + a2b2 + · · · + anbn ;É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÚ k ÓÔÒÏË ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ B ÉÚ m ÓÔÏÌÂ�Ï× ÔÏÊÖÅ ×ÙÓÏÔÙ, ÞÔÏ ÛÉÒÉÎÁ ÓÔÒÏË × A, | ÜÔÏ ÔÁÂÌÉ�Á ×ÓÅÈ �Ï�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ



3.4.íÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÏ× 61ÓÔÒÏË A ÎÁ ÓÔÏÌÂ�Ù B : × �ÏÚÉ�ÉÉ (i; j) ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÔÏÉÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ i-ÔÏÊÓÔÒÏËÉ A ÎÁ j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� Bpij = (ai1; ai2; : : : ; ain) · 


b1jb2j...bnj










:÷ÔÏÒÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÔÁËÏ×Ï: × j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ AB ÓÔÏÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÑ n ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k
k), ×ÚÑÔÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ × j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÍÁÔÒÉ-�Ù B. åÓÌÉ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, × ÍÁÔÒÉ�ÅA = (a11 a12 a13a21 a22 a23) (3-15)ÈÏÞÅÔÓÑ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÓÕÍÍÕ �ÅÒ×ÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ, Á �ÅÒ×ÙÊÉ ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÏÌÂ�Ù ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÉÈ ÓÕÍÍÙ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ � É ÎÁ �, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å ÅÝ£ ÏÄÉÎ,ÞÅÔ×£ÒÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅ�, ÒÁ×ÎÙÊ ÓÕÍÍÅ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÉÈÎÏÍÅÒÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ A Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ





1 1 0 1� 0 � 20 1 1 3õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕ.�ÒÅÔØÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕ É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ÔÁËÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ C 7→ Ct (ÓÒ. Ó�ÒÅÄÌ. 3.1 ÎÁ ÓÔÒ. 54) ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ� �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ(AB)t = BtAt :åÓÌÉ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÔÏÒÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÓÔÏÌÂ�Ù �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ BtAt = (AB)t, Á ÚÁ-ÔÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ × ÜÔÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÓÌÏ×Ï �ÓÔÏÌÂÅ�� ÎÁ ÓÌÏ×Ï �ÓÔÒÏËÁ�, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ,ÞÔÏ × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉ�Ù AB ÓÔÏÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ n ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�ÙB (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k
m), ×ÚÑÔÙÈ ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ × ÔÏÊÖÅ ÍÁÔÒÉ�Å A = (a11 a12 a13a21 a22 a23)ÈÏÞÅÔÓÑ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ ÍÅÓÔÏ �ÅÒ×ÏÊ, Á ×ÍÅÓÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÎÁ�ÉÓÁÔØÅ£ ÓÕÍÍÕ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ �, ÔÏ ÜÔÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍÓÌÅ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ

(0 1� 1)



62 §3.ïÂß£ÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÍÁÔÒÉ�Ùõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ, Ô. Å.(AB)C = A(BC) ∀ A ∈ Matm×k ; B ∈ Matk×` ; C ∈ Mat`×nÉ ÌÉÎÅÊÎÏ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, Ô. Å.(�1A1 + �1B1)(�2A2 + �2B2) == �1�2A1A2 + �1�2A1B2 + �1�2B1A2 + �1�2B1B2ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A1; A2 ∈ Matk×n ; B1; B2 ∈ Matn×m É �1; �2; �1; �2 ∈ k.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� A É B ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁdet(AB) = det(A) · det(B) (3-16)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, det(AB) = det(BA).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A;B ∈ Matn(k).åÓÌÉ ÓÔÏÌÂ�Ù v1; v2; : : : ; vn ∈ k
n ÍÁÔÒÉ�Ù A ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔØ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÅÎØÛÅ n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù AB ÌÅÖÁÔ× ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉÔÏÖÅ ÍÅÎØÛÅ n, É ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3-16) ÎÕÌÅ×ÙÅ.åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ vi ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × k

n ÂÁÚÉÓ. úÁ-ÄÁÄÉÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å k
n Ä×Å ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ: !e, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ÏÂß£Í ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ !e(e1; e2; : : : ; en) = 1, É !v, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ!v(v1; v2; : : : ; vn) = 1. ðÏ ÔÅÏÒ. 3.1 ÜÔÉ Ä×Å ÆÏÒÍÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕÓ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ detA:!v = !e(v1; v2; : : : ; vn) · !e = det(A) · !e : (3-17)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ w1; w2; : : : ; wn ∈ k

n ×ÅËÔÏÒÙ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ × ÂÁÚÉÓÅv1; v2; : : : ; vn Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù B. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÕÓÔØ(w1; w2; : : : ; wn) = (v1; v2; : : : ; vn) ·B :�ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒ. 3.1 !v(w1; w2; : : : ; wn) = det(B), É × ÓÉÌÕ (3-17)!e(w1; w2; : : : ; wn) = det(A) · det(B) : (3-18)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ô. Ë. (v1; v2; : : : ; vn) = (e1; e2; : : : ; en) · A,(w1; w2; : : : ; wn) = (v1; v2; : : : ; vn) ·B = (e1; e2; : : : ; en) · ABÏÔËÕÄÁ �Ï ÔÅÏÒ. 3.1 !e(w1; w2; : : : ; wn) = det(AB). óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÏ Ó (3-18), �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï det(AB) = det(A) · det(B) . �



3.4.íÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÏ× 633.4.2. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. åÓÌÉ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ×u1; u2; : : : ; un É w1; w2; : : : ; wmÏÂÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù�ÅÒÅÈÏÄÁ Cuw É Cwu ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ Cuw · Cwu = Cwu · Cuw = E ,ÇÄÅ E = Cuu = Cww = 









1 0 : : : 00 1 . . . ...... . . . . . . 00 : : : 0 1








(�Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÎÕÌÉ). íÁÔÒÉ�Á E ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù M ∈ Matn×n(k)×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ME = EM =M .ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á M ∈ Matn×n(k) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á M−1 ∈ Matn×n(k) , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ MM−1 = M−1M = E . íÁÔÒÉ�ÁM−1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë M . ïÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ�Ï M : ÅÓÌÉ M−11 É M−12 | Ä×Å ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÔÏM−11 =M−11 · E =M−11 ·M ·M−12 = E ·M−12 =M−12 :ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4íÁÔÒÉ�Á M ÏÂÒÁÔÉÍÁ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ detM 6= 0, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅM−1 = 1detM ·M∨ ;ÇÄÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á M∨ ÉÍÅÅÔ × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÞÉÓÌÏ,ÒÁ×ÎÏÅ ×ÚÑÔÏÍÕ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ (−1)i+j Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ (n − 1) × (n − 1)-ÍÁÔÒÉ�Ù,ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù M ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á M ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ �Ï �ÒÅÄÌ. 3.3detM · detM−1 = det (M ·M−1) = detE = 1 :ðÏÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÔ-ÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ detM 6= 0, ÔÏ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�ÙM �Ï �ÒÅÄÌ. 3.2ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k
n, É ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ×ÙÛÅ, ÍÁÔÒÉ-�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÂÁÚÉÓÕ ÉÚ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù M ÏÂÒÁÔÎÁË M . üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m1;m2; : : : ;mn ∈ k

nÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�ÙM , Á ÞÅÒÅÚ x1; x2; : : : ; xn | ÜÌÅÍÅÎÔÙ j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁÔÒÉ�ÙM−1, ÔÁË ÞÔÏ x1m1+x2m2+ · · · +xnmn = ej ÅÓÔØ j-ÔÙÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ0ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ i É j �ÏÄ×ÅÒÇÌÉÓØ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ



64 §3.ïÂß£ÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÍÁÔÒÉ�Ù×ÅËÔÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k
n. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁ ÞÉÓÌÏ xi, ÓÔÏÑÝÅÅ× i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÍÁÔÒÉ�Ù M−1 ÒÁ×ÎÏdet (m1; : : : ; mi−1; ej; mi+1; : : : ; mn)det(M) :÷ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÓÔÏÉÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÉÍÅÀÝÅÊ × i-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÅÄÉÎÉ�Õ, ÓÔÏÑÝÕÀ × j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ. äÅÌÁÑ i−1 ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊÓÔÏÌÂ�Ï× É j − 1 ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ ÓÔÒÏË, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÍ Å£ × ×ÅÒÈÎÉÊ ÌÅ×ÙÊ ÕÇÏÌ:det (m1; : : : ; mi−1; ej; mi+1; : : : ; mn) == (−1)i−1det (ej;m1; : : : ; mi−1; mi+1; : : : ; mn) =

= (−1)i+j−2det










1 mj;1 · · · mj;i−1 mj;i+1 · · · mj;n0 m1;2 · · · m1;i−1 m1;i+1 · · · m1;n... ... ... ... ... ... ...0 mj−1;2 · · · mj−1;i−1 mj−1;i+1 · · · mj−1;n0 mj+1;2 · · · mj+1;i−1 mj+1;i+1 · · · mj+1;n... ... ... ... ... ... ...0 mn;1 · · · mn;i−1 mn;i+1 · · · mn;n




















îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ × Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ 1 ÎÁ ÍÅÓÔÅ É ÓÕÍÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁ×ÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ (n − 1)× (n − 1)-ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÌÕÞÁ-ÀÝÅÊÓÑ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É �ÅÒ×ÏÇÏÓÔÏÌÂ�Á, Ô. Å. ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á × ÍÁÔÒÉ�Å M . �ðÒÉÍÅÒ 3.3ïÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ë 2× 2-ÍÁÔÒÉ�Å Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ 1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ
(a b d)−1 = ( d −b

− a )(× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÄÏ �ÏÄÅÌÉÔØ ÎÁ ad − b).ïÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ë 3× 3-ÍÁÔÒÉ�ÅA = 



a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ detA = 1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅA−1 = 



(a22a33 − a23a32) −(a12a33 − a13a31) (a12a23 − a13a22)
−(a21a33 − a23a31) (a11a33 − a13a31) −(a11a23 − a13a21)(a21a32 − a22a31) −(a11a32 − a12a32) (a11a22 − a12a21)Á × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ Å£ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÄÏ ÅÝ£ �ÏÄÅÌÉÔØ ÎÁ detA.



3.4.íÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÏ× 65õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.11. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ �ÒÑÍÙÍ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÒÁ×ÎÏ E.ðÒÉÍÅÒ 3.4 (ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁË ÏÂß£ÍÙ)÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ n◦ 2.6.3 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å An ÎÁÂÏÒ ÉÚ n+1 ÔÏ-ÞÅË p0; p1; : : : ; pn , ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÏÍÅÓÔÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï An × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ × (n+ 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï An+1 É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × An+1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ ÒÅ�ÅÒ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÅ q 6∈ An É ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉe0 = −→qp0 ; e1 = −→qp1 ; e2 = −→qp2 ; : : : ; en = −→qpn :�ÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x0; x1; : : : ; xn) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ An ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÜÔÏÇÏ ÒÅ�ÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁ:xi = ! (−→qp0; : : : ; −→qpi−1; −→qa; −→qpi+1; : : : ; −→qpn)! (−→qp0; : : : ; −→qpn) ;ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÞÉÓÌÉÔÅÌØ −→qp� = −→qa +−→ap� ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � 6= i É �ÏÌØÚÕÑÓØ �ÏÌÉÌÉ-ÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÏÂß£ÍÁ É ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ,�ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ Ë ×ÉÄÕ! (−→ap0; : : : ; −→api−1; −→qa; −→api+1; : : : ; −→apn) :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ −→qp� = −→qpi + −→pip� ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � 6= i,�ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ Ë ×ÉÄÕ! (−→pip0; : : : ; −→pipi−1; −→qpi; −→pipi+1; : : : ; −→pipn) :ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÙ −→qpi É −→qa ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ-�ÉÀ ×ÅËÔÏÒÏ× −→pip� Ó � 6= i, ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ! (−→pip0; : : : ; −→pipi−1; −→qa; −→pipi+1; : : : ; −→pipn) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, xi = ! (−→ap0; : : : ; −→api−1; −→qa; −→api+1; : : : ; −→apn)! (−→pip0; : : : ; −→pipi−1; −→qa; −→pipi+1; : : : ; −→pipn) ;çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÏÂß£ÍÏ× Ä×ÕÈ (n+ 1)-ÍÅÒÎÙÈ�ÉÒÁÍÉÄ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ q É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ[p0; p1; : : : ; pn℄ É [p0; : : : ; pi−1; a; pi+1; : : : ; pn℄ ;ÌÅÖÁÝÉÍÉ × ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ An, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ q. èÏÞÅÔÓÑÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ n-ÍÅÒÎÙÈ ÏÂß£ÍÏ× ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ



66 §3.ïÂß£ÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÍÁÔÒÉ�ÙÜÔÉÈ �ÉÒÁÍÉÄ. ÷ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂß£Í�ÉÒÁÍÉÄÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÏÂß£ÍÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ×ÙÓÏÔÙ,ËÏÔÏÒÁÑ Õ ÄÁÎÎÙÈ Ä×ÕÈ �ÉÒÁÍÉÄ ÏÄÉÎÁËÏ×Á (ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ × �ÒÉÍ. 4.8 ÎÉÖÅ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÒÁÂÏÔÁÀÝÅÅ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ, ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.÷ÙÂÅÒÅÍ × (n + 1)-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ  An+1, ÂÁÚÉÓ,ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÏÍ u0 = −→qa, É ÌÀÂÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ u1; u2; : : : ; un, ÓÏÓÔÁ-×ÌÑÀÝÉÍÉ ÂÁÚÉÓ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓAn. úÁÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÕ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÏÂß£ÍÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÂß£Í ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁÂÙÌ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. �ÏÇÄÁ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ËÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å�ÒÅÄÌ. 3.4 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ! (−→ap0; : : : ; −→api−1; −→qa; −→api+1; : : : ; −→apn) == det (−→ap0; : : : ; −→api−1; u0; −→api+1; : : : ; −→apn) == (−1)idet (−→ap0; : : : ; −→api−1; −→api+1; : : : ; −→apn) (3-19)ÇÄÅ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÓÔÏÉÔ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ (n + 1) × (n + 1), �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ×Ù�ÉÓÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× −→api É ×ÅËÔÏÒÁ u0 (ÏÎ ÓÔÏÉÔ × (i+1)-Í ÓÔÏÌÂ�Å)× ÂÁÚÉÓÅ u | ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ0






















0 0 · · · 0 1 0 · · · 0
∗ ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗... ... ... ... ... ... ... ...
∗ ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
∗ ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗... ... ... ... ... ... ... ...
∗ ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗





















ÔÁË ÞÔÏ Å£ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �ÏÄ-ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ n× n, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É i-ÔÏÇÏÓÔÏÌÂ�Á É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ n ×ÅËÔÏÒÏ× −→api ∈ V × ÂÁÚÉÓÅ u1; u2; : : : ; un n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V | ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ É ÎÁ�ÉÓÁÎ ×�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (3-19). ðÏ ÔÅÍ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÁÍ,! (−→pip0; : : : ; −→pipi−1; −→qa; −→pipi+1; : : : ; −→pipn) == det (−→pip0; : : : ; −→pipi−1; u0; −→pipi+1; : : : ; −→pipn) == (−1)idet (−→pip0; : : : ; −→pipi−1; −→pipi+1; : : : ; −→pipn) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x0; x1; : : : ; xn ÔÏÞËÉ a ∈ An ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ p0; p1; : : : ; pn ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÂß£ÍÏ×:xi = det (−→ap0; : : : ; −→api−1; −→api+1; : : : ; −→apn)det (−→pip0; : : : ; −→pipi−1; −→pipi+1; : : : ; −→pipn) ; (3-20)0× ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ Ú×£ÚÄÏÞËÁÍÉ �ÏÚÉ�ÉÑÈ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× −→api ∈ V × ÂÁÚÉÓÅu1; u2; : : : ; un n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V



3.4.íÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÏ× 67úÄÅÓØ ÓÔÏÑÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÁÔÒÉ�, �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V , ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó An, ÉÌÉ | ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÏÂß£ÍÙ n-ÍÅÒÎÙÈ�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ×, ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ (ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÏÂß-£ÍÏ× ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ ÎÁ V ). üÔÏ É ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÁÎÏÎÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÁÑ × ËÏÎ�Å n◦ 2.6.3.


