îíõ. œÅÓÎÁ 2008. áÌÇÅÂÒÁ{4 (2 ËÕÒÓ, 2-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 7

ôÏÞÎÙÅ ÐÁÒÙ É ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

á7⋄1 (ÔÏÞÎÙÅ ÐÁÒÙ). ôÏÞÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

D i � D

E � j

�_k

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÁÒÏÊ É ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (D; E; i; j; k) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d : E^{jk}� E ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ d^2 = 0 É ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ D^′ i^′ � D^′

E^′ � j^′

�_k′

, Œ ËÏÔÏÒÏÊ D^′ = im i ⊂ D , E^′ = ker d=im d , i^′ = i|_{im i}, j^′ : i(x) −→ j(x) ,

k^′ : x (mod im d) −→ k(x) , ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÁÒÏÊ^1.

á7⋄2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (r − 1)-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ (D_r; E_r; i_r; j_r; k_r) ÔÏÞÎÏÊ ÐÁÒÙ (D_1; E_1; i_1; j_1; k_1) ÉÍÅÅÔ D_r = im i^{r−1}_1 , E_r = k^{−1}_1 (im i^{r−1}_1 )=j_1(ker i^r_1) É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ 0 � im i^{r−1}_1 =im i^r_1 � E_r � ker i^r_1= ker i^{r−1}_1 � 0

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÁÒÙ. ôÏÞÎÁÑ ÐÁÒÁ (D; E; i; j; k) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ D = ⨁ p;q∈Z

D^{p;q}, E = ⨁ p;q∈Z

E^{p;q} É deg i = (−1; 1), deg j = (0; 0),

deg k = (1; 0), Ô. Å. i = ⊕i^{(p;q)} , j = ⊕j^{(p;q)} , k = ⊕k^{(p;q)} Ó

D^{p;q i(p;q)} � D^{p−1;q+1} ; D^{p;q j(p;q)} � E^{p;q} ; E^{p;q k(p;q)} � D^{p+1;q} :

äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÎÉÖÎÅÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ^2 ÔÏÞÎÏÊ ÐÁÒÅ (D; E; i; j; k) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ D = ⨁ p;q∈Z

D_{p;q}, E = ⨁ p;q∈Z

E_{p;q} É deg i = (1; −1), deg j = (0; 0), deg k = (−1; 0). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ (D_r; E_r; i_r; j_r; k_r) ÏÔ ŒÅÒÈÎÅÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÁÒÙ (D; E; i; j; k) = (D_1; E_1; i_1; j_1; k_1) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ r = 1; 2; . . . ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ E^{p;q}_r ÍÏÄÕÌÑ E_r Œ ËÌÅÔËÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ (ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ (p; q) ∈ Z × Z Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ p). ðÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁÂÌÉÃ E_1; E_2; E_3; : : : É ÅÓÔØ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÏÊ ÐÁÒÙ (D; E; i; j; k).

á7⋄3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ r-ÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ E_r ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d^{(p;q)}r : E^{p;q}_r^{(jr ∘kr)(p;q)} � E^{p+r;q+1−r}_r (ÓÍ. ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ), É ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ (r + 1)-ÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ E^{p;q}_{r+1} = ker d^{(p;q)}r =im d^{p−r;q−1+r}_r .

· · ·_k� D^{p−1;q+2 j}� E^{p−1;q+2}_k� D^{p;q+2 j}� E^{p;q+2}_k� D^{p+1;q+2 j}� E^{p+1;q+2}_k� D^{p+2;q+2 j}� · · ·

· · ·_k� D^{p−1;q+1 j}� E^{p−1;q+1}_k� D^{p;q+1 j}�

�_i

E^{p;q+1}_k� D^{p+1;q+1 j}�

�_i

E^{p+1;q+1}_k� D^{p+2;q+1 j}�

�_i

· · ·

· · ·_k � D^{p−1;q j} � E^{p−1;q}_k � D^{p;q j} �

�_i

E^{p;q}_k � D^{p+1;q j} �

�_i

E^{p+1;q}_k � D^{p+2;q j}�

�_i

· · ·

· · ·_k� D^{p−1;q−1 j}� E^{p−1;q−1}_k� D^{p;q−1 j}�

�_i

E^{p;q−1}_k� D^{p+1;q−1 j}�

�_i

E^{p+1;q−1}_k� D^{p+2;q−1 j}�

�_i

· · ·

á7⋄4. ðÕÓÔØ E^{p;q}_1 ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ p ÐÒÉ ŒÓÅÈ q ≪ 0 É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ q ÐÒÉ ŒÓÅÈ p ≪ 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∀ n ¿ 0 ∃ N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ E^{p;q}_r = E^{p;q}_{r+1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ r ¿ N É

1ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (D^′; E^′; i^′; j^′; k^′) 2ÎÉÖÎÉÅ É ŒÅÒÈÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÐÅÒÅÍÅÎÏÊ ÚÎÁËÁ Õ ÉÎÄÅËÓÏŒ

ŒÓÅÈ p; q Ó p + q = n (ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÏŒÁŒÛÅÅÓÑ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÔÁËÉÈ ËÌÅÔÏË ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ E^{p;q}_∞ ). ïÐÉÛÉÔÅ E^{p;q}_∞ É ⨁ p+q=n

E^{p;q}_∞ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÒÆÉÚÍÁ D^i� D ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ

ÔÏÞÎÏÊ ÐÁÒÙ^3.

ðÒÅÄÅÌ. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ E^{p;q}_r ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ^4 ⊕_n E^n_∞, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1) E^{p;q}_r ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ, Ô. Å. ∀ p; q ∃ N = N(p; q) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÁÂÌÉÃÁÈ E_r Ó r ¿ N ŒÈÏÄÑÝÉÊ Œ (p; q)-À ËÌÅÔËÕ É ÉÓÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ (p; q)-ÏÊ ËÌÅÔËÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÏÂÁ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ; ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÏŒÁŒ- ÛÅÅÓÑ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ (p; q)-ÏÊ ËÌÅÔËÉ E^{p;q}_{N+1} = E^{p;q}_{N+2} = : : : ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ E^{p;q}_∞

2) ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ E^n_∞ ÉÍÅÅÔ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ · · · ⊃ F^pE^n_∞ ⊃ F^{p+1}E^n_∞ ⊃ · · · Ó E^n_∞ = ∪_p F^pE^n_∞ , ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ E^{p;q}∞ , ÓÔÏÑÝÉÍÉ

ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ p + q = n, Ô. Å. F^pE^n_∞=F^{p+1}E^n_∞ = E^{p;n−p}_∞ .

á7⋄5 (ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ). ðÕÓÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÞÌÅÎÅ ËÏÍÐÌÅËÓÁ · · ·^d� K^{m d}� K^{m+1 d}� · · · ÉÍÅÅÔÓÑ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ K^m = F^0K^m ⊃ F^1K^m ⊃ F^2K^m ⊃ · · · , ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ d(F^pK^m) ⊂ F^pK^{m+1} ∀ p, m. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ p ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ F^pK^• ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ d, Á ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÉ G^pK^• = F^pK^•=F^{p+1}K^• ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ d.

Á) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

· · · H^i(F^{p+1}K^•) � H^i(F^pK^•) � H^i(G^pK^•) � H^{i+1}(F^{p+1}K^•) � · · ·

É ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÁÒÕ Ó D^{p;q}_1 = H^{p+q}(F^pK^•), E^{p;q}_1 = H^{p+q}(G^pK^•), Á ÔÁËÖÅ ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ËÌÅÔËÉ E^{p;q}_r ÜÔÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÁÒÙ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ËÏÍÐÌÅËÓ K ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Á ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ E^{p;q}_r ⇒ H^n(K^•) É ÉÍÅÅÔ E^{p;q}_1 = H^{p+q}(G^pK^•).

á7⋄6 (ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ). îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÎÏÊ ËÏÍ- ÐÌÅËÓ | ÜÔÏ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ K^{••} = ⊕K^{p;q} Ó ÄŒÕÍÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÉÒÕ- ÀÝÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ^5 K^{p;q d1}� K^{p+1;q}, K^{p;q d2}� K^{p;q+1}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ Tot^n(K)^{def}= ⊕_{p+q=n} K^{p;q} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓ^6 Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ

Tot^n(K)^{d1+d2}� Tot^{n+1}(K) ;

ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ^I F^pTot^m(K) = ⊕_{˚⩾p}

p+q=n

K^{p;q} , ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ

ÆÁËÔÏÒ ËÏÍÐÌÅËÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ p-ÔÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ^I G^pTot^•(K) = ⊕_{˚⩾p}

p+q=n

K^{p;q}

Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ p-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÁ K^{••} ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ d_2, Á ÎÁ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ H^q_{d2} (K^{p;•}) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÁ Ó ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌÏÍ H^q_{d2} (K^{p;•})^{d1}� H^q_{d2} (K^{p+1;•}), ÐÒÉÞčÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ H^p_{d1} (H^q_{d2} (K)) ÏÒÇÁÎÉÚÕÀÔÓÑ Œ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ÔÁÂÌÉ- ÃÙ^I E^{p;q}_2 = H^p_{d1} (H^q_{d2} (K)) É ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë H^n(Tot^•(K)).

Â) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ŒÔÏÒÕÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ^{II} E^{p;q}_r ⇒ H^n(Tot^•(K)) Ó^{II} E^{p;q}_2 = H^q_{d2} (H^p_{d1} (K)), ŒÏÚÎÉËÁÀÝÕÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ ÎÁ Tot^•(K):

II F^qTot^m(K) = ⊕_{˚⩾q}

p+q=n

K^{p;q} :

3ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÔÏÉÔ ÐÅÒÅÇÏŒÏÒÉÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ÌÅŒÏÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎ ÔÁÂÌÉÃÙ E^{p;q}_1 Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ D^{p;q} Ó (p + q) = n É p ≪ 0 , p ≫ 0

4ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÚÁÐÉcÙŒÁÀÔ ËÁË E^{p;q}_r ⇒ E^n_∞ 5Ô. Å. ÔÁËÉÈ ÞÔÏ d^2_1 = d^2 = d_1d_2 + d_2d_1 = 0 6ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÉÌÉ ÓŒčÒÔËÏÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÁ K^{••}

(ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 7, ÓÔÒ. 2)