îíõ. œÅÓÎÁ 2008. áÌÇÅÂÒÁ{4 (2 ËÕÒÓ, 2-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 6

äÉÁÇÒÁÍÍÙ É ËÏÍÐÌÅËÓÙ

ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÐÒÏ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ k á6⋄1. äÁÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ^1 ÓÔÒÏËÁÍÉ 0 � V^′ � V � V^{′′} � 0

0 � W^′

’^′ � � W ’ � � W^{′′}

’^{′′} � � 0 : (1)

œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) ’ ÉÚÏ ⇐⇒ ’^′ ÍÏÎÏ & ’^{′′} ÜÐÉ Â) ’^′, ’^{′′} ÏÂÁ ÉÚÏ ⇒ ’ ÉÚÏ á6⋄2 (ÌÅÍÍÁ Ï ÐÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ). äÁÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ V^′_1 � V^′_2 � V � V^{′′}_2 � V^{′′}_1

W^′_1

’^′_1 � � W^′_2

’^′_2 � � W ’ � � W^{′′}_2

’^{′′}_2 � � W^{′′}_1

’^{′′}_1 � çÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÌÉ Á) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ Â) ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ Œ) ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÞÅÔÙÒčÈ ÂÏËÏ- ŒÙÈ ÓÔÒÅÌÏË ’^′_1, ’^{′′}_1, ’^′_2, ’^{′′}_2 ÎÁÌÉÞÉÅ ÜÔÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ É Õ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ’ ?

á6⋄3. ðÕÓÔØ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ (1) Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÎÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Á) ’^′ Â) ’^{′′} . œÏÓÓÔÁÎÏŒÉ- ÔÅ ÉÈ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÌÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ’^′ (ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ’^{′′}) É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ’^{′′} (ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ’^′).

á6⋄4 (ÌÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ). äÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (1) Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 � ker ’^′ � ker ’ � ker ’^{′′} � coker ’^′ � coker ’ � coker ’^{′′} � 0 :

ëÏÍÐÌÅËÓÙ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ. åÓÌÉ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ · · ·^{di−2}� K^{i−1 di−1}� K^{i di}� K^{i+1 di+1}� · · · d^{i+1}∘d^i = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i, ÔÏ (K^•; d) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ d | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ, Á ÆÁËÔÏÒÙ H^i = ker d^i=im d^{i−1} | ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ. íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (K^•; d_K )^•� (L^•; d_L) ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ K^{i i}� L^i, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ: d_L = d_K . ñÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ.

á6⋄5^∘. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÁÍÉ Â) ŒÓÑËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ (K^•; d_K )^•� (L^•; d_L) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁčÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÇÏÍÏ- ÌÏÇÉÊ H^i(K^•)^{ei}� H^i(L^•) Œ) ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 � K^′_•^{ff′}� K_•^{ff′′}� K^{′′}_• � 0 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

· · · � H^i(K^′_•)^{ff′∗}� H^i(K_•)^{ff′′∗}� H^i(K^{′′}_• )^ffi� H^{i+1}(K^′_•)^{ff′∗}� H^{i+1}(K_•) � · · ·

á6⋄6^∘. ðÕÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V^• ÉÍÅÅÔ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ H^•. ðÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^2 ∑ (−1)^i dim V^i = ∑ (−1)^i dim H^i .

á6⋄7 (ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). íÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ V^{• ’•}� W^• ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙÍ (ÉÌÉ ÇÏÍÏ- ÔÏÐÎÙÍ ÎÕÌÀ), ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ^3 V^{i fli}� W^{i−1} :

· · ·^{di−2V} � V^{i−1 di−1V} � V^{i diV} � V^{i+1 di+1V} � V^{i+2 di+2V} � · · ·

· · ·^{di−2W} � W^{i−1}

’^{i−1}

�_{di−1W} � �_fli W^i

’^i

�_{diW} � �_fli+1 W^{i+1}

’^{i+1}

�_{di+1W} � �_fli+2 W^{i+2}

’^{i+2}

�_{di+2W}

� · · ·

1ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ · · ·^ff� X^fi� · · · ÔÏÞÎÏÊ Œ X, ÅÓÌÉ ker fi = im ff 2ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ø(V ) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÁ (V; d) 3ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ

ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ’ = d_W ∘fl + fl∘d_V . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ’; : V^• � W^• ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÁ^4, ÔÏ ÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ: ^’ = ^.

á6⋄8 (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ëÏÛÕÌÑ É äÅ òÁÍÁ). ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á x_i É ¸_i ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ËÌÁÓÓÙ e_i Œ ÁÌÇÅÂÒÁÈ S(V ) É ~(V ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ^5

~^{k+1}V ⊗ S^{m−1}V �^d

def= P ¸_˚ ⊗^@_{@x˚}

~^kV ⊗ S^mV^@

def=

P_@ @¸˚ ⊗x_˚

� ~^{k−1}V ⊗ S^{m+1}V

ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ äÅ òÁÍÁ É ëÏÛÕÌÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ É ÞÔÏ d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ~^•V -ÁÌÇÅÂÒ, Á @ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ S^•V -ÁÌÇÅÂÒ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ d^2 = @^2 = 0 , ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ d@ + @d É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ d É @ .

á6⋄9 (ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÙ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ k-ÍÏÄÕÌÅÊ (V^•; d_V ), (W^•; d_W ) Á) ÍÏÄÕÌÉ M^q_p = Hom_k(V^p; W^q) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ^6 Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍÉ ÓÔÒÅÌËÕ V^{p ’}� W^q ∈ M^q_p Œ @(’)^{def}= (−1)^{q−p}’∘d_V ∈ M^q_{p−1} É d(’)^{def}= d_W ∘’ ∈ M^{q+1}_p ;

Â) ÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ H^0 (GrHom^•(V; W )) ÓÕÔØ ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ V^{• ’}� W^•.

Œ) ÍÏÄÕÌÉ T^{p;q} = V^p ⊗_k W^q ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓ^7 Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ d_I = d_V ⊗ 1 É d_{II} =

1 ⊗ d_W , ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ v ⊗ w ∈ T^{p;q} ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ d_I (v ⊗ w) = (d_V v) ⊗ w ∈ T^{p+1;q} É d_{II} (v ⊗ w) = (−1)^pv ⊗ (d_W w) ∈ T^{p;q+1} .

á6⋄10. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ f ∈ k É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L^•_f ÄŒÕÞÌÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ k^{x→xf} � k ÓÏÓÒÅÄÏ- ÔÏÞÅÎÎÙÊ Œ ÓÔÅÐÅÎÑÈ^8 −1, 0. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ k-ÍÏÄÕÌÅÊ (V^•; d_V ) ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÉÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ:

· · · H^i(V^•)^{x→xf} � H^i(V^•) � H^i(V^• ⊗_k L^•)^ffi� H^{i+1}(V^•)^{x→xf} � H^{i+1}(V^•) · · ·

õËÁÚÁÎÉÅ. ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 0 � V^• � V^• ⊗_k L^• � V [1]^• � 0 , Œ ËÏÔÏÒÏÊ V [1]^•

ÉÍÅÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ i-ÔÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ V [1]^{i def}= V^{i+1} É d_{V [1]} = −d_V .

á6⋄11 (ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ 2). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_r ∈ k É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k^r ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ r Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_1; e_2; : : : ; e_r. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ^r⊗_{˚=1} L^•_{f˚} ÄŒÕÞÌÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÉÚ ÚÁÄ. á6⋄10 ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓ

0 � ~^r (k^r)^{@r}� · · ·^{@3}� ~^2 (k^r)^{@2}� ~^1 (k^r)^{@1}� ~^0 (k^r) � 0

Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ @ = r∑ ff=1 f_ff @ @e_ff

, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÊÓÔŒÕÀÅÔ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

@_˚ (e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{i˚} ) = ˚∑ m=1 (−1)^{m−1}f_{im} · e_{i1} ∧ · · · ∧ e_{im−1} ∧ e_{im+1} ∧ · · · ∧ e_{i˚} ;

É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ^9 f_1; f_2; : : : ; f_r ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ H^0 = k=(f_1; f_2; : : : ; f_r).

4ÔÁËÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ ÉÌÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ 5ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ @=@¸_i : S^kV � S^{k−1}V (ÓÏÏÔŒ. @=@x_i : ~^kV � ~^{k−1}V ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ k ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ (ÓÏÏÔŒ. ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ) ÐÏÄSSčÍÁ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÚÁÔÅÍ ÓŒčÒÔËÉ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ e^∗_i ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ V^∗, ÚÁÔÅÍ ÓÐÕÓËÁ ÎÁÚÁÄ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÕÀ (ÓÏÏÔŒ. ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ) ÁÌÇÅÂÒÕ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ @ @¸_˚ @ @¸_¯ = − @ @¸_¯ @ @¸_˚ É @ @¸_˚ (!1 ∧ !2) = ( @ @¸_˚ !1) ∧ !2 + (−1) deg !_1 !

1 ∧ (^@_{@¸˚} !_2)

6ÅÇÏ ÔÏÔÁÌØÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ GrHom^n(V^•; W^•)^{def}= ⊕_{q−p=n}M^q_p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Hom-ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ

7ÔÏÔÁÌØÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÜÔÏÇÏ ÂÉËÏÍÐÌÅËÓÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ 8ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÓÕÔØ H^{−1}(L^•_f ) = Ann (f) = {a ∈ k | af = 0} É H^0(L^•_f ) = k=(f) 9ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÁ f_i (mod (f_1; f_2; : : : ; f_{i−1})) ÎÅ ÄÅÌÉÔ ÎÕÌØ Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ k=(f_0; f_1; : : : ; f_{i−1}) ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ i ⩾ 2, Á f_1 ÎÅ ÄÅÌÉÔ ÎÕÌØ Œ ÓÁÍÏÍ k

(ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 6, ÓÔÒ. 2)