îíõ. œÅÓÎÁ 2008. áÌÇÅÂÒÁ{4 (2 ËÕÒÓ, 2-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 1

òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ.

á1⋄1^∘. ðÕÓÔØ m_1; m_2; : : : ; m_r ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A, É ÜÎÄÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ M^’ M ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ m_i Œ ∑ j m_j · ’_{ji}, ÇÄÅ (’_{ji}) ÏÂÒÁÚÕÀÔ r × r-ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

ÉÚ A. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

Á) ’(M) ⊃ det (’_{ji}) · M?

Â) a · M ≠ M ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ M ÔÏÞÅÎ^1.

á1⋄2. ðÕÓÔØ d ∈ Z ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ. ïÐÉÛÉÔÅ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Z Œ Q[ √ d]^{def}=

Q [x] (x^2 − d) . á1⋄3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ÓŒÏčÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ.

á1⋄4. ãÅÌÏ ÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÎÁÄ ÓŒÏÉÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ B ⊂ A, ÅÓÌÉ

Á) A = k[x; y] (ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ), B = { f ∈ A :^@_{@x} | |_{(0;0)} f = 0 } ; Â) A = C^0 (R^2 ) (ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ), B = {f ∈ A | f(1; 0) = f(0; 1)} ; Œ) A | ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ^2 G , B = A^G | ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ.

á1⋄5. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ËÏÌÅÃ ÎčÔÅÒÏŒÙ : Á) A[[t]] , ÇÄÅ A ÎčÔÅÒÏŒÏ;

Â) f(z) ∈ C [[z]], ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ŒÓÀÄÕ Œ C ; Œ) {p(z)=q(z) ∈ C (z) | q(z) ≠ 0 ÐÒÉ |z| ⩽ 1}; Ç) {f ∈ C [x; y] |^{@i+j}_{@xi@yj} f = 0 ÐÒÉ 0 ⩽ i + j ⩽ n} (n ∈ N ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ). Ä^*) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ A ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ^3.

á1⋄6. ðÕÓÔØ A | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ^4 Ó ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ F. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

Á) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ F[x] ÌÅÖÉÔ Œ A[x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÌÅÖÁÔ Œ A[x]?

Â) ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ b ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ F-ÁÌÇÅÂÒÙ B ÃÅÌ ÎÁÄ A, ÔÏ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ F ÌÅÖÉÔ Œ A[x] (Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÏÄÎÏ É ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ)?

á1⋄7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ËÁË Z-ÁÌÇÅÂÒÁ^5, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

á1⋄8. ðÕÓÔØ B ⊃ A | ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ. ìÀÂÏÊ ÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A k Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ k ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ B k?

á1⋄9. äÌÑ ÄŒÕÈ ÉÄÅÁÌÏŒ a, b ËÏÌØÃÁ A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ab ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ab Ó a ∈ a, b ∈ b . œÅÒÎÏ ÌÉ ÞÔÏ Á^∘) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ab ÕÖÅ É ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ ;

Â) ab = a ∩ b Œ) ab = a ∩ b, ËÏÇÄÁ a + b = A.

á1⋄10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ √ I^{def}= {a ∈ A | a^n ∈ I for some n ∈ N} ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ A ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, É ÄÏËÁÖÉÔÅ ŒÅÒÎÙÅ É ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÉÔÅ ÎÅŒÅÒÎÙÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÊ ÐÒÏ ÉÄÅÁÌÙ I; J ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]: Á) √ IJ = √ I ∩ J Â) √ IJ = √ I √ J Œ) I = √ I & J = √ J ⇒ IJ = √ IJ

1Ô. Å. aM = 0 ⇒ a = 0 ÄÌÑ a ∈ A 2ËÏÌØÃÅŒÙÍÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ 3ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k 4ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎčÍ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ É ÏÎÏ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ÓŒÏčÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ

5Ó ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ m · a^{def}= a + a + · · · + a

m ÒÁÚ