§1. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ÁÌÇÅÂÒÙ.

œ ÜÔÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÐÒÅÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÍÉ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ.

1.1. ãÅÌÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÃÅÌÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ B É ÅÇÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ A ⊂ B. üÌÅÍÅÎÔ b ∈ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ ÏÎ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

1.1.1. ìåííá. óÌÀÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b∈B ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) b^m = a_1 b^{m−1} + · · · + a_{m−1} b + a_0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ A;

(2) A { ÍÏÄÕÌØ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ŒÓÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ {b^i}_{i⩾0} , ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ- ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ A ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ;

(3) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÎÁÄ A É B-ÔÏÞÎÙÊ^1 A { ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M ⊂ B, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ bM ⊂ M.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÐÌÉËÁÃÉÉ (1) =⇒ (2) =⇒ (3) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ. þÔÏÂÙ ŒÙŒÅÓÔÉ (1) ÉÚ (3), ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ {e_1; e_2; : : : ; e_m} ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ M ÎÁÄ A É ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M^{m→bm}� M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Y , Ô. Å. (be_1; be_2; : : : ; be_m) = (e_1; e_2; : : : ; e_m) · Y . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^κ� M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ X, Ô. Å. ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ (e_1; e_2; : : : ; e_m) −→ (e_1; e_2; : : : ; e_m) · X, ÔÏ (det X) · M ⊂ im κ (ÜÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë (e_1; e_2; : : : ; e_m) ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ det X · Id = X · ^X, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ^X | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÁÑ Ë X ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ). œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M^κ� 0 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ X = b · Id − Y , Á ÚÎÁÞÉÔ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ det(b · Id − Y ) ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ M. éÚ B-ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÑ M ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ det(b · Id − Y ) = 0. üÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ b Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A É ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ b^m, ËÁË É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Œ (1). □

1.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÃÅÌÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ K ⊃ Q | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ^2 ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. üÌÅ- ÍÅÎÔÙ z ∈K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ Z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ z ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ K É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÎčÍ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ z ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ^3.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ É ÞÔÏ Õ ÐÏÌÑ K ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÎÁÄ Q, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÃÅÌÙÅ (ÎÁÄ Z) ÞÉÓÌÁ Œ ÐÏÌÑÈ Q, Q[ √ 3], Q[ √ 5] É Q[!], ÇÄÅ !^2 + ! + 1 = 0.

1.1.3. ãÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ b ∈ B, ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ ÄÁÎÎÙÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ A ⊂ B, ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ A Œ B. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÁÍÏÇÏ A, ÔÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ Œ B. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ b ∈ B ÃÅÌÙ ÎÁÄ A, ÔÏ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ A ÉÌÉ ÃÅÌÏÊ A-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

1.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÌØÃÅ B ËÏÌØÃÅŒÙÍÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ B^g� B (g ∈G). ôÏÇÄÁ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ G { ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ:

A = B^{G def}= {a∈B | ga = a ∀ g ∈G } :

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ b_1; b_2; : : : ; b_s ∈ B ÏÂÒÁÚÕÀÔ G { ÏÒÂÉÔÕ ÌÀÂÏÇÏ ÄÁÎÎÏÇÏ b = b_1 ∈ B, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fi(t) = ∏ (t − b_i) ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ 1, ÌÅÖÉÔ Œ A[t] É ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ b.

1A { ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ B-ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ b ∈ B ÕÓÌÏŒÉÅ bM = 0 ŒÌÅÞÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ b = 0 2ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q 3ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÃÅÌÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË É ŒÏÚÎÉËÌÏ

4 áÌÇÅÂÒÁ, 4-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

1.1.5. ìåííá. ãÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ^4 Œ B. åÓÌÉ C ⊃ B | ÄÒÕÇÏÅ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ É ÜÌÅÍÅÎÔ c∈C ÃÅÌ ÎÁÄ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ A Œ B, ÔÏ c ÃÅÌ É ÎÁÄ A (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ B | ÃÅÌÁÑ A-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÃÅÌÁÑ B-ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÃÅÌÏÊ A-ÁÌÇÅÂÒÏÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ p^m = x_{m−1} p^{m−1} + · · · +x_1 p+x_0, q^n = y_{n−1} q^{n−1} + · · · +y_1 q+y_0 ÄÌÑ p; q ∈ B, x_˚ ; y_¯ ∈ A, ÔÏ A { ÍÏÄÕÌØ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ p^iq^j Ó 0 � i � (m − 1), 0 � j � (n − 1), ÑŒÌÑÅÔÓÑ B-ÔÏÞÎÙÍ (ÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1) É ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ É ÎÁ p + q É ÎÁ pq. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ c^r = z_{r−1} c^{r−1} + · · · + z_1 c + z_0 É ŒÓÅ z_˚ | ÃÅÌÙÅ ÎÁÄ A, ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ c ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ B-ÔÏÞÎÙÊ A { ÍÏÄÕÌØ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ c^iz^{j1}_1 z^{j2}_2 · · · z^{jr}_r . □

1.1.6. óìåäóôœéå (ìåííá çáõóóá). ðÕÓÔØ A ⊂ B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f; g ∈ B[x] ÏÂÁ ÉÍÅÀÔ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ 1. œÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ h(x) = f(x)g(x) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÕÔ ÃÅÌÙÍÉ ÎÁÄ A, ËÏÇÄÁ ÃÅÌÙ ÎÁÄ A ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É Õ f(x) É Õ g(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ C ⊃ B, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ f É g ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÁÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ^5, Ô. Å. f(x) = ∏ (t − ff_˚ ) , g(x) = ∏ (t − fi_¯) Œ C[x] ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ff_˚ ; fi_¯ ∈ C. ðÏ ÌÅÍÍÅ ÉÚ n^∘ 1.1.5, ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ h(x) = ∏ (t − ff_˚ ) ∏ (t − fi_¯) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÎÁÄ A ⇐⇒ ŒÓÅ ff_˚ ; fi_¯ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÎÁÄ A ⇐⇒ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ f(x) É g(x) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÎÁÄ A. □

1.1.7. ìåííá. ðÕÓÔØ B ⊃ A | ÃÅÌÏÅ ÎÁÄ A. åÓÌÉ B | ÐÏÌÅ, ÔÏ A ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ A | ÐÏÌÅ, É Œ B ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ B | ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ B | ÐÏÌÅ, ÃÅÌÏÅ ÎÁÄ A, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{−1} ∈ B Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ a∈A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ a^{−m} = ff_1 a^{1−m} + · · · +ff_{m−1} a^{−1} +ff_0 Ó ff_˚ ∈A. õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ a^{m−1}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a^{−1} = ff_1 + · · · + ff_{m−1} a^{m−2} + ff_0 a^{m−1} ∈ A. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ A | ÐÏÌÅ, É B | ÃÅÌÁÑ A-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ŒÓÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ b^i ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ A. åÓÌÉ b ≠ 0, É Œ B ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^{x→bx} � V ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÁ, Á ÐÏÔÏÍÕ | ÂÉÅËÔÉŒÅÎ. ðÒÏÏÂÒÁÚ 1∈V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÅÓÔØ b^{−1}. □

1.1.8. ðÒÉÍÅÒ: ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÍ, ÅÓÌÉ A ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ÓŒÏčÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ Q_A. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÏÒÍÁÌØÎÏ. éÚ ÕÐÒ. 1.2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ Z ÎÏÒÍÁÌØÎÏ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÎÏÒÍÁÌØÎÏ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a_0t^m + a_1t^{m−1} + · · · + a_{m−1}t + a_m ∈ A[t] ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÄÒÏÂØ p=q ∈ Q_A Ó ÎÏÄ(p; q) = 1, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ q|a_0 É p|a_m, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, a_0 = 1 ⇒ q = 1.

åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ çÁÕÓÓÁ (ÓÍ. n^∘ 1.1.6) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÁÑ Åč ŒÅÒ- ÓÉÑ: ÅÓÌÉ f ∈ A[x] ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Q_A[x] ÎÁ ÄŒÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ 1, ÔÏ ÏÂÁ ÏÎÉ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÌÅÖÁÔ Œ A[x].

1.2. áÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A = k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ÃÅÌÏÓÔØ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ËÁËÏÊ- ÌÉÂÏ k-ÁÌÇÅÂÒÙ B ⊃ k ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÎÁÄ k, Ô. Å. ÔÏÍÕ, ÞÔÏ b ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÅÔ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f(b) = 0 Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ f ∈ k[x] ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÔÏÍÕ ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_b : k[x]^{f(x)→f(b)} � B (1-1)

ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ. ïÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (1-1) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ k[b] É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ k-ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ 1 É b.

åÓÌÉ b ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ^6, ÔÏ ker ev_b = 0 É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (1-1) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ k[b] Ó ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, k[b] Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k). åÓÌÉ b ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ, ÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ k[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ker(ev_b) = (—_b) , ÇÄÅ

4Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ A-ËÒÁÔÎÙÅ ÃÅÌÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ | ÃÅÌÙÅ 5äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ B É ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ h(x) ∈ B[x] ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ C ⊃ B É c˚ ∈ C, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ h(x) = Q (x − c˚ ) Œ C[x]. ïÎÉ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. æÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ F = B[x]=(f) ÓÏÄÅÒÖÉÔ B ËÁË ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ËÏÎÓÔÁÎÔ, Á ÜÌÅÍÅÎÔ κ^{def}= x (mod h) ∈ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ h. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ h(x) ÎÁ (x − κ) Œ F [x] ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, É Œ F [x] ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ h(x) = (x − κ) · eh(x). äÁÌÅÅ ÐÏŒÔÏÒÑÅÍ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÄÌÑ eh É F ŒÍÅÓÔÏ h, B É Ô. Ä.

6ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ (ÎÁÄ k), ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍÉ (ÎÁÄ k)

—_b ∈ k[x] ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ b. íÎÏÇÏÞÌÅÎ —_b ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ÎÁÄ k. åÓÌÉ ÏÎ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ (ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÀ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Œ k[b] = k[x]=(—_b)), ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ k[b] ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ (ÓÍ. n^∘ 1.1.7).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. óŒÑÖÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k[b] ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k Ó deg ¯_b.

1.2.1. ìåííá. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ k = Q_A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ b ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ Q_A-ÁÌÇÅÂÒÙ B ÃÅÌ ÎÁÄ A, ÔÏ ÏÎ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ Q_A É ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ —_b ∈ Q_A[x] ÃÅÌÙ ÎÁÄ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ b ÃÅÌ ÎÁÄ A, ÏÎ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f(b) = 0, Œ ËÏÔÏÒÏÍ f ∈ A[x] ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ker ev_b ≠ 0 É f = ¯_b · q Œ ËÏÌØÃÅ Q_A[x]. ðÏ ÌÅÍÍÅ çÁÕÓÓÁ (ÓÍ. n^∘ 1.1.6), ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É Õ ¯_b, É Õ q ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÃÅÌÙ ÎÁÄ A. □

1.2.2. óìåäóôœéå. ðÕÓÔØ A | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ (ÓÍ. n^∘ 1.1.8) Ó ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ Q_A, É B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ Q_A-ÁÌÇÅÂÒÁ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ B ÃÅÌ ÎÁÄ A, ÔÏ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q_A ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÌÅÖÉÔ Œ A[x]. □

1.3. ëÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ k-ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÕÓÔØ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÁÌ- ÇÅÂÒÏÊ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k, Ô. Å. ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ k-ÁÌÇÅÂÒ

k[x_1; x_2; : : : ; x_m]^ß� B :

ïÂÒÁÚÙ b_i = ı(x_i) ∈ B ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ B, Á ker ı ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_m] ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.

1.3.1. ôåïòåíá. ëÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÍ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ Åč ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ k-ÁÌÇÅÂÒÁ B ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ {b_1; b_2; : : : ; b_m} É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ B ÂÕÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m. óÌÕÞÁÊ m = 1, B = k[b] ÏÞÅŒÉÄÅÎ: ÅÓÌÉ b ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÅÎ, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (1-1) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ B Ó ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x], ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

ðÕÓÔØ m ¿ 1. åÓÌÉ b_m ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k, ÔÏ k[b_m] | ÐÏÌÅ É B ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k[b_m] ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÏ ÌÅÍÍÅ n^∘ 1.1.5 B ÂÕÄÅÔ ÔÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ É ÎÁÄ k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ b_m ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ b_m ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÅÎ. ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (1-1) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ k(x) Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ k(b_m) ⊂ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ b_m. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, B ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k(b_m), ÔÁË ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ b_1; b_2; : : : ; b_{m−1} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k(b_m). õÍÎÏÖÁÑ ÜÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ b_m, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÅÖÁÌÉ Œ k[b_m], Á ÔÁËÖÅ ÓÄÅ- ÌÁÔØ ŒÓÅ ÉÈ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙÍÉ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p(b_m) ∈ k[b_m]. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÅ B ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ F = k[b_m ; 1=p(b_m)] ⊂ B, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ b_m É 1=p(b_m). ðÏ ÌÅÍÍÅ n^∘ 1.1.7 ÜÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ F ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÍ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÓËÁÖÅÍ, 1 + p(b_m) ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ Œ F .

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ k[x_1; x_2], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g ( b_m ; 1=p(b_m) ) · (1 + p(b_m)) = 1 , ÔÏ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g ( x ; 1=p(x) ) Œ ŒÉÄÅ h(x)=p^k(x), ÇÄÅ h ∈ k[x] ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, É ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ p^k(b_m), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁ b_m ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ h(b_m) · (p(b_m) + 1) = p^{k+1}(b_m), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ h(x)(1 + p(x)) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p(x). □

1.3.2. óìåäóôœéå. œÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ F, ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÓŒÏÉÍ ÐÏÄÐÏ- ÌÅÍ k ⊂ F, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k (ÞÉÓÌÏ [F : k]^{def}= dim_k F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ k ÄÏ F). □

1.3.3. âÁÚÉÓÙ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k-ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ Q_A ÅÅ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, Á ÞÅÒÅÚ k(a_1; a_2; : : : ; a_m) ⊂ Q_A | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÐÏÌÅ,

6 áÌÇÅÂÒÁ, 4-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ A. üÌÅÍÅÎÔÙ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ A ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÎÁÄ k, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ŒÉÄÁ ’(a_1; a_2; : : : ; a_m) = 0 Ó f ∈ A[x_1; x_2; : : : ; x_m] ;

Ô. Å. ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_{(a1;a2;:::;am)} : k[x_1; x_2; : : : ; x_m]^{xi→ai} � A ÉÎØÅËÔÉŒÎÏ. åÓÌÉ a_1; a_2; : : : ; a_m ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ k(x_1; x_2; : : : ; x_m)^{⊂ f(x1;x2;:::;xm)→f(a1 ;a2;:::;am)} � Q_A :

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÒÁÎÓÃÅÎ- ÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ A, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ p ∈ A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k(a_1; a_2; : : : ; a_m). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÌÀ- ÂÏÊ q ∈ Q_A ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k(a_1; a_2; : : : ; a_m), ÉÂÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ÉÚ n^∘ 1.1.7 ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ k(a_1; a_2; : : : ; a_m) Œ Q_A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ A, Á ÚÎÁÞÉÔ, É Q_A.

1.3.4. ìåííá. ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ A ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÁ ÎÁÄ k, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ, ŒÙËÉÄÙŒÁÑ ÌÉÛÎÉÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ A, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÁ ÎÁÄ k(a_1; a_2; : : : ; a_m) (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A ËÁË k-ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÓ- ÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ’(a_1; a_2; : : : ; a_m) = 0, ÓËÁÖÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ a_m, ÔÏ ÍÙ ÕÄÁÌÉÍ a_m. åÓÌÉ ÏÓÔÁÀÝÉÅÓÑ a_1; a_2; : : : ; a_{m−1} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ a_{m−1}, ÍÙ ÕÄÁÌÉÍ a_{m−1} É Ô. Ä.. œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓËÁÖÅÍ, a_1; a_2; : : : ; a_s, ÌÉÂÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙÊ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, a_1. ëÁË ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ, ÌÅÍÍÁ ÉÚ n^∘ 1.1.5 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÞÉÅ a_˚ , Á ÓÎÉÍÉ É ŒÓč A, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÌÉÂÏ ÎÁÄ k(a_1; a_2; : : : ; a_s), ÌÉÂÏ ÄÁÖÅ ÎÁÄ k. □

1.3.5. ìåííá. åÓÌÉ Q_A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k(a_1; a_2; : : : ; a_r) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a_1; a_2; : : : ; a_r ∈ A, ÔÏ Œ A ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ n > r ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b_1; b_2; : : : ; b_n ∈ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÄÁÌÑÑ ÞÁÓÔØ a_˚ , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ a_1; a_2; : : : ; a_s ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÓ- ÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ A. ðÕÓÔØ b_1; b_2; : : : ; b_n ∈ A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ b_1 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k(a_1; a_2; : : : ; a_r), ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ’(b_1; a_1; a_2; : : : ; a_r) = 0 , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ËÁË b_1, ÔÁË É ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ a_˚ , ÄÏÐÕÓÔÉÍ, a_1. ôÏÇÄÁ Q_A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ {b_1; a_2; a_3; : : : ; a_r}. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ, ÎÉËÁËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ŒÉÄÁ ’(b_1; a_2; a_3; : : : ; a_r) ÎÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ Q_A ÂÙÌÏ ÂÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÕÖÅ ÎÁÄ k(a_2; : : : ; a_r). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÂÏÒ

{b_1; a_2; a_3; : : : ; a_r}

ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ A. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ É ŒÓÅ ÎÁÂÏÒÙ

{b_1; : : : ; b_s; a_{s+1}; : : : ; a_r}

(ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_˚ É b_˚ ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ A ÐÒÉ ŒÓÅÈ s = 2; 3; : : : ; r. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, b_{r+1}; : : : ; b_n ÂÕÄÕÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ k(b_1; : : : ; b_r). □

1.3.6. óìåäóôœéå. œÓÅ ÂÁÚÉÓÙ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ (ÏÎÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ tr deg A). □

1.4. îÅÔÅÒÏŒÏÓÔØ. ìÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ Œ A ÉÄÅÁÌ (f_1; f_2; : : : ; f_m) = {g_1f_1 + g_2f_2 + · · · + g_mf_m | g_˚ ∈ A} , ËÏÔÏÒÙÊ, ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ A-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ^7 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f_˚ . ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ:

1.4.1. ìåííá. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

7ÐÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {f˚ } ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÊ ÉÍÉ ÉÄÅÁÌ (Ô. Å. ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÓÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ) ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÙÈ A-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f˚

(1) ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f_˚ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÉÄÅÁÌ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ;

(2) ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ; (3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I_1 ⊂ I_2 ⊂ I_3 ⊂ · · · ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n∈N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ I_˚ = I_n ∀ � n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ (1) ⇒ (2). þÔÏÂÙ ÉÚ (2) ŒÙŒÅÓÔÉ (3), ŒÏÚØÍÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÌÑ ÉÄÅÁÌÁ I = ⋃ I_˚ , É Ô. Ë. ŒÓÅ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ I_n, ÐÏÌÕÞÉÍ I_˚ = I_n = I ∀ ˚ � n. îÁËÏÎÅÃ, (1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (3), ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë ÃÅÐÏÞËÅ I_n = (f_1; f_2; : : : ; f_n), ÇÄÅ f_i ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÉÚ {f_˚ } ÔÁË, ÞÔÏÂÙ f_˚ ∉ (f_1; f_2; : : : ; f_{˚−1}). □

1.4.2. ôåïòåíá. åÓÌÉ A ÎčÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A[x] ÔÁËÖÅ ÎčÔÅÒÏŒÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A[x] É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L_d ⊂ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÉÚ I. ñÓÎÏ, ÞÔÏ É ËÁÖÄÏÅ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ L_d, É ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ L_∞^{def}= ∪_d L_d ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ Œ A É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ. óÔÒÏÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ I ÍÙ

ÎÁÞÎčÍ Ó ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f^{(∞)}_1 ; f^{(∞)}_2 ; : : : ; f^{(∞)}s_∞ ∈ I, ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ L_∞ ⊂ A. ðÕÓÔØ max_˚ ( deg f^{(∞)}˚ ) = m.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f^{(∞)}_1 ; f^{(∞)}_2 ; : : : ; f^{(∞)}_{s∞} ŒÓÑËÉÊ f ∈ I ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ m.

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; 2; : : : ; (m − 1) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f^{(k)}_1 ; f^{(k)}_2 ; : : : ; f^{(k)}_{sk} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ L_k. ôÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ É Œ ÕÐÒ. 1.4, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ s_0 + · · · + s_{m−1} + s_∞ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f^{(¯)}˚ Ó ¯ = 0; 1 : : : ; (m − 1); ∞ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ I. □

1.4.3. óìåäóôœéå. åÓÌÉ A ÎčÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ A[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÔÏÖÅ ÎčÔÅÒÏŒÏ. □

1.4.4. óìåäóôœéå. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎčÔÅÒÏŒÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ k[x_1; x_2; : : : ; x_n], ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ, ÎčÔÅÒÏŒÁ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÀ. ìÀÂÁÑ ÅÅ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A ÔÁËÖÅ ÎčÔÅÒÏŒÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ A ÐÒÉ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÅ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] � A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ k[x_1; x_2; : : : ; x_n], É ÏÂÒÁÚÙ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Œ A ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ I. □

1.5. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ É ÉÄÅÁÌÙ. ìÀÂÁÑ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_˚ (x_1; x_2; : : : ; x_n) = 0 Ó f_˚ ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÌÅŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÉÓÈÏÄÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ. œ ÓÉÌÕ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ËÏÌØ- ÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÌÅŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÔÏÔ ÖÅ ÉÄÅÁÌ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÌÅŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÄÅÁÌ J ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n], ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A^n ÆÉÇÕÒÏÊ

V (J)^{def}= {a ∈ A_n | f(a) = 0 ∀ f ∈J } ;

ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (É ÚÁÐÒÏÓÔÏ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÕÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ËÁË ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÄÌÑ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I = (1)).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÇÕÒÙ æ ⊂ A^n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ æ , ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÉÄÅÁÌ

I(æ )^{def}= { f ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] | f(p) = 0 ∀ p∈æ } :

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ V (I(æ )) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ æ . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ J ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ J ⊂ I(V (J)), ËÏÔÏÒÏÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ J = (x^2) ∈ C[x] ÉÍÅÅÍ V (J) = {0} ⊂ A^1(C) É I(V (J)) = (x).

8 áÌÇÅÂÒÁ, 4-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

1.5.1. ôåïòåíá çéìøâåòôá ï îõìñè (NULLSTELLENSATZ). îÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ J ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ

(1) ÓÌÁÂÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÕÌÑÈ : V (J) = ∅ ⇐⇒ 1∈J ;

(2) ÓÉÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÕÌÑÈ : f ∈ I(V (J)) ⇐⇒ f^m ∈J ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m∈N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ (1), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ J ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÎÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ p ∈ A_n, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ J. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∉ J ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ J. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ g ∉ J ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ J ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ gh + f = 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ h ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] É f ∈ J, Ô. Å. ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ (g; J), ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ g É J. úÁÍÅÎÑÑ J ÎÁ (g; J), ÍÙ ÌÉÛØ ÕÓÌÏÖÎÑÅÍ ÓÅÂÅ ÚÁÄÁÞÕ, É ÐÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÚÁÍÅÎ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ J, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]=J ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÐÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË k-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÓÍ. n^∘ 1.3.1 { n^∘ 1.3.2), É ÐÏÓËÏÌØËÕ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÔÏ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]=J = k, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÓÒÁŒÎÉÍ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ J. éÓËÏÍÁÑ ÔÏÞËÁ p = (p_1; p_2; : : : ; p_n) ÉÍÅÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ p_i ≡ x_i (mod J).

œ (2) ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ ÔÏÌØËÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ Ă⇒Ą ÄÌÑ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (J) ⊂ A^n. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÅ, ÍÙ ŒÌÏÖÉÍ A^n Œ ÂÏÌØÛÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^{n+1} Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t; x_1; x_2; : : : ; x_n) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ t = 0. åÓÌÉ f ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ⊂ k[t; x_1; x_2; : : : ; x_n] ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ V (J), ÔÏ ÉÄÅÁÌ J^′ ⊂ k[t; x_1; x_2; : : : ; x_n], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ J É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ g(t; x) = 1 − t f(x), ÉÍÅÅÔ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ Œ A^{n+1}, ÐÏÓËÏÌØËÕ g(x; t) ≡ 1 ŒÄÏÌØ ÃÉÌÉÎÄÒÁ V (J) ⊂ A^{n+1}. ðÏ ÓÌÁÂÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÕÌÑÈ, 1 ∈ J^′, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ q_0; q_1; : : : ; q_s ∈ k[t; x_1; x_2; : : : ; x_n] É f_1; f_2; : : : ; f_s ∈ J, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

q_0(x; t)(1 − tf(x)) + q_1(t; x)f_1(x) + · · · + q_s(x; t)f_s(x) = 1 :

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k[t; x_1; x_2; : : : ; x_n] � k(x_1; x_2; : : : ; x_n), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ t −→ 1=f(x), x_˚ −→ x_˚ , ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ q_1(1=f(x) ; x) f_1(x) + · · · + q_s(1=f(x) ; x) f_s(x) = 1 Œ ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ k(x_1; x_2; : : : ; x_n). ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌ J ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ q_˚ (1=f(x); x) ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ, ËÁËÏŒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ f. ðÏÜÔÏÍÕ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ f^m ŒÅÄÅÔ Ë ÉÓËÏÍÏÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ~q_1(x) f_1(x) + · · · + ~q_s(x) f_s(x) = f^k(x) Ó ~q_˚ ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]. □

1.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. áÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V (J) ⊂ A(V ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ | ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ {O} ∈ A(V ), ËÏÇÄÁ J ⊃ S^dV^∗ ÄÌÑ ŒÓÅÈ d ≫ 0 É 1 ∉ I, ÉÌÉ (ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ) ËÏÇÄÁ 0 ¡ dim k[x_1; x_2; : : : ; x_n]=J ¡ ∞. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ J ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ x^{mi}_i ŒÓÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏ V (J) = {O}. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ V (J) = {0}, ÔÏ ŒÓÅ x_i ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ ÎÁ V (J) É ÐÏ ÓÉÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÕÌÑÈ x^{mi}_i ∈ J ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ m_i ∈ N. ôÏÇÄÁ S^dV^∗ ⊂ I ÄÌÑ d � 1 + ∑ (m_˚ − 1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I({O}) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ x_1; x_2; : : : ; x_n.

1.5.3. ðÒÉÍÅÒ: ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S_d = P(S^dV^∗) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d Œ P_n = P(V ), ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ m � 2 ÓÔÅÐÅÎÅÊ d_1; d_2; : : : ; d_m, É ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ⊂ S_{d1} × S_{d2} × · · · × S_{dm} , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ m ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ S_1; S_2; : : : ; S_m ⊂ P_n Ó ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ⋂ S_˚ ≠ ∅. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅÍ, Ô. Å. ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÍÕÌØÔÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍ (f_1; f_2; : : : ; f_m) ∈ S^{d1} V^∗×S^{d1} V^∗× · · · ×S^{dm} V^∗ , ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S_1; S_2; : : : ; S_m.

ðÕÓÔØ I ⊂ k ⟨x_1; x_2; : : : ; x_n⟩ | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÁÍÉ f_˚ . ôÏÇÄÁ ⋂ S_˚ = ∅ Œ P(V ) ⇐⇒ V (I) ⊂ A(V ) ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ⇐⇒ S^dV^∗ ⊂ I ∀ d ≫ 0 ⇐⇒ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ:

¯_d : S^{d−d1} V^∗ ⊕ S^{d−d2} V^∗ ⊕ · · · ⊕ S^{d−dm} V^{∗ (g0 ;g1; :::; gn) →} P g_˚ f_˚ �

S^d (1-2)

ÎÅ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ ∀ d ≫ 0. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÁÎÄÁÒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ, ¯_d ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ f_˚ . ðÒÉ d ≫ 0 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ

(1-2) (ŒÅÄÕÝÁÑ ÓÅÂÑ ËÁË^m ∑ ˚=1 (_{n+d−d˚} n ) ∼^m_{n!} d^n) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÏÊ (ŒÅÄÕÝÅÊ ÓÅÂÑ ËÁË (_{n+d} n ) ∼^1_{n!} d^n). ðÏÜÔÏÍÕ R ÚÁÄÁčÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ | ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ ¯_d Ó d ≫ 0. œ ÓÉÌÕ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÜÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÅ, ËÏÔÏ- ÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏŒ (É ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ m; n É d_1; d_2; : : : ; d_m). ôÁË, ÄÌÑ n = 1, m = 2

ÚÎÁÞÅÎÉÅ d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (1-2) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÁŒÏÊ (Á ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ d ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ) | ÜÔÏ d = d_0 + d_1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ d ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯_d ÚÁÄÁčÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ (ÉÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ) ÐÁÒÙ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ, ÜÔÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÄÅÁÌ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ | ÄŒÅ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ d_0, d_1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, | ÏÂÝÉÊ ÎÕÌØ ÎÁ P_1), ËÏÇÄÁ ÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ det ¯_d = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ n = 1, m = 2 ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ.

1.5.4. ëÁË ĂÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉĄ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÌÅÖÉÔ ÌÉ f Œ (f_1; f_2; : : : ; f_m). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ^8 Œ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÅ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ^9, É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ f^L ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏ- ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. CÔÁÒÛÉÅ ÍÏÎÏÍÙ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ I^L, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÉÄÅÁÌÁ I.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I^L ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ (Ô. Å. ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ É ŒÓÅ ÅÇÏ ÍÏÎÏÍÙ), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ (f_1; f_2; : : : ; f_s)^L ⊃ (f^L_1 ; f^L_2 ; : : : ; f^L_s ) É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÅ.

óÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ (f_1; f_2; : : : ; f_s) ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒčÂÎÅÒÁ^{10}, ÅÓÌÉ I^L = (f^L_1 ; f^L_2 ; : : : ; f^L_s ). ôÁË, ÂÁÚÉÓ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n], ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ (ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÇÏ) ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ n^∘ 1.4.2, ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÎÎÏ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒčÂ- ÎÅÒÁ. åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ I ÚÁÄÁÎ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒčÂÎÅÒÁ, ÔÏ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h ÜÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ (f_1; f_2; : : : ; f_s)^L = (f^L_1 ; f^L_2 ; : : : ; f^L_s ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÐÏ ÍÏ- ÄÕÌÀ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÉÄÅÁÌÅ^{11} (f^L_1 ; f^L_2 ; : : : ; f^L_s ), ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]=(f_1; f_2; : : : ; f_s) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÖÎÏ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ çÒčÂÎÅÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i, f_j, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÉÈ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ a_i m_i · m, a_j m · m_j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ a_i; a_j ∈ k É ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ m, m_i, m_j Ó ÎÏÄ(m_i; m_j ) = 1, ÎÁÄÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÅÍÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ S(f_i; f_j) = (a_i m_i) · f_j − f_i · (a_j m_j) , ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ S-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (Á Œ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÓËÏÂËÏÊ ûÉÒÛÏŒÁ) ÐÁÒÙ (f_i; f_j ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒčÂÎÅÒÁ, ËÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÉÈ ÓËÏÂËÕ ûÉÒÛÏŒÁ, É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÐÏÌÎÅÎÁ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ çÒčÂÎÅÒÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÓËÏÂÏË ûÉÒÛÏŒÁ.

8ÅÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ Œ ŒÉÄÅ ÔÏÞÅË ÐÅÒŒÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÏËÔÁÎÔÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛčÔËÉ Z^n, ÕÚÌÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÍÏÎÏÍÏŒ

9Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ m1 ¿ m2 ⇐⇒ m1 · m ¿ m2 · m ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ m, m1, m2 (ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ĂÒÅÛčÔÏÞÎÏÅĄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÔÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ) 10ĂÂÁÚÉÓÙ çÒčÂÎÅÒÁĄ, ÒÁŒÎÏ ËÁË É ŒÓÑ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÁÑ ÚÄÅÓØ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÑ, ÂÙÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÅÝč Œ 50-Å ÇÏÄÙ, ÐÒÉÞčÍ ÓÒÁÚÕ Œ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÓÍ. ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÂÏÔÙ ûÉÒÛÏŒÁ ÏÂ ÉÄÅÁÌÁÈ Œ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØ- ÎÙÈ ÏÂčÒÔÙŒÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ); ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ Œ ÔÅ ÇÏÄÙ ÂÙÌÁ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÅÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ, Ó ÄÒÕÇÏÊ | Œ ŒÉÄÕ ÎÅÐÏÓÉÌØÎÏÊ (ÄÌÑ ĂÒÕÞÎÏÊĄ ÒÁÂÏÔÙ) ÔÒÕÄÏčÍËÏÓÔÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ; ÌÉÛØ ÓÐÕÓÔÑ 10 { 15 ÌÅÔ, Ó ŒÎÅÄÒÅÎÉÅÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏŒ, ÜÔÁ ÔÅÈÎÉ- ËÁ ÐÒÉÏÂÒÅÌÁ ÛÉÒÏËÕÀ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÓÔØ (ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÒÁÂÏÔÁÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ) É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÙÎÅ ÇÌÁŒÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ĂËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÙĄ

11Œ ĂÒÅÛčÔÏÞÎÏÊĄ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÍÏÎÏÍÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÉÄÅÁÌÅ (f^L_1 ; f^L_2 ; : : : ; f^L_s ) | ÜÔÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÏÞÉ- ÓÌÅÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÏÎÏÍÏŒ f^L_1 ; f^L_2 ; : : : ; f^L_s