îíõ, ŒÅÓÎÁ 2006, ìÉÎÅÊÎÁÑ áÌÇÅÂÒÁ É çÅÏÍÅÔÒÉÑ (1 ËÕÒÓ, 2-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 8

ôÅÎÚÏÒÙ

á8⋄1^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V_1 × V_2 × · · · × V_n^’� W ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Œ ÎÁÂÏÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_i ∈ V_i ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ËÏÇÄÁ ’(v_1; v_2; : : : ; v_n) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’?

á8⋄2^∘. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ) Á) U ⊗ (V ⊗ W ) ≃ U ⊗ V ⊗ W �^∼ (U ⊗ V ) ⊗ W Â) U ⊗ (V ⊕ W ) ≃ (U ⊗ V ) ⊕ (U ⊗ W ) Œ) U ⊗ V ≃ V ⊗ U Ç) U^∗ ⊗ V^∗ ≃ (U ⊗ V )^∗ Ä) Hom(Hom(U; V ); W ) ≃ Hom(V; U ⊗ W )

á8⋄3^∘. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U^∗⊗V ≃ Hom(U; V ). úÁÐÉÛÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ U^A� V É V^B� W Œ ŒÉÄÅ A = ∑ ff_˚ ⊗a_˚ , B = ∑ fi_¯ ⊗b_¯ Ó ff_˚ ∈ U^∗, a_˚ ∈ V , fi_¯ ∈ V^∗, b_¯ ∈ W . úÁÐÉÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ B∘A ∈ Hom(U; W ) ≃ U^∗ ⊗ W .

á8⋄4^∘. ðÕÓÔØ e_i ∈ V É x_i ∈ V^∗ | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. œ ËÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÎÚÏÒ ëÁÚÉÍÉÒÁ ∑ x_i ⊗ e_i ∈ V^∗ ⊗ V ?

á8⋄5^∘. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ:

Hom(V; V ) ≃ V^∗ ⊗ V^ø� (V ⊗ V^∗)^∗ ≃ Hom(V; V )^∗ ;

ÇÄÅ ø ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ¸⊗v Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ v^′⊗¸^′ ÐÏÌÎÕÀ ÓŒÅÒÔËÕ ¸(v^′)¸^′(v). òÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÁÑ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ Hom(V; V )^∼� Hom(V; V )^∗ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ t(A; B)^{def}= øA(B) ÎÁ Hom(V; V ). âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ? á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ? ëÁË ÏÎÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÔÒÉÃ? þÔÏ ÚÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ?

á8⋄6. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÓÁÍÉÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ? ðÕÓÔØ F | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á E ≠ 0 | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ F ⊗ E | ŒÌÏÖÅÎÉÅ?

á8⋄7. ïÐÉÛÉÔÅ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÓÁÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ Á) Â) : : : n Œ) : : : n á8⋄8. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ f É g ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ {˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_d} É {¯_1; ¯_2; : : : ; ¯_d} (ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ˘_i É ¯_j ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ). îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f ⊗ g É ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.

á8⋄9. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Á) V^{⊗2} ≃ S^2V ⊕ ~^2V Â) V^{⊗3} ≃ S^3V ⊕ ~^3V ?

á8⋄10 (ÓÐÉÎÏÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ V = Hom(U_−; U_+), ÇÄÅ dim U_± = 2. œÙÒÁÚÉÔÅ S^2V É ~^2V ÞÅÒÅÚ S^2 É ~^2 ÏÔ U_± É U^∗_±.

á8⋄11. ðÕÓÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ G ⊂ P_3 = P(V ) ÚÁÄÁÎÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g Ó ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ~g. âÕÄÅÔ ÌÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ~^2~g ÎÁ ~^2V , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ÒÁÚÌÏ- ÖÉÍÙÅ ÂÉŒÅËÔÏÒÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

~^2~g( v_1 ∧ v_2 ; w_1 ∧ w_2 )^{def}= det ( ~g(v_1; w_1) ~g(v_1; w_2) ~g(v_2; w_1) ~g(v_2; w_2) ) ; Á) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ Â) ÎÅŒÒÏÖÄÅÎÁ?

Œ) îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÂÁÚÉÓÅ, ÓÏÓÔÁÌÅÎÎÏÍ ÉÚ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ŒÎÅÛÎÉÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ V .

Ç) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËŒÁÄÒÉËÉ ~^2G ⊂ P_5 = P(~^2V ) Ó ËŒÁÄÒÉËÏÊ ðÌÀËËÅÒÁ Q = {! ∈ ~^2V | ! ∧ ! = 0} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë G ⊂ P_3?

á8⋄12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÐÁÒÙ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u, v ÉÚ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V = Hom(U_−; U_+) ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÂÉŒÅËÔÏÒ u ∧ v, ÍÙ ÍÙ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(2; V ) (Ô. Å. ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3 = P(V )) ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÕ ðÌÀËËÅÒÁ Q ⊂ P_5 = P(~^2V ) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÒÉÞčÍ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÑ- ÍÙÈ, ÖÉŒÕÝÉÈ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ G ⊂ P(V ) = P(Hom(U_−; U_+)) ÐÅÒÅÊÄÕÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÐÁÒÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÌÏÓËÉÈ ËÏÎÉË, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÒÅÚÁÀÔÓÑ ÉÚ Q ÄŒÕÍÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÑÍÉ ~_− = P ( S^2U^∗_− ⊗ ~^2U_+ ) É ~_+ = P ( ~^2U^∗_− ⊗ S^2U_+ ) (ËÏÔÏÒÙÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ŒÌÏÖÅÎÙ Œ P(~^2Hom(U_−; U_+)) Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ). ðÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÜÔÉ ËÏÎÉËÉ ÐÏÌÕÞÁ- ÀÔÓÑ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ P^±_1 = P(U_±) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ œÅÒÏÎÅÚÅ. ëÏÒÏÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ^1:

P(U_+)^{⊂ œÅÒÏÎÅÚÅ} � P(S^2U_+) ≃ ~_+

P^+_1 × P^−_1

ß_+ � óÅÇÒÅ ∼ � G ⊂ PHom(U_−; U_+)^{ðÌÀËËÅÒ} � P ⊂ P

~^2U^∗_− ⊗ S^2U_+ ⊕ S^2U^∗_− ⊗ ~^2U_+

� ∩

P(U^∗_−)

ß_− �

�_⊂

œÅÒÏÎÅÚÅ

� P(S^2U^∗_−) ≃ ~_− ∪�

á8⋄13. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ èÏÄÖÁ ∗ : ~^2V^{!→!∗} � ~^2V , ÁÓÓÏÃÉÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÊ Ó g, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ !_1 ∧ !^∗_2 = ~^2~g(!_1; !_2) · e_1 ∧ e_2 ∧ e_3 ∧ e_4 Œ ËÏÔÏÒÏÍ !_{1;2} ∈ ~^2 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙ, Á e_i ∈ V ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÆÏÒÍÙ g. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ), ÏÐÉÛÉÔÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ èÏÄÖÁ É ÕËÁÖÉÔÅ ÉÈ ÍÅÓÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ËÁÒÔÉÎËÅ.

á8⋄14 (ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ). îÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÅÖÄÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ V × V × · · · × V^’� k, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (V^∗)^{⊗n} É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ S^nV^∗ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ^2 V^f� k.

á8⋄15. ïÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V × S^nV^∗ � S^{n−1}V^∗, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒÕ v É ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ÓÔÅÐÅÎÉ (n − 1), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ

~f(v; w_1; w_2; : : : ; w_{n−1}) = ~g(w_1; w_2; : : : ; w_{n−1}) ∀ w_1; w_2; : : : ; w_{n−1} ∈ V ;

ÇÄÅ ~f, ~g ÓÕÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ^3 V × V × · · · × V � k, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ f É g ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

1ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÐÕÎËÔÉÒÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÔÏÞËÉ 2Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ) ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ

3ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ É ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ n É n − 1 ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ

(ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 8, ÓÔÒ. 2)