îíõ, ŒÅÓÎÁ 2006, ìÉÎÅÊÎÁÑ áÌÇÅÂÒÁ É çÅÏÍÅÔÒÉÑ (1 ËÕÒÓ, 2-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 7

îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

á7⋄1^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ŒÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÕ ÐÒÑÍÕÀ É ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ^1 Á) 2=3 2=3 −1=3 2=3 −1=3 2=3 −1=3 2=3 2=3 Â) √ 2=2 0 − √ 2=2 √ 2=6 2 √ 2=3 √ 2=6 2=3 −1=3 2=3 . á7⋄2 (ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ëÜÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K −→ (E − K)(E + K)^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÂÅÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ −1.

á7⋄3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ K −→ e^K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ:

Á) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ? Â) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÙÍÉ É ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ?

á7⋄4. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ^2 A ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ: Á) ||Av|| = ||A^∗v|| ∀ v ∈V ?

Â) A_+A_− = A_−A_+ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ A = A_+ + A_− ÎÁ A_+ = A^∗_+ É A_− = −A^∗_−. á7⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ X^k = A Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ A ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ X Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ A ?

á7⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ A, É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ B^k = A.

á7⋄7 (ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ A = I_1S_1 = S_2I_2, Œ ËÏÔÏÒÙÈ I_1, I_2 ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ, Á S_1, S_2 ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ^3, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ^4.

á7⋄8. îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ: Á) ( 2 −1 2 1 ) Â) ( 1 4 4 2 ) . á7⋄9. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ A ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÅÇÏ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ:

Á) I_1 = I_2 É S_1 = S_2; Â) I_1 É S_1 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ; Œ) I_2 É S_2 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ. á7⋄10. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ?

á7⋄11^*. œÓÑËÕÀ ÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ?

á7⋄12^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ O_n(R) É U_n ËÏÍÐÁËÔÎÙ. óŒÑÚÎÙ ÌÉ ÏÎÉ? á7⋄13. äÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ ÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ A^3 − 6A^2 + 11A − 6E = 0? á7⋄14. îÁÊÄÉÔÅ öîæ J^2_˘ , ÇÄÅ J_˘ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ËÌÅÔËÁ Ó Á) ˘ ≠ 0 Â) ˘ = 0. á7⋄15. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ (ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n×n ÍÁÔÒÉÃÙ A É ÍÁÔÒÉÃ^5: Á) ~^mA ? Â) S^mA ? Œ) A^m ? Ç) f(A) , ÇÄÅ f ∈ k[x]?

á7⋄16^*. œÅÒÎÏ ÌÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ det^{−1}(E − tA) = ∑ m⩾0 tr (S^mA) · t^k ?

á7⋄17^*. ðÕÓÔØ Ø_A(t) = det(tE − A) = ∏ (t − ˘_˚ ) É f ∈ k[t]. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det f(A) = ∏ f(˘_˚ ) É ÒÁŒÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÕ R_{Ø;f} .

1ÕÂÅÄÉŒÛÉÓØ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ 2ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÉÌÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ A^∗A = A^∗A 3ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÅÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (v; F v) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ

4Ô. Å. ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ I, S ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ A 5ÞÅÒÅÚ S^mA É ~^mA ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ f(x) → f(Ax) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÏÔ n ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ É ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ