îíõ, ŒÅÓÎÁ 2006, ìÉÎÅÊÎÁÑ áÌÇÅÂÒÁ É çÅÏÍÅÔÒÉÑ (1 ËÕÒÓ, 2-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 6

óËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ

á6⋄1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ fi É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ⊂ V , ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë ÑÄÒÕ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ V^{v→fi(v;∗)} � V^∗, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ fi|_L ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ fi Á) (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ? Â) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁ?

á6⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ V = U ⊕ U^⊥, ÇÄÅ U^⊥ = {w ∈ V | fi(u; w) = 0 ∀ u∈U } .

á6⋄3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z=pZ.

á6⋄4. ðÕÓÔØ F_p = Z=pZ É ȷ ∈ F_p ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p ŒÓÑËÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

Á) ÏÔ 2 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ F_p, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ; Â) ÏÔ ⩾ 3 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ; Œ) ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_{m−1} + ” · x^2_m, ÇÄÅ ” ÒÁŒÅÎ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ ȷ.

á6⋄5. îÁÊÄÉÔÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ çÒÁÍÁ:

Á) 0 1 1 1 0 1 1 1 0

, Â)

1 −1 1 −1 −1 1 1 −2 1 1 1 0 1 −2 0 −2

, Œ)

I 0 : : : 0 0 I : : : 0 : : : : : : : : : : : : 0 0 : : : I

, ÇÄÅ I = ( 0 1 1 0 ) . á6⋄6 (ËÅÌÅÒÏŒÙ ÔÒÏÊËÉ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g É ! ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (∗; ∗) ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ:

(u; w) = g(u; w) + i!(u; w) ; g; ! : W × W � R ;

Á ÞÅÒÅÚ W_R^I� W_R ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) g ÚÁÄÁčÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ W_R ;

Â) ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ W_R Œ) I ∈ O_g(W_R) ∩ Sp_!(W_R) , Ô. Å. I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ËÁË g, ÔÁË É !; Ç) ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÔÒÏÊËÉ (I; g; !) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÔÒÅÔÉÊ.

á6⋄7. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A^∗A É AA^∗ ÂÕÄÕÔ:

Á) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ? Â) ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ^1? Œ) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ? á6⋄8. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) (ker A)^⊥ = im A^∗

Â) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A^∗?

Œ) ÅÓÌÉ A ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ V ÎÁ V_1 ŒÄÏÌØ V_2 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ V = V_1 ⊕ V_2, ÔÏ V = V^⊥_1 ⊕ V^⊥_2 É A^∗ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ V ÎÁ V^⊥_2 ŒÄÏÌØ V^⊥_1 .

á6⋄9 (ÔÅÏÒÅÍÁ ûÕÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁÖÄÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ^2 á6⋄10. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ R � R Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ T ¿ 0 ÓÏ

ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (f; g) = T∫ 0 f(x)g(x) dx ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ Ë ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÁÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ, Á ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ

L = a_k(x) d^k dx^k

+ a_{k−1}(x) d^{k−1} dx^{k−1}

+ · · · + a_1(x) d dx + a_0(x)

1ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ (Bv; v) ⩾ 0 ∀v É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÄÏÂÁŒÏË (Bv; v) = 0 ⇒ v = 0

2É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

(Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ T -ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a_0; a_1; : : : ; a_k ). ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎ- ÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ sin^2

(_{2ßx} T )_{d2}

dx^2 + 2ß T cos

(_{4ßx} T )_d dx ?

á6⋄11. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÏÔŒÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [0; 1], ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ÎÕÌØ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ? ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÁÍÏ- ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L = x^2(x − 1)^{2 d2}_{dx2} + 2x(x − 1)^d_{dx} ?

á6⋄12. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R[x] ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (f; g) = 1∫ −1 f(t)g(t) dt ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ f(t) −→ 1∫ −1 K(s; t)f(t) dt Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎ-

ÎÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÑÄÒÏÍ K[x; y] ∈ R[x; y].

á6⋄13. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÌÁÇÁÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ K(x; y) = xy, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ?

á6⋄14. îÁÊÄÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ìÁÐÌÁÓÁ ´ =^{@2}_{@x2} +^{@2}_{@y2} +^{@2}_{@z2} ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ R[x; y; z] ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ x^ffy^fiz^fl ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ ff!fi!fl! .

á6⋄15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P_m ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÏÔ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_m = {f(x; y; z) | ´f ≡ 0} É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ %^2 ∈ P_2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^2 + y^2 + z^2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ^3 P_m = H_m ⊕ %^2H_{m−2} ⊕ %^4H_{m−4} ⊕ · · · ?

á6⋄16 (ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). òÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^A� V ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÉÌÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ:

Á) A · A^∗ = A^∗ · A Â) ŒÓÑËÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ A ÓÏÂÓÔŒÅÎÅÎ É ÄÌÑ A^∗; Œ) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ ÌÀÂÏÇÏ A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ; Ç) ŒÓÑËÏÅ A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^∗-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ; Ä) ÍÁÔÒÉÃÁ A ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

á6⋄17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

3ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÅÞØ ÔÕÔ ÉÄčÔ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ SO_3 ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

(ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 6, ÓÔÒ. 2)