îíõ, ŒÅÓÎÁ 2006, ìÉÎÅÊÎÁÑ áÌÇÅÂÒÁ É çÅÏÍÅÔÒÉÑ (1 ËÕÒÓ, 2-Ê ÓÅÍ.) ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 3

áÆÆÉÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

á3⋄1 (ÂÁÒÉÃÅÎÔÒ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÚŒÅÛÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË

A_1; A_2; : : : ; A_k Ó ŒÅÓÁÍÉ m_1; m_2; : : : ; m_k ∈ F : ∑ m_˚ ≠ 0

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ^1 B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∑ m_i · −→ BA_i = 0, ÐÒÉÞčÍ ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÔÏÞËÉ ÎÁ n ÇÒÕÐÐ c ÓÕÍÍÁÒÎÙÍÉ ŒÅÓÁÍÉ ¯_1; ¯_2; : : : ; ¯_n É ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ B_1; B_2; : : : ; B_n ÃÅÎÔÒÙ ÔÑÖÅÓÔÉ ÜÔÉÈ ÇÒÕÐÐ, ÔÏÞËÁ B ÂÕÄÅÔ ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË B_i Ó ŒÅÓÁÍÉ ¯_i.

á3⋄2. ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ G ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÏÒÂÉÔÁ, ÔÏ Õ G ÅÓÔØ É ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ.

á3⋄3 (ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). ðÕÓÔØ (n + 1) ÔÏÞÅË a_0; a_1; : : : ; a_n ∈ A^n ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ŒÅÓÏŒ (˘_0; ˘_1; : : : ; ˘_n) Ó ∑ ˘_i = 1 ÂÁ- ÒÉÃÅÎÔÒ ÔÏÞÅË A_i Ó ŒÅÓÁÍÉ ˘_i (ÏÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∑ ˘_iA_i). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ŒÅÓÏŒ É ÔÏÞËÁÍÉ A^n. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ŒÅÓÁ (ff; fi; fl) ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏ △ ABC ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

Á) ff; fi; fl ¿ 0 Â) ff; fi ¿ 0 ; fl ¡ 0 Œ) ff = fi Ç) ff; fi ¿ 1=3 ; fl ¿ 0 Ä) ff � fi Å) ff � fi � fl É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ŒÅÓÁ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ:

Ö) ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ △ ABC ÒÁÚÒÅÚÁÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÍÅÄÉÁÎÁÍÉ (ÉÈ ŒÓÅÇÏ 6). Ú) ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÅ △ ABC Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ 3 É 1=3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ;

á3⋄4. íÅÄÉÁÎÏÊ Œ ÎÁÂÏÒÅ ÔÏÞÅË P_1; P_2; : : : ; P_k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË Ó (ÒÁŒÎÏŒÅÓÎÙÍ) ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÏÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÅÄÉÁÎÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ Œ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÏÎÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ?

á3⋄5 (ŒÙÐÕËÌÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ , ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ A; B ∈ M ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË

[A; B]^{def}= {P = ffA + fiB | ff � 0; fi � 0; ff + fi = 1} :

ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕË- ÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ conv(M). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) conv(M) = {P = ∑ ˘_iM_i | M_i ∈ M ; ˘_i � 0 ; ∑ ˘_i = 1} Â) conv(M ∪ N) = ∪[AB] ÐÏ ŒÓÅÍ A ∈ M, B ∈ N Œ) ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÏÍÐÁËÔÁ ËÏÍÐÁËÔ^2 á3⋄6. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ 2-ÍÅÒÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ É ËÁËÕÀ- ÎÉÂÕÄØ ĂÒÁÚŒÅÒÔËÕĄ ÅÇÏ 3-ÍÅÒÎÏÊ ĂÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉĄ Ó ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ, ËÁË ÅÅ ÓËÌÅÉŒÁÔØ.

á3⋄7. ïÐÉÛÉÔÅ É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÓÅÞÅÎÉÉ Á) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ |x_i| � 1 Œ R^4 ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ

x_1 + x_2 + x_3 + x_4 = t Ó − 4 � t � 4

Â) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ∑ x_i = 1, x_i � 0 Œ R^5 ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ:

(1) x_1 = const (2) x_1 + x_2 = const

á3⋄8. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m = 0; 1; : : : ; (n − 1) ÐÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ÞÉÓÌÏ m-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, Á ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ^3 ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Õ n-ÍÅÒÎÏÇÏ Á) ËÕÂÁ Â) ËÏËÕÂÁ^4 Œ) ÓÉÍÐÌÅËÓÁ^5.

1ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÏÍ 2ÂÁÚÉÓÏÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÐÉÐÅÄÙ 3Ô. Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ ÇÒÁÎÉ 4ËÏËÕÂÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÃÅÎÔÒÏŒ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ 5n-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ n + 1 ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞÅË ÉÚ A^n á3⋄9. œÙÑÓÎÉÔÅ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÄÅÌÉÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ n-ÍÅÒÎÏÇÏ

Á) ËÕÂÁ Â) ËÏËÕÂÁ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ËÏÎÃÁ ÜÔÏÊ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ Ó ÎÅÀ ÒÅÂÒÏÍ.

á3⋄10^* (ÔÅÏÒÅÍÁ èÅÌÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÆÉÇÕÒ

K_1; K_2; : : : ; K_m ⊂ A^n

ÌÀÂÙÅ (n + 1) ÆÉÇÕÒ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, ŒÓÅ É ŒÓÅ m ÆÉÇÕÒ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ^6, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ, Á ÞÉÓÌÏ n + 1 ÎÅÌØÚÑ ÕÍÅÎØÛÉÔØ.

á3⋄11^*. œÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ èÅÌÌÉ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ

Á) ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ Â) ÎÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÆÉÇÕÒ?

á3⋄12. œÓÑËÏÅ ÌÉ ÐÏËÒÙÔÉÅ A^n ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ n+1 ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ?

á3⋄13^* (ÔÅÏÒÅÍÁ àÎÇÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ËÌÑËÓÁ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ^7 � 1 ÚÁËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÂÌÀÄÃÅÍ ÒÁÄÉÕÓÁ 1= √ 3, É ÐÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÎÁ ËÌÑËÓÙ ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÅÊ.

6ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏŒ | ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ m, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó m = n + 2 (ÎÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ: ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÅ (n + 2) ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ŒÓÅÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ (n + 1) ÆÉÇÕÒ, ÓÌÕÖÁÔ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓŒÏÅÊ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ); ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÉ n = 2; 3.

7ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Åč ÔÏÞËÁÍÉ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ)

(ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 3, ÓÔÒ. 2)