88 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

§14. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ œÅÒÏÎÅÚÅ É çÒÁÓÓÍÁÎÁ.

14.1. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ œÅÒÏÎÅÚÅ Ver(d; V^∗) ⊂ P(S^dV^∗) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ d-ÔÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, Ô. Å. ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ f = ’^d, ÇÄÅ ’ ∈ V^∗.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œÅÒÏÎÅÚÅ

P(V^∗)^{⊂ ’→’d} � (14-1)

ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ Ver(d; V^∗) É P(V^∗), É ÑŒÎÏ ŒÙÐÉÛÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÌÑ Ver(n; k) Œ ÕÄÏÂÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P(S^dV^∗).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.2 (ÐÒÉÎÃÉÐ áÒÏÎÇÏÌØÄÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ver(d; V^∗) ⊂ P(S^dV^∗) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ^1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.3. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÐÒÉÎÃÉÐ áÒÏÎÇÏÌØÄÁ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ (13-12).

éÎÁÞÅ Ver(d; V^∗) ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ∈ S^dV^∗ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÍ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ) ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ span(f) = k · ’ ⊂ V^∗. óÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 13.4.7, ÕÓÌÏŒÉÅ dim span(f) = 1 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ (n − 1)-ËÒÁÔÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ (13-15) ÏÔ f ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ^2. åÓÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ŒÓÅÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ @ @x_{i1} @ @x_{i2}

· · · @ @x_{in−1} f(x) ;

ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ f ∈ Ver(d; V^∗) ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÔÒÅÂÕÀÝÉÈ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅÈ 2 × 2 { ÍÉÎÏÒÏŒ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.4. ëÁËÏŒ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ É ÓËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ?

14.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ dim V = 1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ (14-1) ËÒÉŒÕÀ œÅÒÏÎÅÚÅ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Œ ÕÐÒ. 1.14, É ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d Œ P_d, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ d: ÅÓÌÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ Œ V^∗ ÂÁÚÉÓ {t_0; t_1}, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ Œ S^dV^∗ ŒÚÑÔØ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ( n i ) t^i_0t^{n−i}_1 ; 0 � i � n ;

ÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ œÅÒÏÎÅÚÅ (14-1) ÂÕÄÅÔ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(¸_0 : ¸_1) −→ (a_0 : a_1 : : : : : a_n) = ( ¸^d_0 : ¸^{d−1}_0 ¸_1 : ¸^{d−2}_0 ¸^2_1 : : : : : ¸^d_1 ) : íÁÔÒÉÃÁ (d − 1)-ËÒÁÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÏÔ f = ∑ i a_i ·

(_n i ) t^{n−i}_0 t^i_1 ∈ S^dV^∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ (d + 1)

ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ @^i @t^i_1

@^{n−1−i} @t^{n−1−i} 0 f(t) = n!(a_it_0 + a_{i+1}t_1) ; ÇÄÅ 0 � i � (n − 1) ;

É ÕÓÌÏŒÉÅ f ∈ Ver(d; V^∗) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ rk ( a_0 a_1 : : : a_{n−1} a_1 a_2 : : : a_n ) = 1 , ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅ-

ÍÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

q_{ij} (a)^{def}= det ( a_{i−1} a_{j−1} a_i a_j ) = 0 (ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 � i < j � n) : (14-2)

1ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ ÎčÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊÌÏÒÁ), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÕÔØ ÞÉÓÔÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÅÄËÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÄÅÌÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ) | ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ áÒÏÎÇÏÌØÄÁ

2ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ’ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f = ’^d ÔÁËÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ (n − 1)- ËÒÁÔÎÏÊ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ f ôÁË, ÐÒÉ n = 2 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÎÉËÕ œÅÒÏÎÅÚÅ ÉÚ n^∘ 2.4.3, ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ a_0a_2 = a^2_1, Á ÐÒÉ n = 3 | ËÕÂÉËÕ œÅÒÏÎÅÚÅ (Åč ÅÝč ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÏÊ), ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÔÒčÈ ËŒÁÄÒÉË

q_{12}(a) = a_1a_3 − a^2 = 0 q_{13}(a) = a_0a_3 − a_1a_2 = 0 q_{23}(a) = Á_0a_2 − a^2_1 = 0

(14-3)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁÒÔÉÎËÕ É ÕÄÏÓÔÏŒÅÒØÔÅÓØ, ÞÔÏ q_{12} É q_{23} ÓÕÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÎÕÓÙ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ (1 : 0 : 0 : 0), (0 : 0 : 0 : 1) É Ó ÏÂÝÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ a_1 = a_2 = 0, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ŒÅÒÛÉÎÙ, Á q_{13} ÅÓÔØ ËŒÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÐÒÑÍÕÀ a_1 = a_2 = 0, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ a_2 = a_3 = 0 ËÏÎÕÓÁ q_{12} É ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ a_0 = a_1 = 0 ËÏÎÕÓÁ q_{23}, ËÏÔÏÒÙÅ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÔÓÑ É ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ q_{13}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÉÚ ÔÒÅÈ ËŒÁÄÒÉË q_{ij} ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÀ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÉ Ó ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ĂÌÉÛÎÅÊĄ ÐÒÑÍÏÊ, Ô. Å. ÎÉËÁÉÅ ÄŒÁ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÔÒčÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ËÒÉŒÕÀ œÅÒÏÎÅÚÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ!

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

¸ −→ (p_0(¸) : p_1(¸) : : : : p_n(¸)) ;

ÇÄÅ p_0; p_1; : : : ; p_n ∈ S^nV^∗ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ P_n ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ËÒÉŒÕÀ œÅÒÏÎÅÚÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. íÁÔÒÉÃÁ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÁ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ, ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ pi.

14.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÌÏÓËÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÉ. ïÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÐÌÏÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÑ ÓËÒÕÞÅÎÎÕÀ ËÕÂÉËÕ C_3 ⊂ P_3 = P(S^3V^∗) ÉÚ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÃÅÎÔÒÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ËÒÉŒÙÅ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁ ÒÁÚÎÙÅ ĂÜËÒÁÎÎÙÅĄ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÏÄÎÏÊ ÜËÒÁÎ- ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜËÒÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ. ãÅÎÔÒ ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ p = p(t) = ‘_1(t)‘_2(t)‘_3(t) ∈ P_3 = P(S^3V^∗) ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÒÅÍÑ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ÌÉÂÏ p∈C, ÞÔÏ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ‘_1 = ‘_2 = ‘_3 = t^2_0, ÌÉÂÏ p ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë C_3, Ô. Å. Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ‘_1 = ‘_2 = t_0 , ‘_3 = t_1, ÌÉÂÏ p ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë C_3, Ô. Å. p(t) ÉÍÅÅÔ 3 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ, É, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p(t) = (t_0 + t_1)(t_0 + ! t_1)(t_0 + !^2t_1) = t^3_0 + t^3_1 , ÇÄÅ ! =^3 √ 1 ≠ 1.

œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p = (1 : 0 : 0 : 0), ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜËÒÁÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ a_0 = 0 Ó ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x_0 : x_1 : x_2) = (a_1 : a_2 : a_3). ôÏÇÄÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (x_0 : x_1 : x_2) = (¸^2_0 : ¸_0¸_1 : ¸^2_1), Ô. Å. ÂÕÄÅÔ ÐÌÏÓËÏÊ ËÏÎÉËÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ x_0x_2 = x^2_1.

œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p = (0 : 1 : 0 : 0), ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜËÒÁÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ a_1 = 0 Ó ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x_0 : x_1 : x_2) = (a_0 : a_2 : a_3). ôÏÇÄÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (x_0 : x_1 : x_2) = (¸^3_0 : ¸_0¸^2_1 : ¸^3_1), ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ {x_0 = 1} ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ x = ¸^2, y = ¸^3, ÇÄÅ x = x_1=x_0, y = x_2=x_0, É ¸ = ¸_1=¸_0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÒÉŒÕÀ y^2 = x^3 ÉÌÉ, Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, x^3_2 = x^2_3x_0. üÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÏÊ ËÕÂÉËÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ { ÏÓÔÒÉč Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

œ ÔÒÅÔØÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p = (1 : 0 : 0 : 1), ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜËÒÁÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ a_2 = 0 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x_0 : x_1 : x_2) = ((a_0 − a_1) : a_1 : a_2) (ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÂÁÚÉÓÕ { t^3_0 ; 3 t^2_0t_1 ; 3 t_0t^2_1 ; t^3_0 + t^3_1 } ). ðÒÏÅËÃÉÅÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÉ C_3 ÉÚ p = t^3_0 + t^3_1 ÎÁ ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉŒÁÑ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (x_0 : x_1 : x_2) = ( (¸^3_0 − ¸^3_1) : ¸^2_0¸_1 : ¸_0¸^2_1 ) , ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ x_0 = 1 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ x = ¸=(1 − ¸^3), y = ¸^2=(1 − ¸^3). üÔÁ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ xy = x^3 − y^3 É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÄÁÌØÎÏÊ ËÕÂÉËÏÊ^3, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ { ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.

14.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ÐÌÏÓËÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ. ëÒÉŒÁÑ C ⊂ P_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ Åč ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, Á ÔÏÞÎÅÅ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ p_0(t), p_1(t), p_2(t) ÏÔ t = (t_0 : t_1), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

P_1^{ff→(p0 (ff):p1(ff):p2 (ff))}� P_2

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ P_1 É C ŒÓÀÄÕ ËÒÏÍÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË.

3Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÐÏ ÁÎÁÌÉÚÕ Åč ÅÝč ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ ÌÉÓÔÏÍ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.7. ðÅÒÅÓÅËÁÑ C ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg C = deg p_i.

åÓÌÉ deg p_i = d , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (t^d_0 : t^{d−1}_0 t_1 : : : : : t_0t^{d−1}_1 : t^d_1) −→ (p_0(t) : p_1(t) : p_2(t)) ÚÁÄÁčÔ ÐÒÏÅËÃÉÀ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ C_d ⊂ P_d ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ P_2 ⊂ P_d. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ C_d ⊂ P_d.

14.1.4. óìåäóôœéå. çÌÁÄËÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ P_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÓËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉËÉ C_3 ⊂ P_3, Á ÔÁËÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÏÊ É ÏÓÏÂÙÍÉ ËÕÂÉËÁÍÉ. □

14.2. ëÒÉŒÁÑ œÅÒÏÎÅÚÅ ËÁË ÇÒÁÆÉË ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ C_n ⊂ P_n = P(S^nV^∗) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË p_i = ¸^n_i , 1 � i � n. ïÎÉ ÓÌÕÖÁÔ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ (n − 1) { ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ (p_1; p_2; : : : ; p_n). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÐÕÞÏË ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ Ë ŒÅÒÛÉÎÅ p_i (n − 2)-ÍÅÒÎÕÀ ÇÒÁÎØ (p_1; : : : p_{i−1}; p_{i+1}; : : : ; p_n) ÜÔÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ. üÔÉ n ÐÕÞËÏŒ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏ ÚÁÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÙ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ P^×_1 = P(V ): ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ¸ ∈P(V^∗) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ^¸ ∈P(V ) ÅÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ^4 Ann (¸), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ø_i = ^¸_1; · · · ; ^¸_{i−1} ^¸_{i+1}; · · · ; ^¸_1 ∈ S^{n−1}V É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ß_i(u) ⊂ P(S^nV^∗), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ Œ i-Í ÐÕÞËÅ ÔÏÞËÅ u ∈ P(V ), ËÁË ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÁ uø_i ∈ S^nV . éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ,

ß_i(u) = { f(t) ∈ S^nV^∗ | ~f(^¸_1; : : : ; ^¸_{i−1}; u; ^¸_{i+1}; : : : ; ^¸_n) = 0 }

ÇÄÅ ~f ÅÓÔØ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ f, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÁË ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ f(t) = ı^n(t) ∈ C_n ÍÙ ÉÍÅÅÍ

~(ın)(^¸_1; : : : ; ^¸_{i−1}; u; ^¸_{i+1}; : : : ; ^¸_n) = ı(u) ∏ ˚≠i ı ( ^¸_˚ ) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ u∈P(V ) ÐÌÏÓËÏÓÔØ ß_i(u) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ p_˚ = ¸^n_˚ Ó ˚ ≠ i É ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p = ¸^n ∈ C_n, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ¸ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ u (Ô. Å. u = ^¸ ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

C_n = ⋃ u ß_1(u) ∩ ß_2(u) ∩ · · · ∩ ß_n(u) (14-4)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏ- ÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÁ ÌÀÂÙÈ ÔÒčÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ œÅÒÏÎÅÚÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÀÂÙÍ ÓŒÏÉÍ (n + 3) ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ a; b; c;p_1; p_2; : : : ; p_n: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏ ÚÁÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÔØ n ÐÕÞËÏŒ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ (n − 2)-ÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ (p_1; p_2; : : : ; p_n) ÔÏÞËÁÍÉ u∈P_1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ a, b, c ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÐÕÞËÏŒ ÏÔŒÅÞÁÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ u = 0; 1; ∞; ÔÏÇÄÁ C_n ÂÕÄÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ (14-4).

îÁ P_n = P(S^nV^∗) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ PGL_2 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÁÍÅÎ (t_0; t_1) −→ (at_0 + bt_1; ct_0 + dt_1). ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ P(S^nV^∗)^∼� P(S^nV^∗), ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ËÒÉ- ŒÕÀ œÅÒÏÎÅÚÅ Œ ÓÅÂÑ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÈ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÅÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑÍÉ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÉÚ n^∘ 1.9.1:

14.2.1. õôœåòöäåîéå. ìÀÂÙÅ n + 3 ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ p_1; p_2; : : : ; p_n; a ; b ; c ∈ P(S^nV^∗), ÎÉËÁ- ËÉÅ (n + 1) ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÅÒÅŒÅÄÅÎÙ ÎÁ ËÒÉŒÕÀ œÅÒÏÎÅÚÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÒÉÞčÍ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÅÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; n ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ P_1 = P(V ) Ó ÐÕÞËÏÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÈ i-ÔÕÀ ÇÒÁÎØ p_1; : : : p_{i−1}; p_{i+1}; : : : ; p_n, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ a, b,

4ÅÓÌÉ ¸ = ff0t0 + ff1t1, ÔÏ b̧ = ff1e0 − ff0e1, ÇÄÅ {eo; e1} ⊂ V ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ V , ÄÕÁÌØÎÙÊ Ë {t0; t1} ⊂ V^∗ c, ÏÔŒÅÞÁÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ u = e_0; e_1; (e_1 − e_0), É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ u-À ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ i-ÔÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÞÅ- ÒÅÚ ı_i(u). ðÕÓÔØ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ (p_1; p_2; : : : ; p_n) ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ i-Í ÐÕÞËÅ ÐÒÉ u = u_i. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ u_1; u_2; : : : ; u_n ∈ P(V ) ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÉÞÉÎÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 2-ÍÅÒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ = (a; b; c) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ q_1 É q_2 ÅÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó i-Ê and j-

q_2 q_1 c

b a

O •

•

•

• • •

òÉÓ. 14⋄1. óÒÁŒÎÅÎÉÅ u_i É u_j .

Ê (n − 2)-ÍÅÒÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ (p_1; p_2; : : : ; p_n). ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ŒÓÀ ÎÁÛÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÀ ÎÁ ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÁÒÔÉÎÕ, ÐÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 14⋄1: ÐÒÉ ÜÔÏÍ i-Ê É j-Ê ÐÕÞËÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÐÒÅŒÒÁÔÑÔÓÑ Œ ÐÕÞËÉ ÐÒÑÍÙÈ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ q_1, q_2, Á ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ (p_1; p_2; : : : ; p_n) | Œ ÐÒÑÍÕÀ (q_1q_2) (ÓÒ. Ó ËÁÒÔÉÎËÁÍÉ ÎÁ ÓÔÒ. 18).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÔÏÞÅË q_1; q_2; a; b; c ÎÅ

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ q_1 ≠ q_2). õËÁÚÁÎÉÅ. éÎÁÞÅ ÓÒÅÄÉ p1; p2; : : : ; pn; a ; b ; c ÎÁÛÌÉÓØ ÂÙ (n + 1) ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÒÑÍÕÀ P(V ) ÍÏÖÎÏ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÕÞËÏÍ ÐÒÑ- ÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O = (aq_1) ∩ (bp_2): ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ u ÌÉÂÏ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ı_i(u) ∩ (bc), ÌÉÂÏ Œ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ı_j (u) ∩ (ac). üÔÉ ÄŒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÏÔÎÏÓÑÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ u ÔÒčÍ ÐÒÑÍÙÍ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ a, b, c. îÏ ÐÒÑÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ u = u_i É u = u_j , ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÔÏÞËÕ O Ó ÔÏÞËÏÊ ı_i(u_i) ∩ (bc) = (q_1q_2) ∩ (bc) É Ó ÔÏÞËÏÊ ı_j (u_j ) ∩ (ac) = (q_1q_2) ∩ (ac), É ÔÁË ËÁË O, q_1 É q_2 ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÜÔÉ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Ô. Å. u_i ≠ u_j .

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ` ÇÒÁÆÉË ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ (14-4) ÍÅÖÄÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÍÉ ÎÁÍÉ ÐÕÞËÁÍÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ı_i(u), É ÐÕÓÔØ u_i = Ann (_i) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ

1; _2; : : : ; _n ∈ V^∗ :

ðÏ ÌÅÍÍÅ ÉÚ n^∘ 1.9.1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ P_n^∼� P_n, ËÏÔÏ- ÒÙÊ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ a −→ t^n_1 , b −→ t^n_0 É p_i −→ ^n_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ 1 � i � n. ïÎ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ` Ó ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÕÞÏË ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p_1; : : : p_{i−1}; p_{i+1}; : : : ; p_n Œ ÐÕÞÏË, ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ^n_1 ; : : : ^n_{i−1}; ^n_{i+1}; : : : ; ^n ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ı_i(u) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ^n, ÇÄÅ = Ann u œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÔÁË ÄÌÑ u = e_1, u = e_0 É u = u_i, ËÏÇÄÁ a, b É p_i ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ t^n_0 , t^n_1 É ^n_i . îÏ ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ ÔÁË É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ u, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ u = e_1 − e_0, Ô. Å. c −→ (t_0 + t_1)^n. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. åÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÌÅÇËÏ ÕÇÌÑÄÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ: ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÅÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÛ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ a, b, c Œ t^n_0 , t^n_1 É (t_0 + t_1)^n, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ÐÕÞËÏŒ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ p_1; p_2; : : : ; p_n, ÞÔÏ É ŒÙÛÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÞËÉ p_i ÏÂÑÚÁÎÙ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØÓÑ ÔÁËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ÔÏÞËÉ _i = Ann (u_i). □

14.3. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ Gr(m; V ) ⊂ P(~^mV ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉ ËÁË ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÉÍÅÀÝÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ŒÏÚÍÏÖÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ. œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(m; V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ œÅÒÏÎÅÚÅ Ver(m; V ). ïÄÎÁËÏ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÏÓÉÔÅÌÑ çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ! ∈ ~^mV ÒÁŒÎÁ ÎÅ ÅÄÉÎÉÃÅ, Á m, ÐÏÓËÏÌØËÕ ~^mU = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U ⊂ V Ó dim U ¡ m. åÓÌÉ ÖÅ U = span! ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ m, ÔÏ ~^mU ⊂ ~^mV ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, É ! = ˘ · u_1 ∧ u_2 ∧ · · · ∧ u_m ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ŒÎÅÛÎÅÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {u_i} Œ U, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ! ÐÏÌ- ÎÏÓÔØÀ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ).

14.3.1. ìåííá. ! ∈ ~^mV ÒÁÚÌÏÖÉÍ ⇐⇒ dim span(!) = m ⇐⇒ w ∧ ! = 0 ∀ w ∈span(!) .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ É ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ Ă⇒Ą ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ dim W > m, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ! ∈ ~^mW ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ w ∈W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w ∧ ! ≠ 0 Œ ~^{m+1}W . æÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ {e_i} ⊂ W É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓ {e_I } ⊂ ~^nW . œÏÚØÍÅÍ ÍÏÎÏÍ e_I ÉÚ ! É ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_j Ó j ∉ I. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ e_j ∧ ! ≠ 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÍ e_{j∪I} , ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÁË e_j ∧ e_I É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÅ ÍÏÇÕÝÉÊ ÎÉ Ó ÞÅÍ ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ. □

14.3.2. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ Gr(m; V ) ⊂ P(~^mV ) ÑŒÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ŒÙÔÅËÁÀÝÉÍÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ É ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÏÓÉ- ÔÅÌÑ span! ÉÚ n^∘ 13.5.1. á ÉÍÅÎÎÏ, Œ n^∘ 13.5.1 ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ! = ∑ I ff_I e_I ∈ ~^mV ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ:

w_J = ∑ i∉J

(−1)^{p(i;J)} ff_{J⊔i} e_i ;

ÇÄÅ p(i; J) ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ÍÅÓÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ i Œ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ {j_1; j_2; : : : ; j_{m−1}; i}. äÁÌÅÅ, ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÍÏÎÏÍ e_K ∈ ~^{m+1}V ŒÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ! ∧ w_J Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÒÁŒÎÙÍ ∑ i∈K\(K∩J)

(−1)^{p(i;J;K)} ff_{K\i} ff_{J⊔i} ;

ÇÄÅ p(i; J; K) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÎÏÍÅÒÏŒ ÍÅÓÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÄÅËÓ i ÓÔÏÉÔ Œ ÎÁÂÏÒÅ K É Œ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÎÁÂÏÒÁ J ⊔ i. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

14.3.3. óìåäóôœéå (óïïôîïûåîéñ ðìàëëåòá). çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(m; V ) ⊂ P(~^mV ) ÏÐÉ- ÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x_I ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e_I ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ∑ i∈K\(K∩J)

(−1)^{p(i;J;K)} ff_{J⊔i} ff_{K\i} = 0 (14-5)

(ÏÄÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÎÁÂÏÒÏŒ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ J = (j_1; j_2; : : : ; j_{n−1}) É K = (k_1; k_2; : : : ; k_{n+1})). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉ J ⊂ K ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (14-5) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ (ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 0=0).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.10. œÙÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ ÄÌÑ Gr(2; 4) ⊂ P_5.

14.4. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(m; V ). çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ Gr(m; V ) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ m-ÍÅÒ- ÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ V . ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÔÁË, Gr(1; V ) = P(V ) = P_{n−1}, Á Gr(n − 1; V ) = P(V^∗) = P^×_{n−1}, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÚÁÄÁčÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.11. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ U ↔ Ann U ÚÁÄÁčÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ Gr(m; V ) ≃ Gr(n − m; V^∗).

îÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÑÚÙËÅ, Gr(m; n) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ (m − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ P_{n−1}. åÓÌÉ dim(V ) = n É ÐÒÉÒÏÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ, ÄÌÑ Gr(m; V ) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Gr(m; n). óŒÑÚØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÍ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ðÌÀËËÅÒÁ

Gr(m; V )^{⊂ u}� P(~^mV ) ; (14-6)

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍ m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^mU ⊂ ~^mV . œÓÑËÉÊ ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_m Œ U ÚÁÄÁčÔ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÍÏÎÏÍ !_U = u_1 ∧ u_2 ∧ · · · ∧ u_m Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^mU, É ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ Œ U ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ !_U ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÍÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ! ∈ ~^mV ÏÔŒÅÞÁÅÔ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U_! = Supp(!), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ! ∈ ~^mU_!. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (14-6) ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ m ÍÅÒÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ U ⊂ V É ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÍÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

14.4.1. áÎÁÌÏÇ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ Œ V ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n, ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_1; u_2; : : : ; u_m ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ (m × n)-ÍÁÔÒÉ- ÃÅÊ A_U ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ^5 ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_i Œ ÂÁÚÉÓÅ {e_j }, ÔÁË ÞÔÏ u^t = A_U · e^t (ÇÄÅ ÓÔÒÏËÉ u = (u_1; u_2; : : : ; u_m) É e = (e_1; e_2; : : : ; e_n), ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÎÁÂÏÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ). üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A_U ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÞËÁ U ⊂ Gr(m; V ) ÚÁÄÁčÔ ÍÁÔÒÉÃÕ A_U ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅÍ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ m × m-ÍÁÔÒÉÃÕ M ∈ GL_m (ÔÁËÏÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ŒÙÂÏÒ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ w^t = M · u^t Œ U).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Gr(1; V ) = P(V ) ÍÁÔÒÉÃÙ A_U ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÓÔÒÏËÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÞÉÓÌÁ ¯ ∈ GL_1 = k \ 0, Ô. Å. Œ ÏÂÙÞÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.12. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÌÀËËÅÒÏŒÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (14-6) ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ m × n-ÍÁÔÒÉÃÅ A_U ÎÁÂÏÒ ŒÓÅÈ Åč (m × m)-ÍÉÎÏÒÏŒ, É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A_U ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ M ∈ GL_m ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ det M.

14.4.2. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÁÒÔÙ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ U_i ÎÁ P(V ) = Gr(1; V ) ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ ÔÏÞËÁÍÉ Ó ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ i-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÁŒÎÏÊ 1, ÕÍÎÏÖÁÑ ÓÔÒÏËÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Gr(m; n) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ m ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ I = (i_1; i_2; : : : ; i_m) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ËÁÒÔÕ U_I , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U ⊂ V , ÍÁÔÒÉ- ÃÁ A_U ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ I-ÓÔÏÌÂÃÁÈ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ (m × m)-ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ A_{U;I} ⊂ A_U , ÔÁË ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ A_U ÓÌÅŒÁ ÎÁ M = A^{−1}_{U;I} ∈ GL_m, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÕ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÌÀËËÅÒÏŒÁ ŒÌÏÖÅÎÉÑ (14-6) ËÁÒÔÁ U_I ⊂ Gr(m; V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÐÒÏÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ U_I ⊂ P(~^mV ), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ŒÄÏÌØ ŒÄÏÌØ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ e_I = e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{im} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^mV .

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, U_I , ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ U ⊂ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ ŒÄÏÌØ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_j Ó j ∉ I, ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_{i1} ; e_{i2} ; : : : ; e_{im} . œ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (u_1; u_2; : : : ; u_m), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ Œ e_{i1} ; e_{i2} ; : : : ; e_{im} . íÁÔÒÉ- ÃÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁËÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ U ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ^6. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Åč A^I (U) É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ m (n − m) ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a^I_{ij} (U) Ó j ∉ I Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U Œ ËÁÒÔÅ U_I ⊂ Gr(m; n).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.13. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÁÒÔÙ U_I ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÅÓØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(m; n), É ÅÓÌÉ œÙ ÚÎÁ- ËÏÍÙ Ó ÏÓÎÏŒÁÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÔÏ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ (É ÄÁÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ.

14.4.3. áÆÆÉÎÎÁÑ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁÃÉÑ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P_n Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

P_n = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ : : : ⊔ A^0

ÔÁËÖÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÙ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ {u_1; u_2; : : : ; u_m}, ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÉÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ŒÉÄ^7.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÔÒÏÇÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÍ ÍÁÔÒÉÃÁÍ A_U ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ Gr(m; n) É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÓÔÒÏÇÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ (m × d) { ÍÁÔÒÉÃ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÈ ŒÓÅÍÉ ÓÔÒÏÇÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ

5ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÏÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÈÓÑ ÎÁÍÉ ŒÓÀÄÕ ÐÒÅÖÄÅ, ÎÏ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ Ó ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁÍÉ ÏÎÉ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙ 6ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÁ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ m × m-ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ Œ I-ÓÔÏÌÂÃÁÈ 7Ô. Å. ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÕÇÌÙ ÓÔÕÐÅÎÅË, ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ m × m-ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÁ

ÆÏÒÍÏÊ ÓÔÕÐÅÎÅË. æÏÒÍÁ ÓÔÕÐÅÎÅË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÎÏÍÅÒÏŒ I = (i_1; i_2; : : : ; i_m) ÔÅÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÕÇÌÙ ÓÔÕÐÅÎÅË, É ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ

(_n m ) ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ. óÔÒÏÇÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÔÕÐÅÎÅË I ÉÍÅÅÔ

m (n − m) − m∑ ˚=1 (i_˚ − ˚) = dim Gr(m; n) − ( |I| − m (m + 1) 2 ) ; ĂÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ËÌÅÔÏËĄ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÌÀÂÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ^8 ÉÚ ÐÏÌÑ k . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÓÔÒÁÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(m; n) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏ- ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ |I| − m(m + 1)=2.

14.4.4. äÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ É ËÌÅÔËÉ ûÕÂÅÒÔÁ. ïÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÆÏÒÍÙ ÓÔÕÐÅÎÅË ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÉÌÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉ- ÃÅ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_m), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ ˘_˚ ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÁ ÓËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË ÕÇÏÌ ÓÔÕÐÅÎØËÉ, ÓÔÏÑÝÅÊ Œ ˚-ÔÏÊ ÓÞÉÔÁÑ ÓÎÉÚÕ ÓÔÒÏËÅ, ÓÄŒÉÎÕÔ ŒÐÒÁŒÏ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÓŒÏÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÇÌÙ ÓÔÕÐÅÎÅË Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÔÉÐÁ ˘ = (˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_m) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ

i_˚ = (m + 1 − ˚) + ˘_{m+1−˚} :

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˘ = (˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_m) ÏÂÙÞÎÏ ÒÉÓÕÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ŒÙÒÏŒÎÅÎÎÙÈ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÒÁÀ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÐÏÌÏË, ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ. þÉÓÌÏ |˘| = ∑ ˘_˚ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÅÓÏÍ^9 ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ˘ , ÎÁÐÒÉÍÅÒ:

(4; 4; 2; 1) ↭

îÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Gr(4; 10) ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÏÔŒÅÞÁÅÔ 13-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÔÒÏÇÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ 0 1 ∗ 0 ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ 0 0 0 1 ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ 0 0 0 0 0 0 1 0 ∗ ∗ 0 0 0 0 0 0 0 1 ∗ ∗ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ (0; 0; 0; 0) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÁÍÏÅ ÌÅŒÏÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÔÕÐÅÎÅË, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ 24-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ

1 0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 1 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

(ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ U_{(1;2;3;4)} ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(4; 10)), Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (6; 6; 6; 6) ÏÐÉÓÙŒÁ- ÅÔ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÓÔÕÐÅÎØËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÓÁÍÏÍ ÐÒÁŒÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ:

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.15. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÍÉ I ⊂ {1; 2; : : : ; n} É ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ – = (–_1; –_2; : : : ; –_m), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉÓÑ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÒÁÚÍÅÒÏÍ m × (n − m).

8ŒÎÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÔÏÑÝÅÊ Œ I-ÓÔÏÌÂÃÁÈ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ m (n − m) ËÌÅÔÏË, ÐÒÉÞčÍ Œ ˚-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ i˚ −˚ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ĂÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍÉĄ ÎÕÌÑÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÕÇÌÏŒÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ

9ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÅÓÁ n ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ŒÓÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÁÚÂÉÔØ n Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÏÔËÕÄÁ É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÅÒÍÉÎ ĂÒÁÚÂÉÅÎÉÅĄ

éÔÁË, Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(m; n) ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ_∘ œ_˘≃ A^{m(n−m)−|˘|} ;

ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ûÕÂÅÒÔÁ É ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ, ÕÍÅÝÁÀÝÉÍÉÓÑ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ m × (n − m). ëÌÅÔËÁ^∘œ_˘ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÆÏÒÍÏÊ ÓÔÕÐÅÎÅË ˘ É ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ |˘| = ∑ ˘_˚ . úÁÍÙËÁÎÉÅ œ_˘ ËÌÅÔËÉ^∘œ_˘ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÃÉËÌÏÍ ûÕÂÅÒÔÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.16. ïÐÉÛÉÔÅ ÉÚ ËÁËÉÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ËÌÅÔÏË ûÕÂÅÒÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÔËÒÙ- ÔÏÊ ËÌÅÔËÉ^∘ff_˘ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁÈ Gr(m; n).

14.5. çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(2; 4) ⊂ P_5 É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(2; 4) = Gr(2; V ) ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ÞÅÔÙÒčÈÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3 = P(V ). ïÎ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_5 = P(~^2V ) Œ ŒÉÄÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÉËÏÊ ðÌÀËËÅÒÁ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P_5 = P(~^2V ) ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ

P^{def}= { ! ∈ ~^2V | ! ∧ ! = 0 } ;

ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ q, ÐÏÌÑÒÉ- ÚÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ~q(!_1; !_2) ÏÐÒÅÄÅÌÑÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

!_1 ∧ !_2 = ~q(!_1; !_2) · ˙ ∀ !_1; !_2 ∈ ~^2V ; (14-7)

ÇÄÅ ˙ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ^{10} ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^4V ≃ k. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÏŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÞčÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ, ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ! ∈ ~^2V ÎÅÏÂÈÏ- ÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÑ^{11} ! ∧ ! = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ

u : Gr(2; 4)^{U→�2U} � P(~^2V ) (14-8)

ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÕ ðÌÀËËÅÒÁ.

åÓÌÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÂÁÚÉÓ {e_0; e_1; e_2; e_3} Œ V É ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_{ij} = e_i ∧e_j Œ ~^2V , ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ! ∧ ! = 0 ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! = ∑ i¡j x_{ij}e_{ij} ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ

ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x_{ij} ÎÁ P_5 Œ ŒÉÄÅ

x_{01}x_{23} − x_{02}x_{13} + x_{03}x_{12} = 0

(ÏÔËÕÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÉÄÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÐÌÀËËÅÒÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.18. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ (14-8) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ÐÁÒÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ u = ∑ u_ie_i, w = ∑ w_j e_j Œ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ

ÆÏÒÍÕ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ x_{ij} = u_iw_j − u_j w_i, Ô. Å. ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ 2 × 4-ÍÁÔÒÉÃÅ ( u_0 u_1 u_2 u_3 w_0 w_1 w_2 w_3 )

ÛÅÓÔčÒËÕ ŒÓÅÈ Åč 2 × 2-ÍÉÎÏÒÏŒ x_{ij} = det ( u_i u_j w_i w_j ) . õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.19. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ 2 × 4-ÍÁÔÒÉÃÁ, ÛÅÓÔØ 2 × 2-ÍÉÎÏÒÏŒ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ: Á) {2; 3; 4; 5; 6; 7} Â) {3; 4; 5; 6; 7; 8} (ÅÓÌÉ ÄÁ, ÐÒÅÄSSÑŒÉÔÅ ÔÁËÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÑŒÎÏ).

10ŒÙÂÏÒ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÁÅÔ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 11ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ! = u1 ∧ u2 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ! ∧ ! = u1 ∧ u2 ∧ u1 ∧ u2 = 0; ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ! ∈ ~^2V Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ËÁË ! = ¸0 ∧¸1, ÌÉÂÏ ËÁË ! = ¸0 ∧¸1 +¸2 ∧¸3; ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ! ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ, Ô. Ë. ! ∧ ! = 2 ¸0 ∧ ¸1 ∧ ¸2 ∧ ¸3 ≠ 0

14.5.1. ìåííá. äŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ‘_1; ‘_2 ⊂ P_3 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ðÌÀËËÅÒÁ (14-8) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ (14-7):

~q(u(‘_1); u(‘_2)) = u(‘_1) ∧ u(‘_2) = 0 :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ‘_1 = P(U_1), ‘_2 = P(U_2). åÓÌÉ U_1 ∩U_2 = 0, ÔÏ V = U_1 ⊕U_2 É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ {e_i} ⊂ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U_1 ÎÁÔÑÎÕÔÏ ÎÁ e_0; e_1 É U_2 ÎÁÔÑÎÕÔÏ ÎÁ e_2; e_3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, u(U_1) = e_0 ∧ e_1, u(U_2) = e_2 ∧ e_3 É u(U_1) ∧ u(U_2) = e_0 ∧ e_1 ∧ e_2 ∧ e_3 ≠ 0. åÓÌÉ U_1 ∩ U_2 ≠ 0, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ Œ U_1 É U_2 ÂÁÚÉÓÙ {u_0; u_1} É {u_0; u_2} Ó u_0 ∈ U_1 ∩ U_2. ôÏÇÄÁ u(U_1) = u_0 ∧ u_1, u(U_2) = u_0 ∧ u_2 É u(U_1) ∧ u(U_2) = u_0 ∧ u_1 ∧ u_0 ∧ u_2 = 0. □

14.5.2. óìåäóôœéå. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p = u(‘) ∈ P ËÏÎÕÓ P ∩ T_pP , ŒÙÓÅËÁÅÍÙÊ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ ðÌÀËËÅÒÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ p, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÈ ÏÂÒÁÚÏŒ u(‘^′) ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ‘^′ ⊂ P_3, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ‘.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_pP ⊂ P_5 ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ~q(u(‘); ∗ ), É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ n^∘ 14.5.1, ~q(u(‘); u(‘^′)) = 0 ⇐⇒ ‘ ∩ ‘^′ ≠ ∅. □

14.5.3. óŒÑÚËÉ É ÐÕÞËÉ ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ P_3 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ß ⊂ P ⊂ P_5. åÓÌÉ ß ⊂ P ÎÁÔÑÎÕÔÏ ÎÁ 3 ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ p_i = u(‘_i), i = 1; 2; 3, Ô. Å. ß = P ∩ T_{p1} P ∩ T_{p2} P ∩ T_{p3} P , ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ n^∘ 14.5.1 É ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ n^∘ 14.5.2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓŒÑÚËÁ ÐÒÑÍÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ 3 ÄÁÎÎÙÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ ‘_i. ôÒÉ ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3 ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÌÉÂÏ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÉÂÏ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉÐÁ ÓŒÑÚÏË ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ P_3:

ff-ÓŒÑÚËÁ (ÉÌÉ ff-ÐÌÏÓËÏÓÔØ ß_ff(O) ⊂ P ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ O ∈ P_3, É ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÌÀÂÙÈ ÔÒčÈ ÎÅËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ O;

fi-ÓŒÑÚËÁ (ÉÌÉ fi-ÐÌÏÓËÏÓÔØ ß_fi(˝) ⊂ P ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝ ∈ P_3, É ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÌÀÂÙÈ ÔÒčÈ ÌÅ- ÖÁÝÉÈ Œ ˝ ÐÒÑÍÙÈ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÔÁÍ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ: ß_fi(˝_1) ∩ ß_fi(˝_2) = u( ˝_1 ∩ ˝_2 ) , ß_ff(O_1) ∩ ß_ff(O_2) = u( (O_1O_2) ) , Á ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ß_fi(˝) É ß_ff(O) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ËÏÇÄÁ O ∉ ˝), ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ˘(O; ˝) ∈ P , ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÅÊ ÐÕÞÏË ÐÒÑÍÙÈ ‘ ⊂ ˝, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ O ∈ ˝ (ËÏÇÄÁ O ∈˝).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.20. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÐÌÀËËÅÒÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅÍ ¸- É ˛-ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (Ô. Å. ŒÓÅ ÐÕÞËÉ ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3 ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÐÕÞËÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÔÁÍ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ).

õËÁÚÁÎÉÅ. (óÒ. Ó ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÉÚ n^∘ 2.5.4.) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÕÓ C = P ∩TpP . ïÎ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÛÉÎÕ Œ p É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p É ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ P . æÉËÓÉÒÕÅÍ 3-ÍÅÒÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H ⊂ TpP , ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ p. ôÏÇÄÁ G = C ∩ H ÅÓÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÎÁ H. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (pp^′) = ßff ∩ ß_fi , ÇÄÅ p^′ ∈ G É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ßff; ß_fi ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁ p É ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ p^′ Œ G (ÓÍ. ÒÉÓ. 14⋄2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.21. œÓÑËÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ κ ⊂ P_3 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÌÑÒÉÔÅÔ ^κ : P_3^∼� P^×_3 , ËÏÔÏÒÙÊ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÚÁÄÁčÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(2; 4) ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ U −→ Ann ^κ(U). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ¸-ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ˛-ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

14.5.4. ëÌÅÔËÉ ûÕÂÅÒÔÁ ÎÁ Gr(2; 4). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ P_3 = P(V ) ÐÁÒÕ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ ‘, ‘^′. éÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ p = u(‘) , p^′ = u(‘^′) ∈ P ⊂ P_5 = P(~^2V ) . ðÒÏŒÅÄčÍ Œ ÞÅÔÙÒčÈÍÅÒÎÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_pP ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒčÈÍÅÒÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H ⊂ T_pP , ÐÒÏÈÏÄÑ- ÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p^′, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÔÏÞËÉ p. ïÓÏÂÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ C = P ∩ T_pP ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÕÓ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ p ÎÁÄ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ G = H ∩ P , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ p^′ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ Œ P_3 (ÓÍ. ÒÉÓ. 14⋄2). þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p^′ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÄŒÅ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ËŒÁÄÒÉËÉ óÅÇÒÅ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ Ó ÔÏÞËÏÊ p ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ff-

ÐÌÏÓËÏÓÔØ É fi-ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ P . ïÔÓÀÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÌÀËËÅÒÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ:

ß_ff

p^⊂ � (pp^′) = ß_ff ∩ ß_fi^⊂ � C = P ∩ T_pP^⊂ �

⊂ �

P

ß_fi^⊂ �

⊂ � (14-9)

âÅÒÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÒÁÔÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÀ ŒÓÅÈ

ß_fi ßff

p ∉ H

H ≃ P_3 p^′

G ⊂ H •

òÉÓ. 14⋄2. ëÏÎÕÓ C = P ∩ T_pP .

ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ ÎčÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÓÔÒÁÔÏŒ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉ- ÅÎÉÅ P Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ:

Gr(2; 4) = A^0 ⊔A^1 ⊔

A^2 ⊔ A^2

⊔A^3 ⊔A^4 ; (14-10)

ÇÄÅ A^0 = {p}, A^1 = (pp^′) \ p, ÄŒÁ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ A^2 ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ËÁË ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ß_ff É ß_fi ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ (pp^′), Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÏÓËÏÌØËÕ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏ- ÎÕÓÏÍ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ p ÎÁÄ G, ÍÙ ÉÍÅÅÍ

C \ (ß_ff ∪ ß_fi) ≃ A^1 × ( G \ ( G ∩ T_p′ G )) ; É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ G \ ( G ∩ T_p′ G ) ≃ A^2 , Q \ C ≃ A^4 ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ:

14.5.5. ìåííá. ðÒÏÅËÃÉÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉ- ËÉ Q ⊂ P_n ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ Q ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÕÀ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ Ë p ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ L ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ^{12} ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Q \ (Q ∩ T_pQ) ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^{n−1} = L \ (H ∩ T_pQ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ p É ÎÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ Q, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËŒÁÄÒÉËÕ ÅÝč ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ p ÔÏÞËÅ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÅÔÁ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.22. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n^∘ 14.4.4 ÓÔÒÁÔÙ (14-9) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÃÉËÌÙ ûÕÂÅÒÔÁ ff_{00} = P ; ff_{22} = p = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) ∈ P_5; ff_{10} = P ∩ T_pP ; ff_{11} = ı_ff(O), ÇÄÅ O = (0 : 0 : 0 : 1) ∈ P_3; ff_{20} = ı_fi (˝), ÇÄÅ ˝ ⊂ P_3 ÚÁÄÁÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_0 = 0; ff_{21} = ı_ff(O) ∩ ı_fi (˝), Á ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (14-10) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ûÕÂÅÒÔÁ.

14.5.6. ðÒÉÍÅÒ: ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ûÕÂÅÒÔÁ^{13}. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(m; n), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ Œ n^∘ 14.4.4, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÌÅÔÏË ÎÅÞčÔÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÃÅÐÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÇÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ, ÂÕÄÕÔ ÎÕÌÅŒÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÃÉËÌÙ ûÕÂÅÒÔÁ ff_˘ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Z-ÍÏÄÕÌÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

~(m; d)^{def}= H_∗(Gr(m; C^d); Z) :

12ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÓÁÍÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ, ÔÁË É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔ- ÎÙÍÉ (ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, Ô. Å. ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ R É C) 13ÜÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÁÄÒÅÓÏŒÁÎ ÔÅÍ, ËÔÏ ÚÎÁËÏÍ Ó ÎÁÞÁÌÁÍÉ ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, É ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ

98 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.23∗. ïÐÉÛÉÔÅ ÉÚ ËÁËÉÈ ËÌÅÔÏË ff_¯ ÓÏÓÔÏÉÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ff_l É ÐÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÔÏÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÃÅÐÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Gr(m; R^d).

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÃÉËÌÏŒ ÚÁÄÁčÔ ÎÁ Z-ÍÏÄÕÌÅ ~(m; d) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÃÉËÌÏŒ ûÕÂÅÒÔÁ ÍÏÖÎÏ ÑŒÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÃÅÌÏÞÉ- ÓÌÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÃÉËÌÏŒ ûÕÂÅÒÔÁ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔŒÅÔ ÄÁčÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍ ÐÒÁŒÉ- ÌÏÍ ìÉÔÌŒÕÄÁ { òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÉÍÉ ÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ^{14}. çÏŒÏÒÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ËÏÌØÃÏ ~(m; d) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÕÓÅÞčÎÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ | ÆÁËÔÏÒÕ

~(m; d) = Z["_1; "_2; : : : ; "_m]=(”_{d−m+1}; : : : ; ”_{d−1}; ”_d)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ "_i ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ i-ÔÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ^{15}, Á ÞÅÒÅÚ ”_i | i-ÔÙÊ ÐÏÌÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ^{16}, ËÏÔÏÒÙÊ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ "_i. ãÉËÌÕ ûÕÂÅÒÔÁ ff_˘ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ”_j (")) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ûÕÒÁ^{17} s_˘ (ŒÙÒÁÖÅÎÎÏÇÏ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ "_i). ë ÓÏ- ÖÁÌÅÎÉÀ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ, Á ÇÌÁŒÎÏÅ, ÑŒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÁŒÉÌ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÄÎÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ, ÕŒÅÌÏ ÂÙ ÎÁÓ ÄÁÌÅËÏ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÜÔÏÇÏ ËÕÒÓÁ (ÓÍ. ÃÉÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ËÎÉÇÉ).

íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÌØÃÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(2; 4). ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞčÔÎÏÍÅÒÎÙÅ (Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÍÏÄÕÌÉ H_0 = H_2 = H_6 = H_8 = Z É H_4 = Z ⊕ Z, ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÖÁÔ 6 ÃÉËÌÏŒ ûÕÂÅÒÔÁ ÉÚ ÕÐÒ. 14.22. ãÉËÌÙ, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÔÙÒčÈ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÃÉËÌÏŒ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÕÖÅ ÂÙÌÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÏ ÎÁÍÉ Œ n^∘ 14.5.3 É ÕÐÒ. 14.20: ff_{10}ff_{21} = ff^2_0 = ff^2_{11} = ff_{22}, É ff_{20}ff_{11} = 0. ôÅ ÖÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ff_{10}ff_{20} = ff_{10}ff_{11} = ff_{21}. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ff^2_{10} ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ ff_{10} ËÁË ff_{10}(‘) = P ∩ T_{u(‘)}P = {‘^{′′} ⊂ P_3 | ‘ ∩ ‘^{′′} ≠ ∅} :

ôÏÇÄÁ ff^2_{10} ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÎ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ff_{10}(‘) ∩ ff_{10}(‘^′), ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÐÁÒÙ ÐÒÑÍÙÈ ‘, ‘^′ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÏÓÏÂÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ Ó ÒÉÓ. 14⋄2. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ ‘^′ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÓÔÁÌÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó ‘, ÜÔÁ ËŒÁÄÒÉËÁ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÓŒÏčÍ ËÌÁÓÓÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Œ ÐÁÒÕ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ | ¸-ÓŒÑÚËÕ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O = ‘ ∩ ‘^′ É ¸-ÓŒÑÚËÕ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ ‘ É ‘^′: ff_{10}(‘) ∩ ff_{10}(‘^′) = ı_ff(O) ∪ ı_fi (˝) , Ô. Å. ff^2_{10} = ff_{20} + ff_{11}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ĂÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑĄ ÃÉËÌÏŒ ûÕÂÅÒÔÁ ÎÁ Gr(2; 4) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏŒÏÅ, ĂÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅĄ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÐÒ. 2.11 (a) Ï ÔÏÍ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅ- ÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÎÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÐÒÑÍÙÅ ‘_i ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ^{18}, ÏÔŒÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ŒÙËÌÁÄËÏÊ Œ ~(2; 4):

ff^4_{10} = (ff_{20} + ff_{11})^2 = ff^2_0 + ff^2_{11} = 2ff_{22} :

éÔÁË, Œ ĂÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅĄ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 2 ÔÁËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ.

14ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ËÁË ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ûÕÂÅÒÔÁ É ÏÐÉÓÁÎ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÎÉÇÁÈ W. Fulton Young Tableaux (CUP, LMS Stud. Texts 35), é. íÁËÄÏÎÁÌÄ óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ èÏÌÌÁ (íÉÒ, 1985), æ. çÒÉÆÆÉÔÓ, äÖ. èÁÒÒÉÓ ðÒÉÎÃÉÐÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, I (íÉÒ, 1982), õ. æÕÌÔÏÎ ôÅÏÒÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ (íÉÒ, 1989)

15Ô. Å. ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ i ÏÔ m ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x1; x2; : : : ; xm) 16Ô. Å. ÓÕÍÍÁ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ i ÏÔ m ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x1; x2; : : : ; xm) 17Ô. Å. ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ |˘|, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ m ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x1; x2; : : : ; xm), ÒÁÓÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÑÍÉ) ŒÏ ŒÓÅ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ˘ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÏÍÅÒÁ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÌÉ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ŒÄÏÌØ ÓÔÒÏË É ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÌÉ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ ŒÄÏÌØ ÓÔÏÌÂÃÏŒ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, œ_{(i)} = ȷi, Á œ_{(11:::1)} = ”i

18ÔÁËÏÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÃÉËÌÏŒ œ10(‘i) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÞÅÔÙÒčÈËÒÁÔÎÏÅ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ œ^4_{10}