§11. îÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ.

11.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ËÁË k[t]-ÍÏÄÕÌØ. úÁÄÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[t]. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ k[t]-ÍÏÄÕÌÑ ÏÔÌÉ- ÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ t. åÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ

t · v^{def}= F (v) ;

ÔÏ ÁËÓÉÏÍÙ k[t]-ÍÏÄÕÌÑ ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, Á ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

g(t) · v^{def}= [g(F )](v) :

œÓÑËÉÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ k ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ V É ËÁË k[t]-ÍÏÄÕÌØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ k[t]. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ, ŒÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ k[t]^{⊕r} É ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ k[t]=(p^m), ÇÄÅ p ∈ k[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÒÉÞčÍ ÍÏÄÕÌÉ k[t]=(p^m) ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ. íÙ ŒÉÄÅÌÉ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ k[t]-ÍÏÄÕÌÑ M É N (ËÁË-ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ p ∈ k[x] É ÌÀÂÏÇÏ m ∈ N ÞÉÓÌÏ ÐÒÑ- ÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ k[t]=(p^m) ÏÄÉÎÁËÏŒÙ Œ ÏÂÏÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ É ÒÁÎÇÉ r ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ k[t]^{⊕r} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. œ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ V ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ k[t]^{⊕r} (ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ) Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ V ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ, Ô. Å. r = 0 É V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄÁÌÅÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ k[t]=(p^m). íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p^m, ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ E‘(F ) ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ^1 ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ^2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ∏ p^{¯(p)}, ÇÄÅ p ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ (ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÊ) ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ Œ E‘(F ), Á ¯(p) = max ( m | p^m ∈ E‘(F ) ) . ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ k[t]-ÍÏÄÕÌÅÊ M É N | ÜÔÏ k-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ M^∼� N, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ t, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ E‘ ( V^F� V ) = E‘ ( W^G� W )

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ C : V^∼� W , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

V^C_∼� W

V F � ∼ C � W G �

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, Ô. Å. G = CF C^{−1}. ðÏÄÙÔÏÖÉÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ.

1ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ p^m ŒÈÏÄÉÔ Œ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÒÏŒÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ k[t]=(p^m) ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V

2ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ¯_F (t) ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(A) = 0

70 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

11.1.1. ôåïòåíá. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ V^F � V ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ (ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k) Ó ÆÁË- ÔÏÒ ËÏÌØÃÏÍ k[t]=(p^m) (ÇÄÅ p ∈ k[t] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ) ÔÁË, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÔÁËÏÍ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁËÌÀÞÁÔØÓÑ Œ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ t Œ ÜÔÏÍ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k[t]=(p^m) ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, É ÎÁÂÏÒ E‘(F ) ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ F , ÎÏ ÎÅ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. äŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F É G ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ E‘(F ) = E‘(G). □

11.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ F^m = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: f ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ;

ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ¯_F = t^m; ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ø_F = t^n; ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ F ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ËÁË k[t]-ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ J_0(m)^{def}= k[t]= (t^m) ; (11-1) ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ t. œÙÂÉÒÁÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅ ÂÁÚÉÓ

t^{m−1}; t^{m−2}; : : : ; t; 1 ;

É ÕÐÏÒÑÄÏÞÉŒÁÑ ÓÁÍÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ m ÎÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÌÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÂÁÚÉÓ, ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÓÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ËÌÅÔËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ^3 ˘ = (˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_s)

↭ 0 ← • ← • ← • ← • ← • ← • 0 ← • ← • ← • ← • ← • 0 ← • ← • ← • 0 ← • ← • ← • 0 ← • ← •

(11-2)

ÔÁË, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÓÏÓÅÄÎÉÊ Ó ÎÉÍ ÓÌÅŒÁ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ É ÁÎÎÕ- ÌÉÒÕÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ. œÓÑËÉÊ ÂÁÚÉÓ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ (ÉÌÉ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÍ) ÂÁÚÉÓÏÍ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . óÁÍÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÃÉËÌÏŒÙÍ ÔÉÐÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , Á ÎÁÂÏÒÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÍÉ ÃÅÐÏÞËÁÍÉ. îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ˘ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ŒÉÄÎÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ: ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÐÅÒŒÙÈ m ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÒÁŒÎÁ dim ker F^m, É ÄÌÉÎÁ m-ÔÏÇÏ ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ËÁË ˘^t_m = dim ker F^m − dim ker F^{m−1}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.3. îÅ ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÑÍÙÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ

Á) ÌÀÂÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ;

Â) ÄŒÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F É G ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F = C^{−1}GC ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ V^C� V ;

Œ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ F ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ Œ ÐÒÑ- ÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ (11-2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ.

11.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ËÌÅÔËÉ. îÅÂÏÌØÛÏÊ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÅÊ (11-1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ k[t]-ÍÏÄÕÌØ

J_˘(m)^{def}= k[t]= ((t − ˘)^m) ; ˘ ∈ k ; (11-3)

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ m Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÍÍÏÊ t = ˘E + ȷ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ˘E É ÎÉÌØÐÏ- ÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ȷ : f(t) → (t − ˘) · f(t). íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

(t − ˘)^{m−1} ; (t − ˘)^{m−2} ; : : : ; (t − ˘) ; 1

3ÍÙ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÅÍÓÑ ÔÅÈ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÞÔÏ É Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ˘1; ˘2; : : : ; ˘s ÓÕÔØ ÄÌÉÎÙ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ˘, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ˘^t = (˘^t_1; ˘^t_2; : : : ; ˘^t_r) ÉÍÅÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÔÒÏË ÓÔÏÌÂÃÙ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ˘ É ŒÅÓ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ |˘| = |˘^t| ÒÁŒÅÎ ÏÂÝÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ËÌÅÔÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ȷ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ. œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t ÚÁÄÁčÔÓÑ ÄŒÕÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ 1˘ 1˘ .. . .. . 1˘ 1 (ÎÕÌÉ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ), ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔËÏÊ.

11.1.4. óìåäóôœéå. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ŒÓÑËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË. äŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ k , m ∈ N ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÌÅÔÏË J_˘(m), ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ ÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, ÏÄÉÎÁËÏŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ p = (t − ˘), É ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÍÏÄÕÌÉ k[t]=(p^m) | ÜÔÏ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ËÌÅÔËÉ. □

11.2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÁÎÕÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. äÌÑ ÐÒÁË- ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ n^∘ 11.1.1 ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ q(F ) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q ∈ k[t], ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅÍ ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

q(t) = q_1(t) · q_2(t) · · · · · q_s(t) ; ÎÏÄ(q_i; q_j ) = 1 ∀ i; j :

ðÏÌÏÖÉÍ Q_j (t) = q(t)=q_j (t) = ∏ ˚≠j

q_˚ . åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ÏÐÅÒÁÔÏÒ Q_j(F ) ≠ 0, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

V ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ:

V =^s⊕_{j=1} V_j ; ÇÄÅ V_j = ker q_j(F ) = im Q_j(F ) (11-4)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ q(F ) = q_j(F )Q_j (F ) = 0, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ im Q_j(F ) ⊂ ker q_j(F ). îÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ im Q_˚ (F ) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ V , Ô. Ë.

ÎÏÄ(Q_1; Q_2; : : : ; Q_s) = 1 ⇒ ∃ f_˚ ∈ k[x] : ∑ Q_˚ f_˚ = 1

É ÌÀÂÏÊ v ∈ V ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ v = Ev = ∑ Q_˚ (F )f_˚ (F )v ⊂ ∑ im Q_˚ (F ). á ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÑ ker q_i(F ) ∩ ker q_j(F ) = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ

ÎÏÄ(q_i; q_j) = 1 ⇒ ∃ g; h ∈ k[x] : g · q_i + h · q_j = 1

É v = Ev = g(F )q_i(F )v + h(F )q_j (F )v = 0 ËÁË ÔÏÌØËÏ q_i(F )v = q_j(F )v = 0.

11.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ É ÐÒÏÅËÔÏÒÙ. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ F^2 − 1 = (F + 1)(F − 1) = 0, ÔÏ

V = V_+ ⊕ V_− Ó V_± = ker(F ∓ 1) = im (F ± 1)

É ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ v = v_+ + v_− Ó v_± = (v ± F v)=2 ∈ V_± (ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÜÔÉÍ, ËÏÇÄÁ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ). äÒÕÇÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ: ÅÓÌÉ F^2 = E, Ô. Å. F (F − 1) = 0, ÔÏ

im F = ker(F − 1) = {v | F (v) = v} É V = ker F ⊕ im F ;

Ô. Å. F ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ V ÎÁ im F ŒÄÏÌØ ker F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ ÎÁÄ k ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÁÎÎÕÌÉ- ÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÀÝÉÍÓÑ ÎÁÄ k ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

72 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

11.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. åÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Ø_F (t) = det(tE − F ) = ∏ (t − ˘_˚ )^{m˚} ; ÇÄÅ ˘_˚ ≠ ˘_¯ :

ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K_˚ = ker(F − ˘_˚ )^{m˚} ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ (ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ) É

V = ⊕K_˚ :

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K_˚ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅŒÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K_˚ = ∪_{m⩾1} ker(F − ˘_˚ E)^m É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ŒÓÅÈ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ŒÓÅÈ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘ ÒÁŒÅÎ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ˘ ËÁË ËÏÒÎÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

äÒÕÇÉÍ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ËÏÒÎÅŒÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ t ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÁÖÄÏÇÏ (t − ˘_˚ )^{m˚} Ó ˘_˚ ≠ 0, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g_˚ (t), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

t · g_˚ (t) ≡ ˘_˚ (mod (t − ˘_˚ )^{m˚} )

(ÐÒÉ ˘_˚ = 0 ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ g_˚ = 0). ðÏ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_˚ , ÔÁË ÞÔÏÂÙ

f_˚ ≡ { 1 (mod (t − ˘_˚ )^{m˚} ) 0 (mod (t − ˘_¯)^{m¯} ) ÐÒÉ ¯ ≠ ˚ :

ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p_s(t) = ∑ t g_˚ f_˚ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É

p_s(t) ≡ ˘_˚ (mod (t − ˘_˚ )^{m˚} )

ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˚. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ p_s(F ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÒÎÅŒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ K_˘ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ˘, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ p_n(F )^{def}= F − p_s(F ) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

11.2.3. óìåäóôœéå. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ p_s; p_n ∈ k[t] ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ F = p_s(F ) + p_n(F ), ÐÒÉÞčÍ p_n(F ) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ, Á p_s(F ) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ^4 É ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÒÎÅŒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. □

11.2.4. óìåäóôœéå (áääéôéœîïå òáúìïöåîéå öïòäáîá). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F_s É F_n, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ F_n ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ, F_s ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ^5, F = F_s + F_n É F_sF_n = F_nF_s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ: ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ F_s = p_s(F ), F_n = p_n(F ). âÕÄÕÞÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ F , ÜÔÉ ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, Á ÔÁËÖÅ Ó ÌÀÂÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏÍ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÍ Ó F . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F = F^′_s + F^′_n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ, F^′_s ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó F , Á ÚÎÁÞÉÔ É Ó F_s. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ- ÚÏŒÁÔØ Œ ÏÄÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F_s | ÜÔÏ ËÏÒÎÅŒÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K_˘. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ F − F^′_s ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F^′_s ÎÁ K_˘ ÒÁŒÎÙ ˘. îÏ ÔÏÇÄÁ F^′_s = F_s, Á ÚÎÁÞÉÔ, É F^′_n = F − F^′_s = F − F_sF_n. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ V , ÔÏ É F_s, É F_n ÔÏÖÅ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ U Œ W .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F G = GF ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÉÈ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÎÙ ÓÕÍÍÁÍ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ: (F + G)_s = F_s + G_s É (F + G)_n = F_n + G_n .

4ÉÎÄÅËÓ ĂsĄ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔ semisimple; Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÌÕ- ÐÒÏÓÔÙÍÉ (Á ÓËÁÌÑÒÎÙÅ | ÐÒÏÓÔÙÍÉ)

5ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Fs É Fn ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F

11.3. æÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ k = C. ôÏÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Œ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ C^f� C, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÕÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ

f(˘ + t) = ∑ k⩾0 1 k! f^{(k)}(˘)(t − ˘)^k ; ÇÄÅ f^{(k)}(t)^{def}= d^k dt^k f(t) : (11-5)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f(F ) ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

J_˘(m) = C[t]= ((t − ˘)^m)

ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ F Œ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (11-5), ÞÔÏ ÄÁčÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ

f(F )|_{J˘(m)} = f(˘) · Id_{J˘(m)} + f^′(˘) · ȷ + 1 2 f^{′′}(˘) · ȷ^2 + · · · + 1 (m − 1)!

f^{(m−1)}(˘) · ȷ^{m−1} ; (11-6)

ÇÄÅ ȷ | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (t − ˘) Œ ËÏÌØÃÅ C[t]= ((t − ˘)^m), ËÁË Œ n^∘ 11.1.3. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÄŒÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÙŒÏÄÁ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(F ) ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F (ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ÆÕÎË- ÃÉÉ f). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ p(t) ∈ C[t], ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÕÓÌÏŒÉÑÍ

f^{(k)}(˘) = p^{(k)}(˘) ÐÒÉ ŒÓÅÈ 0 � k � ¯(˘) − 1 ; (11-7)

ÇÄÅ ¯(˘) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ŒÉÄÁ (t − ˘)^m ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F (Ô. Å. ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ ˘ Œ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p_f ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

õËÁÚÁÎÉÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ p_f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒ- ÛÅÊÓÑ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ.

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÕÌÁ (11-6) ÉÍÅÌÁ ÓÍÙÓÌ, ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (11-5): ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ f^{(k)}(˘) ∈ C ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 � k � ¯(˘) − 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C^{m1;m2;:::;mr}_{˘1;˘2;:::;˘r} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ C^f� C, ÉÍÅÀÝÉÈ Œ ÔÏÞËÁÈ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_r ∈ C ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ f^{(k)}(˘_˚ ) ∈ C ÐÏÒÑÄËÏŒ 0 � k � (m_˚ − 1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ C^{m1 ;m2;:::;mr}

˘_1 ;˘_2 ;:::;˘_r ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ C-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

C^{m1 ;m2;:::;ms}

˘_1 ;˘_2 ;:::;˘_s f →(s^{m1}_{˘1} f; ::: ; s^{mr}_{˘r} f ) � r⨁ ˚=1 C[t] ((t − ˘_˚ )^{m˚} ) ≃ C[t] ( ∏ (t − ˘_˚ )^{m˚} )

; (11-8)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÂÏÒ Åč m_˚ -ÓÔÒÕÊ Œ ÔÏÞËÁÈ ˘_˚

s^{m˚}_{˘˚} f^{def}=

m_˚ −1∑

k=0 f^{(k)}(˘_˚ ) (t − ˘_˚ )^k (mod (t − ˘_˚ )^{m˚} ) ;

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ C-ÁÌÇÅÂÒ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ¯_F = ∏ (t − ˘_˚ )^{m˚} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , ÉÚ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ

C^{m1;m2;:::;mr}

˘_1;˘_2;:::;˘_r f→p_f (F ) �

End_C(V ) ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÐÅÒÁÔÏÒ p_f (F ), ÇÄÅ p_f ∈ C[t]=(¯_F (t)) ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ f ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÅ (11-8), É ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) ≡ 1 É f(t) = t Œ Id_V É F ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ïÂÒÁÚ p_f (F ) ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^{m1;m2;:::;mr}

˘_1;˘_2;:::;˘_r ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f(F ) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎË-

ÃÉÅÊ f ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

74 áÌÇÅÂÒÁ, 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ ¯_F (t) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ f ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ø_F (t) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.10. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ∈ End_C(V ) ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_r ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ k_1; k_2; : : : ; k_r É f ∈ C^{k1 ;k2;:::;kr}

˘_1 ;˘_2 ;:::;˘_r . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Pf (t) ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ ∑ k_˚ , É ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ f^{(‘)}(˘_˚ ) = P^{(‘)}_f (˘_˚ ) ÐÒÉ ŒÓÅÈ 0 � ‘ � (k_˚ − 1), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ P_f (F ) = f(F ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÙÓËÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÔÒÕÄÎÏ, Á ÄÌÑ Ø_F (t) ÅÓÔØ ÑŒÎÏÅ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

11.3.1. ìåííá. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ∈ End_C(V ) ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_r ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ k_1; k_2; : : : ; k_r É f ∈ C^{k1;k2;:::;kr}_{˘1;˘2;:::;˘r} . ôÏÇÄÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f(F ) ÉÓÞÅÒÐÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ f(˘_˚ ), É ÐÒÉ f^′(˘_˚ ) ≠ 0 ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÉÄÁ (t−˘_˚)^m ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ (t − f(˘_˚ ))^m ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f(F ). ðÒÉ f^′(˘_˚ ) = 0 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÉÄÁ (t − ˘_˚ )^m ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F (Ó m ¿ 1) ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f(F ) ŒÉÄÁ (t − f(˘_˚ ))^‘ Ó ‘ ¡ m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ (11-6) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f(F ) ÎÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ J_˘(m) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÒÁŒÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, f(˘) · Id É

ı = f^′(˘) · ȷ + 1 2 f^{′′}(˘) · ȷ^2 + · · · :

ðÏÓËÏÌØËÕ ı^{m−1} = f^′(˘)^{m−1} ·ȷ^{m−1} ≠ 0 ÐÒÉ f^′(l) ≠ 0, ÖÏÒÄÁÎÏŒ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ı ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ. ðÒÉ f^′(l) = 0 É m ¿ 1 ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ı ÂÕÄÅÔ ÁÎÎÕÌÉÒÏŒÁÔØÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ, ÞÅÍ m. □