Ńěłűĺ£ 5 Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň

.İřňĺšőćż ŕřőśšřăŋśšćă .İřňĺšőćă čěőňěšřĺ£ .Ŋőřňăńĳŋżě őŕěřăšőřż ć ¡řňĺšőćőň ĺ ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě .Śăňőśőŕř£ę-ěŋŋőśšĳ, ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋőśšĳ ĺ ĺğőňěšřĺůŋőśšĳ .Śőąśšćěŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřőć .Ďřşčĺě ŕřĺńőęěŋĺ£ ńěňňż ő łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřăţ

x1. İřňĺšőćż ŕřőśšřăŋśšćă

Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ĺğşůĺň śšřőěŋĺě ŋěłőšőřżţ ěśšěśšćěŋŋżţ łńăśśőć őŕěřăšőřőć ŋă ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ŕřĺ ¡šőň ňż ąşďěň śńěďőćăšĳ ŋăňěůěŋŋőľ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ śţěňě řăśśşęďěŋĺľ: śŋăůăńă ĺśśńěďşěň śšřőěŋĺě łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋŋżţ őŕěřăšőřőć, ă ğăšěň śŕşśšĺň ¡šĺ śćőľśšćă ć ĺśţőďŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

1.1. Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă. Ŕşśšĳ V | ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ C ⊗ V = V ⊕ iV | ěčő łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£. Ŋăň ąż ţőšěńőśĳ łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăšĳ šăłęě ĺ ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş ŋă V ďő ŋěłőšőřőčő \śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£" ŋă C ⊗ V . Ěśńĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěň ęě ŕřĺ-ěňőň, ůšő ĺ ŕřĺ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă, š.ě. ŕřőďőńęĺšĳ ťőřňş (v; w) ŋă ćěłšőřż ćĺďă v_1 + iv_2 ŕő łőňŕńěłśŋőľ ąĺńĺŋěľŋőśšĺ, ŕőńăčă£:

(v_1 + iv_2; w_1 + iw_2)_C^{def}= (v_1; w_1) − (v_2; w_2) + i ( (v_1; w_2) + (v_2; w_1) ) ; šő ŕőńşůĺšś£ śĺňňěšřĺůŋă£ łőňŕńěłśŋő-ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă (∗; ∗)_C ŋă C ⊗ V , ŋăğżćăěňă£ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ĺśţőďŋőľ ćěźěśšćěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŋă V . Şćż, ¡šă ťőřňă ŋě őąńăďăěš śćőľśšćăňĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£: śłăń£řŋżě łćăďřăšż łőňŕńěłśŋżţ ćěłšőřőć ąşďşš, łăł ŕřăćĺńő, ŋěćěźěśšćěŋŋż, ă ş ůĺśšő ňŋĺňżţ ćěłšőřőć ćěźěśšćěŋŋż, ŋő őšřĺűăšěńĳŋż!

Ğăďăůă 5.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ŋě śşźěśšćşěš ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋżţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň.

Šěň śăňżň, łőňŕńěłśŋő-ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ŋě ŕřĺčőďŋż ďń£ šőčő, ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ ňěšřĺłş ŋă C ⊗V ĺ ğăŋĺňăšĳś£ ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě őřšőčőŋăńĳŋőľ čěőňěšřĺěľ. Ůšőąż őąőľšĺ 59

¡šş ŋěŕřĺ£šŋőśšĳ, ěćłńĺďőćş ťőřňş ŕřőďőńęă¿š ŕő ŕěřćőňş ăřčşňěŋšş ńĺŋěľŋő, ă ŕő ćšőřőňş | ăŋšĺńĺŋěľŋő, š.ě. šăł, ůšőąż ňŋĺňă£ ěďĺŋĺűă ćżŋőśĺńăśĳ ĺğ ćšőřőčő ăřčşňěŋšă śő ğŋăłőň ňĺŋşś. Ŕőńşůă¿źă£ś£ ŕřĺ šăłőň ŕřőďőńęěŋĺ ťőřňă ŋă C ⊗ V őąőğŋăůăěšś£ šăłęě, łăł ĺ ĺśţőďŋőě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ĺšăł, ňż ŕőńăčăěň:

(v_1 + iv_2; w_1 + iw_2)^{def}= (v_1; w_1) + (v_2; w_2) + i ( (v_2; w_1) − (v_1; w_2) ) : Ğăďăůă 5.2. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕőśšřőěŋŋă£ ťőřňă őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

(i) ćěźěśšćěŋŋă£ ąĺńĺŋěľŋőśšĳ (ii) (zv; w) = z(v; w) = (v; —zw) ∀z ∈C ∀v; w ∈ C ⊗ V (iii) (v; w) = (w; v) ∀v; w ∈ C ⊗ V (iv) (v; v) ∈ R ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋő ďń£ ń¿ąőčő ŋěŋşńěćőčő v ∈C ⊗ V Śćőľśšćă (i) ĺ (ii) ć śőćőłşŕŋőśšĺ ŋăğżćă¿šś£ łőňŕńěłśŋőľ ŕőńşšőřăńĺŋěľŋőśšĳ¿, śćőľśšćő (iii) | ¡řňĺšőćőľ śĺňňěšřĺůŋőśšĳ¿ (ĺńĺ ŕřőśšő ¡řňĺšőćőśšĳ¿), śćőľśšćő (iv) | ŕőńőęĺšěńĳŋőľ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĳ¿.

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő W , ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ŋăğżćăěšś£

¡řňĺšőćżň, ěśńĺ ŋă ŋ-ěň ťĺłśĺřőćăŋă ŕőńşšőřăńĺŋěľŋă£ ŕőńőęĺšěńĳŋő-őŕřěďěń-ěŋŋă£ ¡řňĺšőćő śĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă (v; w) : W × W −→ C .

İšă ťőřňă ŋăğżćăěšś£ ¡řňĺšőćżň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ĺńĺ ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřőľ.

1.2.1. Ŕřĺňěřż Ěśńĺ V = R śő śšăŋďăřšŋőľ ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřőľ (x; y) =^∑ x^ν y^ν , šő ¡řňĺšőćżň ŕřőďőńęěŋĺěň ¡šőľ śšřşłšşřż ŋă C^n = C ⊗ R^n ąşďěš ťőřňă, ďěľśšćş¿źă£ ŋă śšőńąűż łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń w; z ŕő ŕřăćĺńş:

(w; z) = ∑ w^ν —z^ν

Őŋă ŋăğżćăěšś£ śšăŋďăřšŋőľ ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřőľ ŋă C^n .

Ěśńĺ V | ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă őšřěğłě [a; b] śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň

(f; g) = b∫ a f(t)g(t)dt;

šő C ⊗ V ěśšěśšćěŋŋő őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ŕřőśšřăŋśšćőň łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżţ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ [a; b] → C , ă ¡řňĺšőćő ŕřőďőńęěŋĺě śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ

(f; g) = b∫ a f(t)g(t) dt:

Ŋăńĺůĺě ¡řňĺšőćőľ ťőřňż ŕőğćőń£ěš řăğćĺšĳ ŋă łőňŕńěłśŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őřšőčőŋăńĳŋş¿ ĺ ňěšřĺůěśłş¿ čěőňěšřĺ¿, ćŕőńŋě ăŋăńőčĺůŋş¿ ěćłńĺďőćőľ. Őŕĺÿěň ćłřăšűě ě-ě őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£.

1.3. Ňăšřĺűż Čřăňă. İřňĺšőćă śšřşłšşřă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě, ŕőřőęď-ěŋŋőň ćěłšőřăňĺ v_1; v_2; : : : ; v_m , ćŕőńŋě őŕřěďěń£ěšś£ (łăł ĺ ěćłńĺďőćă) ğăďăŋĺěň ňăšřĺűż Čřăňă G_v = ((v_i; v_j )). Šăłă£ ňăšřĺűă őą£ğăšěńĳŋő ¡řňĺšőćő-śĺňňěšřĺůŋă, š.ě. şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş

G^t_v = —G_v

§1: İřňĺšőćż ŕřőśšřăŋśšćă 61

(čďě ůěřšă őğŋăůăěš łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě ćśěţ ¡ńěňěŋšőć).

Ğăďăůă 5.3. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ěśńĺ (z) ĺ (w) | ¡šő śšőńąűż łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăğńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŕő őąřăğş¿źĺň v_1; v_2; : : : ; v_m , šő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě (z; w) ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě (z; w) = (z)^tG_v ( —w).

Ğăďăůă 5.4. Ŕşśšĳ ŋěłĺľ ŋăąőř ćěłšőřőć fi = (fi1; fi2; : : : ; fis) ść£ğăŋ ś ŋěłĺň ďřşčĺň ŋăąőřőň ćěłšőřőć v = (v_1; v_2; : : : ; v_s) ŕő ťőřňşńě fi = vC_{vτ} . Ćżćěďĺšě ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ, ůšő G_τ = C^t_{vτ} G_v —C_{vτ} ¿

1.4. Őřšőčőŋăńĺğăűĺ£. Ąăğĺś e = {e1; e2; : : : ; en} ¡řňĺšőćă ŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćăěšś£ őř-

šőŋőřňĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ ěčő ňăšřĺűă Čřăňă ěďĺŋĺůŋă£: G_e = E, š.ě. (e_i; e_j ) = ‹_{ij} .

Ğăďăůă 5.5. Ďőłăęĺšě, ůšő łőőřďĺŋăšż z^j ćěłšőřă v ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě e_1; e_2; : : : ; e_n ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ŕő ťőřňşńăň z^j = (v; e_j) = (e_j ; v).

Ŕřőűěśś Čřăňă-Ÿňĺďšă ďőśńőćŋő ŕěřěŋőśĺšś£ ć ¡řňĺšőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺ ŕőğćőń£ěš ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąăğĺś {fi_1; fi_2; : : : ; fi_n} ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś {e_1; e_2; : : : ; e_n} šăł, ůšő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ŕěřćżţ k ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ć őąőĺţ ąăğĺśăţ ąşďěš őďĺŋăłőćă ŕřĺ ćśěţ k = 1; : : : ; n.

Łăł ĺ ć ěćłńĺďőćőľ čěőňěšřĺĺ, őšś¿ďă śřăğş ŕőńşůăěšś£ 1.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Őŕřěďěńĺšěńĳ Čřăňă det Gv £ćń£ěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň ŋěőšřĺűă-

šěńĳŋżň ůĺśńőň ĺ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŋăąőř v = (v_1; v_2; : : : ; v_m) ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺň.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő śšřőłĺ ňăšřĺűż Čřăňă ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺňőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć ąşďşš šăłęě ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, ă őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż Čřăňă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňőčő ŋăąőřă řăćěŋ łćăďřăšş ňőďşń£ | det C_{ev} |^2 = det C_{ev} ·det —C_{ev} őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă őš ¡šőčő ŋăąőřă v ł őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőňş ŋăąőřş e.

1.5. İřňĺšőćă ňěšřĺłă. Ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ őŕřěďěńĺšěń£ Čřăňă ć śńşůăě ŋăąőřă ĺğ ďćşţ ćěłšőřőć v; w ŕřĺćőďĺš ł ¡řňĺšőćş ŋěřăćěŋśšćş Ąşŋ£łőćśłőčő-Łőÿĺ-Ÿćăřűă

|(v; w)|^2 6 (v; v) · (w; w);

ĺğ łőšőřőčő šőľ ęě ćżłńăďłőľ, ůšő ĺ ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě, ćżćőďĺšś£ ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă √ (v; v) + √ (w; w) ≥ √ (v + w; v + w):

Ğăďăůă 5.6. Şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň ĺ ďőłăęĺšě, ůšő ťőřňşńă ||v|| = √ (v; v) őŕřěďěń£ěš ŋőřňş ŋă ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Ňěšřĺłă, ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ¡šőľ ŋőřňőľ, ŋăğżćăěšś£ ¡řňĺšőćőľ ňěšřĺłőľ. Śőőšŋőÿěŋĺ£

(v + w; v + w) = ||v||^2 + ||w||^2 + 2Re(v; w)

(v + iw; v + iw) = ||v||^2 + ||w||^2 − 2iIm(v; w)

ŕőłăğżćă¿š, ůšő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ĺň ňěšřĺłě ŕő ťőřňşńě 2(v; w) = ||v + w||^2 − ||v + iw||^2

1.6. Şčńż. Ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă ŕőğćőń£ěš őŕřěďěńĺšĳ şčőń ňěęďş łőň-

ŕńěłśŋżňĺ ŕř£ňżňĺ ć ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě łăł ěďĺŋśšćěŋŋőě ’ ∈ [0; ı=2]:

cos ’ =

|(v; w)| ||v|| · ||w|| : Ğďěśĳ ňż śšăńłĺćăěňś£ ś ćăęŋżň őšńĺůĺěň łőňŕńěłśŋőľ ¡řňĺšőćőľ čěőňěšřĺĺ őš ćěźěśšćěŋŋőľ ěćłńĺďőćőľ. Ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ťőřňşńă cos ’ = (v; w)||v|| · ||w|| ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ őŕřěďěń£ěš őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ şčőń ňěęďş őřĺěŋšĺřőćăŋŋżňĺ ŕř£ňżňĺ.Ć śăňőň ďěńě, ć ě-ě ŕřăćőľ ůăśšĺ śšőĺš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŋăŕřăćń£¿źĺţ ćěłšőřőć u= ||u|| ĺ v= ||v||, ğăďă¿źĺţ ŋě šőńĳłő ŕř£ňżě, ŋő ĺ őřĺěŋšăűĺ¿ ŋă ŋĺţ, ĺąő ŋă ćěźěśšćěŋŋőľ ŕř£ňőľ ěďĺŋĺůŋżľ ŋăŕřăćń£¿źĺľ ćěłšőř ňőęŋő ćżąřăšĳ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ (ůšő ĺ ŋăğżćăěšś£ ťĺłśăűĺěľ őřĺěŋšăűĺĺ). Ŕřĺ śňěŋě őřĺěŋšăűĺĺ őďŋőľ ĺğ ŕř£ňżţ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ňěŋ£ěš ğŋăł, ůšő čěőňěšřĺůěśłĺ ćżřăęăěšś£ ć ŕěřěţőďě őš őďŋőčő şčńă ňěęďş ďćşň£ ŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ ŕř£ňżňĺ ł śňěęŋőňş ś ŋĺň şčńş.

Ć łőňŕńěłśŋőľ čěőňěšřĺĺ ďěńő őąśšőĺš śőćěřÿěŋŋő ĺŋăůě. Ŋăŕřăćń£¿źĺě ćěłšőřż ďńĺŋż 1 ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕř£ňőľ C^1 ğăŕőńŋ£¿š ěďĺŋĺůŋş¿ őłřşęŋőśšĳ S^1 ĺ ćżąőř őďŋőčő ĺğ ŋĺţ ŋě őŕřěďěń£ěš ŋĺłăłőľ \łőňŕńěłśŋőľ őřĺěŋšăűĺĺ" ć šőň śňżśńě, ůšő ŕěřěţőďş ł ďřşčőňş ŋăŕřăćń£¿źěňş ćěłšőřş ŋěńĳğ£ ŕřĺŕĺśăšĳ ŋĺłăłőčő ğŋăłă, łăł ć ćěźěśšćěŋŋőň śńşůăě. Ŕő¡šőňş şčőń ňěęďş łőňŕńěłśŋżňĺ ŕř£ňżňĺ | ćěńĺůĺŋă ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ (ĺ ŋĺłăłĺţ śňěęŋżţ şčńőć ć ¡řňĺšőćőľ čěőňěšřĺĺ ŋěš).

Ŕő šőľ ęě ŕřĺůĺŋě ĺ ĺğőňěšřĺĺ ňŋőčőňěřŋżţ ¡řňĺšőćżţ ŕřőśšřăŋśšć ŋěńĳğ£ řăğďěńĺšĳ ŋă śőąśšćěŋŋżě ĺ ŋěśőąśšćěŋŋżě.

1.7. Ĺğőňěšřĺĺ. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F : W −→ W ŋă ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě W ŋăğżćăěšś£ ĺğőňěšřĺěľ, ěśńĺ őŋ śőţřăŋ£ěš ¡řňĺšőćş ňěšřĺłş: ||F w|| = ||w|| ∀w ∈ W .

Ĺğőňěšřĺ£ ăćšőňăšĺůěśłĺ śőţřăŋ£ěš ĺ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě: (F v; F w) = (v; w) ∀v; w ∈ W , ă ŕőšőňş ğăďă-ěšś£ ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűěľ F_e śő śćőľśšćőň

F^t_e —F_e = E ĺńĺ F^{−1}_e = —F^t_e :

Šăłĺě ňăšřĺűż ŋăğżćă¿šś£ şŋĺšăřŋżňĺ.

Ğăďăůă 5.7. Şąěďĺšěśĳ, ůšő şŋĺšăřŋżě ňăšřĺűż řăğňěřă n × n śőśšăćń£¿š čřşŕŕş ŕő şňŋőęěŋĺ¿.

İšă čřşŕŕă ŋăğżćăěšś£ şŋĺšăřŋőľ čřşŕŕőľ ĺ őąőğŋăůăěšś£ U_n. Şŋĺšăřŋżě ňăšřĺűż C ∈ U_n, ŕőďőąŋő őřšőčőŋăńĳŋżň, şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ¿ | det C| = 1. Őďŋăłő, ć őšńĺůĺě őš ćěźěśšćěŋŋőčő śńşůă£, ć łőňŕńěłśŋőň śńşůăě ¡šő şśńőćĺě ŋě řăğąĺćăěš ĺğőňěšřĺĺ ŋă ďćă łńăśśă.

Ğăďăůă 5.8. Ďőłăęĺšě, ůšő Un śőśšăćń£ěš łőňŕăłšŋőě ść£ğŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ć Mat_n(C ).

Şłăğăŋĺě: ěśńĺ ¡šă ğăďăůă ŋě ŕőńşůĺńăśĳ Àś ţőďşÁ, ćěřŋĺšěśĳ ł ŋěľ ŕőśńě šőčő, łăł ŕřőůĺšăěšě ďő łőŋűă ¡šş ĺ śńěďş¿źş¿ ńěłűĺĺ.

1.8. Őąž-ěň. Ěśńĺ ŕřĺŕĺśăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋőňş őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőňş ąăğĺśş őąž-ěň 1, šő, łăł ĺ ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě, ć ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě őďŋőğŋăůŋő ğăťĺłśĺřşěšś£ (łőňŕńěłśŋőğŋăůŋă£) ťőřňă őąž-ěňă. Ě-ě ňőďşńĳ ŋě ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš ćżąőřă őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă ĺ őŕřěďěńĺš ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋżľ ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ őąž-ěň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďőć ć W , łőšőřżľ ąşďěš şďőćńěšćőř£šĳ ćśěň śšăŋďăřšŋżň ăłśĺőňăň.

1.9. Őřšőčőŋăńż. Łăł ĺ ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě, ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U1; U2 ⊂ W ŋăğżćă¿šś£ őřšőčőŋăńĳŋżňĺ, ěśńĺ (u_1; u_2) = 0 ∀u_1 ∈ U_1 ĺ ∀u_2 ∈ U_2. Ŕőśłőńĳłş (u_1; u_2) = (u_2; u_1), şśńőćĺě őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ śĺňňěšřĺůŋő.

Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćă U_1; U_2; : : : ; U_m ŕőŕăřŋő-őřšőčőŋăńĳŋż, šő śşňňă U_1 + U_2 + · · · + U_m ăćšőňăšĺůěśłĺ £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ, ĺąő u ∈ U_i ∩ U_j =⇒ (u; u) = 0 =⇒ u = 0.

Ďń£ ń¿ąőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U ⊂ W ňŋőęěśšćő ćěłšőřőć

U^⊥ = {w ∈ W | (u; w) = 0 ∀u ∈ U}

śőśšăćń£ěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć W , őřšőčőŋăńĳŋőě ł U. Ěśńĺ ćěłšőřż u_1; u_2; : : : ; u_m śőśšăćń£- ¿š ąăğĺś ć U, šő ∀w ∈ W őřšőčőŋăńĳŋă£ ŕřőěłűĺ£

ortpr_U (w)^{def}=

∑ (w; u_ν ) ||u_ν || · u_ν ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă u_ν , ŕőśłőńĳłş £ćń£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋőľ ąńĺęăľÿěľ ł łőŋűş ćěłšőřă w šőůłőľ ĺğ U. Ćěłšőř w − ortpr_ν (w) őřšőčőŋăńěŋ ł U, őšłşďă łăł ĺ ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě, śńěďşěš, ůšő W = U ⊕ U^⊥.

Ğăďăůă 5.9. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř ortpr_U őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň

(w; u) = (ortpr_U (w); u) ∀u∈U ∀w ∈W:

Ğăďăůă 5.10. Ďőłăęĺšě, ůšő U^{⊥⊥} = U.

x2. Ŋőřňăńĳŋżě őŕěřăšőřż.

Şśńőćĺňś£ ŕőď ŕřőśšřăŋśšćőň śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ŕőŋĺňăšĳ ńĺąő ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő, ńĺąő ¡řňĺšőćő ŕřőśšřăŋśšćő. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ňż ć őąőĺţ śńşůă£ţ őąőğŋăůăěň (∗; ∗). Ĺğńăčăěňă£ ďăńěě šěőřĺ£ ňőęěš ążšĳ ŕăřăńńěńĳŋő řăğćĺšă łăł ć ěćłńĺďőćőň, šăł ĺ ć ¡řňĺšőćőň śńşůăě. Ŋăÿĺ ťőřňşńż ąşďşš ŕĺśăšĳś£ ďń£ ¡řňĺšőćă śńşůă£, ŕőśłőńĳłş ěćłńĺďőć śńşůăľ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ ¡řňĺšőćă: ćśěčďă ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő łăł ćěźěśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ¡řňĺšőćőň, ŕőńşůěŋŋőň ć řěğşńĳšăšě ěčő łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ. Őďŋăłő ůĺšăšěń¿ ŋăśšő£šěńĳŋő řěłőňěŋďşěšś£ śăňőśšő£šěńĳŋő ŕřőćěśšĺ ćśě řăśśşęďěŋĺ£ ďń£ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ŋěğăćĺśĺňő őš ¡řňĺšőćőľ šěőřĺĺ.

2.1. Śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř. Őŕěřăšőř F^∗ : W −→ W ŋă ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ę-ěŋŋżň ł őŕěřăšőřş F : W −→ W , ěśńĺ ∀v; w ∈ W ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő

(F^∗v; w) = (v; F w):

Śšřőčő čőćőř£, šěřňĺŋ \śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř" şęě ĺśŕőńĳğőćăńś£ ŋăňĺ ć ŕěřćőľ ńěłűĺĺ ć ďřşčőň śňżśńě. Őďŋăłő, šăłőćă šřăďĺűĺ£, ĺ ňż ąşďěň ěľ śńěďőćăšĳ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ¡šő ŋě ŕřĺćěď-ěš ł ŕşšăŋĺűě, ŕőśłőńĳłş śőŕř£ę-ěŋŋżě ć śňżśńě ŕěřćőľ ńěłűĺĺ őŕěřăšőřż ŋăň ŋĺ řăğş ŋě ćśšřěš£šś£, ă ůěřěğ ńěłűĺ¿ ňż şćĺďĺň, ůšő őąă ŕőŋ£šĺ£ śőŕř£ę-ěŋŋőśšĺ śőćŕăďă¿š ŕřĺ ąőńěě ÿĺřőłőň ćğčń£ďě ŋă ćěźĺ.

Şśšřăŋĺň ďń£ ŋăůăńă łăęşźĺľś£ ŕřőĺğćőń ć ćżąőřě ňěęďş ńěćżň ĺ ŕřăćżň śőňŋőęĺšěńěň ć őŕřěďěńěŋĺĺ śőŕř£ę-ěŋŋőčő őŕěřăšőřă (ł őďŋőňş ĺğ ŋĺţ ŕřĺňěŋ£ěšś£ F , ł ďřşčőňş F^∗). Ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě řăćŋőśĺńĳŋőśšĳ ŋăŕĺśăŋŋőľ ćżÿě ťőřňşńż ťőřňşńě

(F v; w) = (v; F^∗w):

śńěďşěš ĺğ śĺňňěšřĺůŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ă ć ¡řňĺšőćőň | ŕřőćěř£ěšś£ ćżłńăď- łőľ (F v; w) = (w; F v) = (F^∗v; w) = (v; F^∗w):

2.1.1. Ńěňňă. Ćś£łĺľ őŕěřăšőř ć ŕřőśšřăŋśšćě śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň őąńăďăěš ĺ

ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋżň śőŕř£ę-ěŋŋżň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ¡řňĺšőć śńşůăľ. Ŕşśšĳ e = {e1; e2; : : : ; en} | ąăğĺś ć W ś ňăšřĺűěľ Čřăňă G_e ĺ (v); (w) | śšőńąűż łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć v; w ∈ W . Şśńőćĺě (F^∗v; w) = (v; F w) ğăŕĺśżćăěšś£ ňăšřĺůŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň

(v)^tF^{∗t}_e G_e( —w) = (v)^tG_e —F_e( —w);

ćżŕőńŋěŋĺě łőšőřőčő ďń£ ń¿ążţ v; w ∈ W řăćŋőśĺńĳŋő řăćěŋśšćş F^{∗t}_e G_e = G_e —F_e, ĺğ łőšőřőčő ňăšřĺűă F^∗_e őďŋőğŋăůŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ F_e:

F^∗_e = G^t_e^{−1} —F^t_e G^t_e (2-1)

Ěćłńĺďőć śńşůăľ ăŋăńőčĺůěŋ.

Ğăďăůă 5.11. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě ňăšřĺűă śőŕř£ę-ěŋŋőčő őŕěřăšőřă ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ňăšřĺűş ĺśţőďŋőčő őŕěřăšőřă ĺ ňăšřĺűş Čřăňă ŕő ťőřňşńě

F^∗_e = G^t_e^{−1}F^t_e G^t_e � Ĺğ ŋăŕĺśăŋŋżţ ćżÿě ťőřňşń ćżšěłăěš, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř ğăďă-ěšś£ ňăšřĺűěľ, łőšőřă£ łőňŕńěłśŋő-śőŕř£ęěŋă ł šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ňăšřĺűě ĺśţőďŋőčő őŕěřăšőřă (ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě śńőćă ő łőňŕńěłśŋőľ śőŕř£ę-ěŋŋőśšĺ ňőęŋő őŕşśšĺšĳ).

2.1.2. Şšćěřęďěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě: F → F^∗ £ćń£ěšś£ ăŋšĺńĺŋěľŋżň ăŋšĺčőňőňőřťĺğ-

ňőň C -ăńčěąřż HomC (W; W ), ŕřĺů-ěň ěčő łćăďřăš řăćěŋ ěďĺŋĺűě: F^{∗∗} = F .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. C -ăŋšĺńĺŋěľŋőśšĳ

(z_1F_1 + z_2F_2)^∗ = —z_1F^∗_1 + —z_2F^∗_2

śńěďşěš ŕř£ňő ĺğ ťőřňşńż (2-1). Řăćěŋśšćő F^{∗∗} = F ĺ (F G)^∗ = G^∗F^∗ šăłęě ňőęŋő ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŕřőćěřĺšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ¡šőľ ťőřňşńż, ŋő ŕřőźě ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ őŕřěďěńěŋĺěň (ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ¿):

(F Gv; w) = (Gv; F^∗w) = (v; G^∗F^∗w)

őğŋăůăěš, ůšő (F G)^∗ = G^∗F^∗, ă řăćěŋśšćő F^{∗∗} = F ěśšĳ ńĺÿĳ ŕěřěťőřňşńĺřőćłă šőčő, ůšő şśńőćĺ£ (F v; w) = (v; F^∗w) ĺ (F^∗v; w) = (v; F w) řăćŋőśĺńĳŋż. �

Ğăďăůă 5.12. Łăł ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ ¡šő ŕřěďńőęěŋĺě ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě? 2.1.3. Śńěďśšćĺě. Őŕěřăšőř śőŕř£ęěŋĺ£ F → F^∗ őŕřěďěń£ěš ćěźěśšćěŋŋş¿ śšřşłšşřş

ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Hom_C (W; W ), š.ě. řăğńőęěŋĺě

Hom_C (W; W ) = Hom^+_C (W; W ) ⊕ Hom^−_C (W; W ); čďě Hom^+_C (W; W ) = {F | F^∗ = F } Hom^−_C (W; W ) = {F | F^∗ = −F } = iHom^+_C (W; W )

£ćń£¿šś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ć Hom_C (W; W )

Őŕěřăšőřż ĺğ Hom^+ ĺ Hom^− ŋăğżćă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżňĺ ĺ ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋżňĺ (ĺńĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżňĺ). §ćŋő řăğńőęěŋĺě ń¿ąőčő őŕěřăšőřă ć śşňňş śăňő- ĺ ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋőčő ďă-ěšś£ ťőřňşńőľ: F = F + F^∗ 2 + F − F^∗ 2 : Ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě őŕěřăšőřż ğăďă¿šś£ ¡řňĺšőćő śĺňňěšřĺůŋżňĺ ňăšřĺűăňĺ (š. ě. šăłĺňĺ, ůšő M^t = —M), ă ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě | ¡řňĺšőćő łőśőśĺňňěšřĺůŋżňĺ ňăšřĺűăňĺ (š. ě. šăłĺňĺ, ůšő M^t = − —M).

Ğăďăůă 5.13. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šĺŕ śĺňňěšřĺĺ ňăšřĺűż ĺğňěŋ£ěšś£ ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ćśěţ ě-ě ¡ńěňěŋšőć ŋă i.

Ğăďăůă 5.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ŋă ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě šăłęě £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżţ ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋżţ őŕěřăšőřőć, ŕřĺů-ěň ŕěřćżě ğăďă¿šś£ ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě śĺňňěšřĺůŋżňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ňăšřĺűăňĺ, ă ćšőřżě | łőśőśĺňňěšřĺůŋżňĺ (š.ě. ňěŋ£¿źĺňĺ ğŋăł ŕřĺ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺĺ).

2.1.4. Ŕřĺňěř. Ć šěřňĺŋăţ őŕěřăűĺĺ ∗ ĺğőňěšřĺĺ ¡řňĺšőćă ŕřőśšřăŋśšćă ňőęŋő ţăřăłšěřĺğőćăšĳ łăł ŋěćżřőęďěŋŋżě őŕěřăšőřż, śőŕř£ę-ěŋŋżě śćőěňş őąřăšŋőňş: F^∗ = F^{−1}. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ F^∗ = F^{−1}, šő ŕőńăčă£ ć

(F v; ; w) = (v; F^∗w) = (v; F^{−1}w)

ćěłšőř w řăćŋżň w = F u, ŕőńşůĺň, ůšő ∀u; v (F v; F u) = (v; u). Ŋăőąőřőš, ŕőśłőńĳłş ćś£łă£ ĺğőňěšřĺ£ ŋěćżřőęďěŋă, ć řăćěŋśšćě (F v; F w) = (v; w) ňőęŋő ćğ£šĳ w = F^{−1}u ĺ ŕőńşůĺšĳ (F v; u) = (v; F^{−1}u) ∀v; u, őšłşďă F^{−1} = F^∗.

2.1.5. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ V | ŕřőśšřăŋśšćő ąěśłőŋěůŋő čńăďłĺţ ťşŋłűĺľ ŋă őšřěğłě [a; b], ğăŋşń£¿źĺţś£ ŋă łőŋűăţ őšřěğłă ćňěśšě śő śćőĺňĺ ŕřőĺğćőďŋżňĺ. Ććěď-ěň ŋă V ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş ŕő ťőřňşńě

(f; g) = b∫ a f(t)g(t)dt;

ĺ ćżůĺśńĺň őŕěřăšőř, śőŕř£ę-ěŋŋżľ ł ddt : f −→ f^′. Ĺŋšěčřĺřş£ ŕő ůăśš£ň, ŋăţőďĺň

( d dt f; g) = b∫ a f^′gdt = − b∫ a fg^′dt = (f; − d dt g): Šěň śăňżň őŕěřăšőř ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋ. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ | śăňőśőŕř£ę-ěŋ. Ŕőśłőńĳłş śőŕř£ęěŋĺě £ćń£ěšś£ ăŋšĺčőňőňőřťĺğňőň ăńčěąřż őŕěřăšőřőć, šő, ł ŕřĺňěřş, őŕěřăšőř, śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőřş

t^3 d^2 dt^2

: f(t) → t^3f^{′′}(t)

ąşďěš ďěľśšćőćăšĳ ŕő ŕřăćĺńş [ t^{3 d2}_{dt2} ]_∗ : f(t) → ( t^3f(t) )_{′′} = [t^{3 d2}_{dt2} + 6t^{2 d}_{dt} + 6t]f(t).

Ğăďăůă 5.15. Ć şśńőćĺ£ţ ŕřĺňěřă ćżůĺśńĺšě L^∗ ďń£

L = a(t) d^2 dt^2

+ b(t) d dt + c(t) : f → af^{′′} + bf + c

čďě a; b; c ∈ V .

2.2. Łřĺšěřĺĺ ŋőřňăńĳŋőśšĺ. Ćőŕřőś ő ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĺ őŕěřăšőřőć ć ŕřőśšřăŋśšćě śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ěśšěśšćěŋŋő śšăćĺšĳ ć ąőńěě śšřőčőľ ťőřňşńĺřőćłě: ćż£śŋĺšĳ, śşźěśšćşěš ńĺ ďń£ ďăŋŋőčő őŕěřăšőřă őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Őŕěřăšőřż, ďń£ łőšőřżţ šăłőľ ąăğĺś śşźěśšćşěš, ŋăğżćă¿šś£ŋőřňăńĳŋżňĺ. Ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń őŋĺ őŕĺśżćă¿šś£ śńěďş¿źěľ šěőřěňőľ.

2.3. Šěőřěňă. Śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă őŕěřăšőř F : W −→ W ć ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě W

ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż:

(i) F ĺňěěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď ć ŋěłőšőřőň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě. (ii) F F^∗ = F^∗F (iii) Őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě W^⊥_λ ł ń¿ąőňş śőąśšćěŋŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş W^⊥_λ = {w ∈ W | F w = –w} F -ĺŋćăřĺăŋšŋő (š.ě. ŕěřěţőďĺš ć śěą£ ŕřĺ ďěľśšćĺĺ F ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ŕřőďěńăěň łřşč (i)⇒(ii)⇒(iii)⇒ (i).

(i)⇒ (ii). Řăśśňőšřĺň śőąśšćěŋŋżľ őřšőŋőřňăńĳŋżľ ąăğĺś {e} ďń£ F . Šőčďă

F_e =

–_1 0 ... 0 –_n

; F^∗_e =

—–_1 0 ... 0 —–_n

őšłşďă

F_eF^∗_e = F^∗_e F_e =

|–_1|^2 0 ... 0 |–_n|^2

(ii)⇒ (iii). Ĺğ şśńőćĺ£ F_eF^∗_e = F^∗_e F_e ćżšěłăěš, ůšő ćś£łőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W_λ őŕěřăšőřă F ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő F^∗.

Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ w śőąśšćěŋŋżľ ďń£ F ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň – : F w = –w, šő F^∗w šăłęě ąşďěš śőąśšćěŋŋżň ďń£ F ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň –:

F (F^∗w) = F F^∗w = F^∗F w = F^∗–w = –F^∗w

Ŕřőćěřĺň, ůšő W^⊥_λ ŕěřěţőďĺš ć śěą£ ŕőď ďěľśšćĺěň F . Ŕşśšĳ u∈W^⊥_λ , š.ě. (u; w) = 0 ∀w ∈W . Šőčďă (F u; w) = (u; F^∗w) = 0 ∀w ∈ W

ŕőśłőńĳłş F^∗w ∈ W , ůšő ĺ ďőłăğżćăěš ĺňŕńĺłăűĺ¿ (ii)⇒ (iii).

(iii)⇒ (i). Ĺŋďşłűĺ£ ŕő řăğňěřŋőśšĺ. Ěśńĺ dim W = 1 ĺńĺ ěśńĺ F | čőňőšěšĺ£, šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ ş F ĺňěěšś£ ŋěšřĺćĺăńĳŋőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő 0 ≠ W_λ ⊂ W ś dim W_λ < dim W . Şśńőćĺě (iii) őğŋăůăěš, ůšő łăęďőě ĺğ śńăčăěňżţ őřšőčőŋăńĳŋőčő řăğńőęěŋĺ£ W = W_λ ⊕ W^⊥_λ

ŕěřěţőďĺš ć śěą£ ŕőď ďěľśšćĺěň F . Ŕő ĺŋďşłűĺĺ ňż ňőęěň ćżąřăšĳ śőąśšćěŋŋżě őřšőŋőřňăńĳŋżě ąăğĺśż ďń£ F ć W_λ ĺ W^⊥_λ . Ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě ąşďěš ĺśłőňżň ąăğĺśőň ć W . �

2.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Őŕěřăšőřż F : W −→ W ŋă ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě W , şďőćńěšćőř£-

¿źěň şśńőćĺ£ň šěőřěňż, ŋăğżćă¿šś£ ŋőřňăńĳŋżňĺ.

Ć ůăśšŋőśšĺ, ňż ćĺďĺň, ůšő ŋőřňăńĳŋżňĺ £ćń£¿šś£ śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě, ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋ-ŋżě ĺ ĺğőňěšřĺůěśłĺě őŕěřăšőřż.

2.4.1. Śńěďśšćĺě. Őŕěřăšőř F : W −→ W šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ śăňőśő-

ŕř£ę-ěŋŋżň, łőčďă őŋ ŋőřňăńěŋ ĺ ćśě ěčő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ćěźěśšćěŋŋż.

2.4.2. Śńěďśšćĺě. Őŕěřăšőř F : W −→ W šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ăŋšĺśăňőśő-

ŕř£ę-ěŋŋżň, łőčďă őŋ ŋőřňăńěŋ ĺ ćśě ěčő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ůĺśšő ňŋĺňż.

2.4.3. Śńěďśšćĺě. Őŕěřăšőř F : W −→ W šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺğőňěšřĺůěŋ, łőčďă őŋ

ŋőřňăńěŋ ĺ ćśě ěčő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ řăćŋż 1.

2.5. Łăŋőŋĺůěśłĺľ ćĺď őŕěřăšőřőć ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕřĺňěŋĺšĳ ŕřěďżďşźş¿ šěőřěňş ł ćěźěśšćěŋŋőňş őŕěřăšőřş ŋă ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě V , ňż śŋăůăńă ďőńęŋż ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăšĳ, ă ğăšěň ŕřőďőńęĺšĳ ěćłńĺďőćş ťőřňş ŋă V ďő ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřż ŋă W = C ⊗V . Ŕřĺ ¡šőň śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě, ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě ĺ ĺğőňěšřĺůěśłĺě őšŋőśĺšěńĳŋő ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřż ŋă V őŕřěăšőřż őśšăŋşšś£ šăłőćżňĺ ĺ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřě ŋă W (ĺţ ňăšřĺűż ć ćěźěśšćěŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšő ŋě ĺğňěŋ£šś£).

Őąžěďĺŋ££ śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋŋżţ ćěźěśšćěŋŋżţ őŕěřăšőřőć ć ŕăřż łőňŕńěłśŋő-śőŕř£ę-ěŋŋżţ, ňż ňőęěň ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ ŕřěďżďşźĺě śńěďśšćĺ£ ć ćěźěśšćěŋŋżţ šěřňĺŋăţ, ěśńĺ ćőśŕőńĳğşěňś£ řěğşńĳšăšăňĺ Şšć.2.2.2.

2.5.1. Śńěďśšćĺě. Śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě őąńăďăěš

őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň ąăğĺśőň ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć.

2.5.2. Śńěďśšćĺě. Łőśőśĺňňěšřĺůŋżľ őŕěřăšőř ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ć ŕőďţőď£-

źěň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋ ąńőůŋő ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ćĺďă

A_1 0 A_2 ... 0 A_k

; čďě A_k = ( 0 a_ν −a_ν 0 ) ; a_ν ∈ R

2.5.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ ĺğőňěšřĺ£ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ć ŕőďţőď£źěň őřšőŋőřňĺ-

řőćăŋŋőň ąăğĺśě ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ňăšřĺűěľ ćĺďă

Ŕ_1

... 0

Ŕ_k ±1 1 0 ... 1

;

čďě Ŕ_ν = ( cos ’_ν sin ’_ν − sin ’_ν cos ’_ν ) | ňăšřĺűă ŕőćőřőšă ŋă şčőń ’_ν : 0 < ’_ν < 2ı, ă (ěďĺŋśšćěŋ-

ŋă£) ňĺŋşś ěďĺŋĺűă ŕřĺśşšśšćşěš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ĺğőňěšřĺ£ ŋěśőąśšćěŋŋă£.

Ğăďăůă 5.16. Ł łăłőňş ćĺďş ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋőřňăńĳŋżľ őŕěřăšőř ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě?

Ćăęŋő ŕőďůěřłŋşšĳ, ůšő şłăğăŋŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őŕěřăšőřőć £ćń£¿šś£ łăŋőŋĺůěśłĺňĺ ć šőň śňżśńě, ůšő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ąńőłőć őŋĺ ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă ąăğĺśă ĺ śŕőśőąă ŕřĺćěďěŋĺ£. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śšő£źĺě ŋă ďĺăčőŋăńĺ ąńőłĺ őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćă¿šś£ ŕő ŋăąőřş łőřŋěľ (ś şů-ěšőň łřăšŋőśšěľ) ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńě- ŋă. Ğăďăůă 5.17. Şłăęĺšě, łăł ĺňěŋŋő.

Ćőš ěź-ě ŋěśłőńĳłő ŕőńěğŋżţ śćőľśšć ŋőřňăńĳŋżţ őŕěřăšőřőć.

Ğăďăůă 5.18. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋőřňăńěŋ, łőčďă őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ń¿ąőňş ěčő ĺŋćăřĺăŋšŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş (ŋě őą£ğăšěńĳŋő śőąśšćěŋŋőňş) šăłęě ąşďěš ĺŋćăřĺăŋšŋżň.

Ğăďăůă 5.19. Ďőłăęĺšě, ůšő śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ŋőřňăńĳŋőčő őŕěřăšőřă, ĺňě¿- źĺě řăğńĺůŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, őřšőčőŋăńĳŋż.

Ğăďăůă 5.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ŋăąőř śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŋőřňăńĳŋőčő őŕěřăšőřă ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ďő őřšőŋőřňăńĳŋőčő ąăğĺśă ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć.

2.6. Őšśšşŕńěŋĺě ő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ őŕěřăšőřăţ. Ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż ő ŋőřňăńĳŋżţ őŕěřăšőřăţ łń¿ůěćżň ňěśšőň £ćń£ěšś£ ťăłš, ĺğćěśšŋżľ łăł ńěňňă ő łőňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřăţ:

Ěśńĺ őŕěřăšőřż A ĺ B łőňňşšĺřş¿š, šő ćś£łőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ďń£ A ŕěřěćőďĺšś£ ć śěą£ őŕěřăšőřőň B.

Ŕřĺ ćśěľ śćőěľ ŕřőśšőšě (ěčő ďőłăğăšěńĳśšćő

Av = –v =⇒ A(Bv) = ABv = BAv = B(–v) = –Bv

ğăŋĺňăěš őďŋş śšřőůłş!) ¡šőš ťăłš ńěęĺš ć őśŋőćě ňŋőčĺţ čńşąőłĺţ řěğşńĳšăšőć, šăł ůšő ěśńĺ ćż \ŕřőŕşśšĺńĺ" ěčő ďćşň£ śšřăŋĺűăňĺ ćżÿě, šő £ ŕřĺğżćă¿ ćăś őąďşňăšĳ ěčő šěŕěřĳ. Őšňěšĳšě, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő őŋ śŕřăćěďńĺć ćśěčďă (ďń£ ń¿ążţ čőňőňőřťĺğňőć A; B ń¿ążţ ňőďşńěľ ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ łőńĳűăňĺ).

Ćőš ěź-ě őďŋő śńěďśšćĺě ńěňňż ő łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřăţ:

2.6.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ń¿ąőľ (ć šőň ůĺśńě ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăąőř ŕőŕăřŋő-ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ

őŕěřăšőřőć, ďěľśšćş¿źĺţ ć łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ-ğăňłŋşšżň ŕőńěň, ĺňěěš őąźĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ dimV = 1, ĺńĺ ěśńĺ ćśě őŕěřăšőřż | čőňőšěšĺĺ, šő ń¿ąőľ ŋěŋşńěćőľ v ∈ V £ćń£ěšś£ őąźĺň śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň. Ěśńĺ śřěďĺ őŕěřăšőřőć ěśšĳ ţőš£ ąż őďĺŋ, ŋě £ćń£¿źĺľś£ čőňőšěšĺěľ, šő ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő řăğňěřŋőśšĺ. İšőš őŕěřăšőř ĺňěěš śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő V_λ ś 0 < dimV_λ < dim V , ĺ ćśě őŕěřăšőřż ŕěřěćőď£š ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć śěą£, šăł ůšő ŕő ĺŋďşłšĺćŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ć V_λ ĺňěěšś£ őąźĺľ ďń£ ćśěţ őŕěřăšőřőć śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř.

Ğăďăůă 5.21. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ (ć šőň ůĺśńě ĺ ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăąőř ŕőŕăřŋőłőňňşšĺřş¿źĺţ ďĺăčőŋăńĺğĺřşěňżţ őŕěřăšőřőć ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěď-ěŋ ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ć őďŋőň őąźěň ďń£ ćśěţ őŕěřăšőřőć ąăğĺśě.