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𝟐 (необязательный)

Кватернионы
A12½⋄1 (бинарная группа октаэдра). Покажите, что а) объединение бинарной группы тет-
раэдра и ещё 24 кватернионов вида (±𝒎 ± 𝒏) ∕ √2, где 𝒎,𝒏 ∈ {𝒆, 𝒊, 𝒋, 𝒌} — различные
базисные элементы, составляют мультипликативную подгруппу 𝔒 ⊂ ℍ б) гомоморфизм
Ad∶ SU2 ↠ SO3, ℎ ↦ Adℎ, переводит 𝔒 в собственную группу 𝑂 октаэдра (явно укажи-
те вершины этого октаэдра и двойственного ему куба) в) стабилизатор точки 𝒆 ∈ ℍ в
группе𝑊𝔒 ⊂ SO(ℍ), порождённой отражениями 𝜎𝑞 ∶ ℍ → ℍ, ℎ ↦ −𝑞ℎ∗𝑞, с 𝑞 ∈ 𝔒, порожда-
ется отражениями в ортогоналах к чисто мнимым кватернионам из 𝔒 (сколько их? какую
фигуру они образуют?) г) кватернионы из группы 𝔒 являются вершинами правильного
многогранника с символом Шлефли (3, 3, 4): опишите звезду вершины 𝒆 и примыкающие
к 𝒆 грани всех размерностей, подсчитайте их количества, найдите порядок несобственной
группы многогранника и убедитесь, что она транзитивно действует на флагах.

A12½⋄2. Для каждого 𝑧 ∈ 𝔽4 положим 𝑧 ≝ 𝐹2(𝑧) = 𝑧2. Сколько элементов в группе
SU2(𝔽4) ≝ {𝑋 ∈ Mat2(𝔽4) | 𝑋𝑋𝑡 = 𝐸}

и как она устроена1?
A12½⋄3 (бинарная группа икосаэдра). Покажите, что а) объединение бинарной группы
тетраэдра и 96 кватернионов, которые получаются из (±𝒆±𝛼𝒊±𝛼−1𝒋)∕2, где 𝛼 = (1+√5)/2,
всевозможными чётными перестановками букв 𝒆, 𝒊, 𝒋, 𝒌, составляют мультипликативную
подгруппу 𝔍 ⊂ ℍ б) гомоморфизм Ad∶ SU2 ↠ SO3, ℎ ↦ Adℎ, переводит 𝔍 в собственную
группу 𝐼 икосаэдра (явно укажите вершины этого икосаэдра) в) стабилизатор точки 𝒆 ∈ ℍ
в группе 𝑊𝔍 ⊂ SO(ℍ), порождённой отражениями 𝜎𝑞 ∶ ℍ → ℍ, ℎ ↦ −𝑞ℎ∗𝑞, с 𝑞 ∈ 𝔍, порож-
дается отражениями в ортогоналах к 30 чисто мнимым кватернионам из 𝔍 и изомор-
фен несобственной группе икосаэдра г) кватернионы из группы 𝔍 являются вершинами
правильного многогранника с символом Шлефли (3, 3, 5): опишите звезду вершины 𝒆 и
примыкающие к 𝒆 грани всех размерностей, подсчитайте их количества, найдите поря-
док несобственной группы многогранника и убедитесь, что она транзитивно действует
на флагах.

A12½⋄4. Для каждого 𝑧 ∈ 𝔽25 положим 𝑧 ≝ 𝐹5(𝑧) = 𝑧5. Сколько элементов в группе
SU2(𝔽25) ≝ {𝑋 ∈ Mat2(𝔽25) | 𝑋𝑋𝑡 = 𝐸} ?

Не встречалась ли она Вам раньше?
A12½⋄5. Докажите, что все ненулевые элементы конечномерной ассоциативной 𝕜-алгебры
с единицей обратимы если и только если в этой алгебре нет делителей нуля.

A12½⋄6 (обобщённые кватернионы). Обозначим через 𝐻𝕜(𝛼,𝛽) ассоциативную 𝕜-алгебру с
единицей, порождённую (как 𝕜-алгебра) элементами 𝑖, 𝑗 с соотношениями 𝑖𝑗 = −𝑗𝑖, 𝑖2 = 𝛼,
𝑗2 = 𝛽, где 𝛼,𝛽 ∈ 𝕜×. Например, 𝐻ℝ(−1, −1) = ℍ. Покажите, что
а) 𝐻𝕜(𝛼, 1) ≃ Mat2(𝕜) для всех 𝛼 ∈ 𝕜× б) 𝐻𝕜(𝛿2𝛼, 𝛾2𝛽) ≃ 𝐻𝕜(𝛼,𝛽) для всех 𝛾, 𝛿 ∈ 𝕜×

в) обратимость всех ненулевых элементов 𝐻𝕜(𝛼,𝛽) равносильна анизотропности квад-
ратичной формы 𝑥20 − 𝛼𝑥21 − 𝛽𝑥22 + 𝛼𝛽𝑥23 на 4-мерном пространстве 𝕜4.

A12½⋄7 (октавы). Зададим на 8-мерном вещественном пространстве 𝕆 ≝ ℍ ⊕ 𝒍ℍ умноже-
ние, сопряжение и норму формулами (𝑝1 + 𝒍𝑞1)(𝑝2 + 𝒍𝑞2) ≝ (𝑝1𝑞1 − 𝑞2𝑞∗

1) + 𝒍(𝑝2𝑞1 + 𝑝∗
1𝑞2),

(𝑝 + 𝒍𝑞)∗ ≝ 𝑝∗ − 𝒍𝑞, ‖𝑤‖ ≝ 𝑤𝑤∗. Для любого ненулевого 𝑎 ∈ 𝕆 докажите, что ‖𝑎‖ ∈ ℝ>0 и
каждое из уравнений 𝑎𝑥 = 𝑏 и 𝑥𝑎 = 𝑏 имеет единственное решение2 при всех 𝑏 ∈ 𝕆.

1Каковы её факторы Жордана – Гёльдера, разложима ли она в (полу)прямое произведение?
2Будьте внимательны: алгебра 𝕆 не ассоциативна.


