
§4. Идеалы, фактор кольца и разложение на множители

4.1. Идеалы. Подкольцо 𝐼 коммутативного кольца 𝐾 называется идеалом, если вместе с каж-
дым своим элементом оно содержит и все его кратные. В n∘ 1.5.3 мы видели, что этим свой-
ством обладает ядро любого гомоморфизма колец. Множество всех элементов кольца, кратных
фиксированному элементу 𝑎 ∈ 𝐾, также является идеалом. Этот идеал обозначается

(𝑎) = {𝑘𝑎 | 𝑘 ∈ 𝐾} , (4-1)

и называется главным идеалом, порождённым 𝑎. Мы встречались с главными идеалами при
построении колец вычетов1 ℤ ∕ (𝑛) и 𝕜[𝑥] ∕ (𝑓), где они возникали как ядра гомоморфизмов
факторизацииℤ ↠ ℤ∕(𝑛),𝑚 ↦ [𝑚]𝑛, и𝕜[𝑥] ↠ 𝕜[𝑥]∕(𝑓),𝑔 ↦ [𝑔]𝑓, которые сопоставляют целому
числу (соотв. многочлену) его класс вычетов. Среди главных идеалов имеются тривиальный
идеал (0), состоящий только из нулевого элемента, и несобственный идеал (1), совпадающий со
всем кольцом. Идеалы, отличные от всего кольца, называются собственными.

Упражнение 4.1. Покажите, что следующие условия на идеал 𝐼 в коммутативном кольце 𝐾 с
единицей эквивалентны: а) 𝐼 = 𝐾 б) 1 ∈ 𝐼 в) 𝐼 содержит обратимый элемент.

Предложение 4.1

Коммутативное кольцо 𝐾 с единицей тогда и только тогда является полем, когда в нём нет
нетривиальных собственных идеалов.

Доказательство. Из упр. 4.1 вытекает, что в поле таких идеалов нет. Наоборот, если в кольце нет
нетривиальных собственных идеалов, то главный идеал (𝑏), состоящий из всех кратных произ-
вольно взятого элемента 𝑏 ≠ 0, совпадает со всем кольцом. В частности, он содержит единицу,
т. е. 1 = 𝑎𝑏 для некоторого 𝑎. Тем самым, любой ненулевой элемент 𝑏 обратим. □

4.1.1. Нётеровость. Любое подмножество 𝑀 ⊂ 𝐾 порождает идеал (𝑀) ⊂ 𝐾, состоящий из
всех элементов кольца𝐾, представимых в виде 𝑏1𝑎1+…+𝑏𝑚𝑎𝑚, где𝑎1, … , 𝑎𝑚 — произвольные
элементы множества 𝑀, а 𝑏1, … , 𝑏𝑚 — произвольные элементы кольца 𝐾, и число слагаемых
𝑚 ∈ ℕ также произвольно.

Упражнение 4.2. Убедитесь, что (𝑀) ⊂ 𝐾 это и в самом деле идеал, совпадающий с пересече-
нием всех идеалов, содержащих множество 𝑀.

Любой идеал 𝐼 ⊂ 𝐾 имеет вид (𝑀) для подходящего множества образующих 𝑀 ⊆ 𝐼: например,
всегда можно положить 𝑀 = 𝐼. Идеалы 𝐼 = (𝑎1, … , 𝑎𝑘) = {𝑏1𝑎1 + … + 𝑏𝑘𝑎𝑘 | 𝑏𝑖 ∈ 𝐾}, допуска-
ющие конечное множество образующих, называются конечно порождёнными. Мы встречались
с такими идеалами, когда доказывали существование наибольшего общего делителя в кольцах
целых чисел и многочленов с коэффициентами в поле.

Лемма 4.1

Следующие свойства коммутативного кольца 𝐾 попарно эквивалентны:

1) любое подмножество 𝑀 ⊂ 𝐾 содержит конечный набор элементов 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ∈ 𝑀, по-
рождающий тот же идеал, что и 𝑀

2) любой идеал 𝐼 ⊂ 𝐾 конечно порождён

1См. n∘ 1.4 на стр. 28 и n∘ 2.3.1 на стр. 44.
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3) любая бесконечная возрастающая цепочка вложенных идеалов 𝐼1 ⊆ 𝐼2 ⊆ 𝐼3 ⊆ … в 𝐾
стабилизируется в том смысле, что найдётся такое 𝑛 ∈ ℕ, что 𝐼𝜈 = 𝐼𝑛 для всех 𝜈 ⩾ 𝑛.

Доказательство. Ясно, что (1) влечёт (2). Чтобы получить (3) из (2), заметим, что объединение
𝐼 = ⋃ 𝐼𝜈 всех идеалов цепочки тоже является идеалом. Согласно (2), идеал 𝐼 порождён конеч-
ным набором элементов. Все они принадлежат некоторому идеалу 𝐼𝑛. Тогда 𝐼𝑛 = 𝐼 = 𝐼𝜈 при
𝜈 ⩾ 𝑛. Чтобы вывести (1) из (3), будем по индукции строить цепочку идеалов 𝐼𝑛 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛),
начав с произвольного элемента 𝑎1 ∈ 𝑀 и добавляя на 𝑘-том шагу очередную образующую
𝑎𝑘 ∈ 𝑀 ∖ 𝐼𝑘−1 до тех пор, пока это возможно, т. е. пока 𝑀 ⊄ 𝐼𝑘. Так как 𝐼𝑘−1 ⊊ 𝐼𝑘 , этот процесс
не может продолжаться бесконечно, и на каком-то шагу мы получим идеал, содержащий всё
множество 𝑀, а значит, совпадающий с (𝑀). □

Определение 4.1

Кольцо𝐾, удовлетворяющее условиям лем. 4.1, называется нётеровым. Отметим, что любое по-
ле нётерово.

Теорема 4.1 (теорема Гильберта о базисе идеала)

Если кольцо 𝐾 нётерово, то кольцо многочленов 𝐾[𝑥] также нётерово.

Доказательство. Рассмотрим произвольный идеал 𝐼 ⊂ 𝐾[𝑥] и обозначим через 𝐿𝑑 ⊂ 𝐾 множе-
ство старших коэффициентов всех многочленов степени не выше 𝑑 из 𝐼, а через 𝐿∞ = ⋃𝑑 𝐿𝑑 —
множество старших коэффициентов вообще всех многочленов из 𝐼.

Упражнение 4.3. Убедитесь, что все 𝐿𝑑 (включая 𝐿∞) являются идеалами в 𝐾.

Поскольку кольцо 𝐾 нётерово, все идеалы 𝐿𝑑 конечно порождены. Для каждого 𝑑 (включая
𝑑 = ∞) обозначим через 𝑓(𝑑)

1 , … , 𝑓(𝑑)
𝑚𝑑

∈ 𝐾[𝑥] многочлены, старшие коэффициенты которых

порождают соответствующий идеал 𝐿𝑑 ⊂ 𝐾. Пусть наибольшая из степеней многочленов 𝑓(∞)
𝑖 ,

старшие коэффициенты которых порождают идеал 𝐿∞, равна 𝐷. Покажем, что идеал 𝐼 порож-
дается многочленами 𝑓(∞)

𝑖 и 𝑓(𝑑)
𝑗 c 𝑑 < 𝐷.

Каждый многочлен 𝑔 ∈ 𝐼 сравним по модулю многочленов 𝑓(∞)
1 , … , 𝑓(∞)

𝑚∞
с многочленом,

степень которого строго меньше 𝐷. В самом деле, поскольку старший коэффициент многочле-
на 𝑔 лежит в идеале 𝐿∞, он имеет вид ∑ 𝜆𝑖𝑎𝑖, где 𝜆𝑖 ∈ 𝐾, а 𝑎𝑖 — старшие коэффициенты мно-
гочленов 𝑓(∞)

𝑖 . При deg𝑔 ⩾ 𝐷 все разности 𝛿𝑖 = deg𝑔 − deg 𝑓(∞)
𝑖 ⩾ 0, и можно образовать

многочлен ℎ = 𝑔− ∑ 𝜆𝑖 ⋅ 𝑓(∞)
𝑖 (𝑥) ⋅ 𝑥𝛿𝑖𝑖 , сравнимый с 𝑔 по модулю 𝐼 и имеющий deg ℎ < deg𝑔. За-

меняем 𝑔 на ℎ и повторяем процедуру, пока не получим многочлен ℎ ≡ 𝑔 (mod (𝑓(∞)
1 , … , 𝑓(∞)

𝑚∞
))

с deg ℎ < 𝐷. Теперь старший коэффициент многочлена ℎ лежит в идеале 𝐿𝑑 с 𝑑 < 𝐷, и мы можем
строго уменьшать его степень, тем же способом сокращая старший член путём вычитания из ℎ
подходящих комбинаций многочленов 𝑓(𝑑)

𝑗 c 0 ⩽ 𝑑 < 𝐷. □

Следствие 4.1

Если 𝐾 нётерово, то кольцо многочленов 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] также нётерово. □

Упражнение 4.4. Покажите, что кольцо формальных степенных рядов над нётеровым кольцом
нётерово.

Следствие 4.2

Любая система полиномиальных уравнений с коэффициентами в нётеровом кольце эквива-
лентна некоторой конечной своей подсистеме.
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Доказательство. Если кольцо 𝐾 нётерово, то кольцо 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] тоже нётерово, и в любом
множестве многочленов 𝑀 ⊂ 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] можно указать такой конечный набор многочленов
𝑓1, … , 𝑓𝑚 ∈ 𝑀, что каждый многочлен 𝑔 ∈ 𝑀 представляется в виде 𝑔 = ℎ1𝑓1 + … + ℎ𝑚𝑓𝑚 для
некоторых ℎ𝑖 ∈ 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛]. Поэтому любое уравнение вида𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0 с𝑔 ∈ 𝑀 является
следствием 𝑚 уравнений 𝑓1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = … = 𝑓𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0. □

4.1.2. Примеры ненётеровых колец. Кольцо многочленов от счётного множества пере-
менныхℚ[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, …], элементы которого суть конечные линейные комбинации с рациональ-
ными коэффициентами всевозможных мономов вида 𝑥𝑚1𝜈1 𝑥

𝑚2𝜈2 … 𝑥𝑚𝑠𝜈𝑠 не является нётеровым:
его идеал (𝑥1, 𝑥2, …), состоящий из всех многочленов без свободного члена, нельзя породить
конечным множеством многочленов.

Упражнение 4.5. Докажите это и выясните, является ли конечно порождённым идеал, образо-
ванный в кольце бесконечно гладких функций ℝ → ℝ всеми функциями, которые обраща-
ются в нуле в нуль вместе со всеми своими производными.

Предостережение 4.1. Подкольцо нётерова кольца может не быть нётеровым. Например, коль-
цо формальных степенных рядов ℂ⟦𝑧⟧ нётерово по упр. 4.4, тогда как его подкольцо образован-
ное рядами, сходящимися всюду в ℂ, нётеровым не является.

Упражнение 4.6. Приведите пример бесконечной возрастающей цепочки строго вложенных
идеалов в кольце сходящихся всюду в ℂ степенных рядов из ℂ⟦𝑥⟧.

4.2. Фактор кольца. Пусть на коммутативном кольце 𝐾 задано отношение эквивалентности,
разбивающее 𝐾 в дизъюнктное объединение классов эквивалентных элементов. Обозначим
множество классов через 𝑋 и рассмотрим сюрьективное отображение факторизации

𝜋∶ 𝐾 ↠ 𝑋 , 𝑎 ↦ [𝑎] , (4-2)

переводящее элемент 𝑎 ∈ 𝐾 в его класс эквивалентности [𝑎] ⊂ 𝐾, являющийся элементом
множества 𝑋. Мы хотим задать на множестве 𝑋 структуру коммутативного кольца, определив
сложение и умножение теми же сами правилами

[𝑎] + [𝑏] = [𝑎 + 𝑏] , [𝑎] ⋅ [𝑏] = [𝑎𝑏] , (4-3)

которые мы использовали в кольцах вычетов. Если эти правила корректны, то аксиомы ком-
мутативного кольца в 𝑋 будут автоматически выполнены, как и для колец вычетов, поскольку
формулы (4-3) сводят их проверку к проверке аксиом коммутативного кольца в𝐾. В частности,
нулевым элементом кольца𝑋 будет класс [0]. С другой стороны, если формулы (4-3) корректны,
то они утверждают, что отображение (4-2) является гомоморфизмом колец. Но если это так, то
согласно n∘ 1.5.3 на стр. 31 класс нуля [0] = ker𝜋, служащий ядром этого гомоморфизма, яв-
ляется идеалом в 𝐾, а класс [𝑎] ⊂ 𝐾 произвольного элемента 𝑎 ∈ 𝐾, служащий прообразом
точки [𝑎] ∈ 𝑋 при гомоморфизме (4-2), является аддитивным сдвигом ядра на элемент 𝑎:

[𝑎] = 𝜋−1(𝜋(𝑎)) = 𝑎 + ker𝜋 = 𝑎 + [0] = {𝑎 + 𝑏 | 𝑏 ∈ [0]} .

Оказывается, что этих необходимых условий на классы также и достаточно для того, чтобы пра-
вила (4-3) были корректны, т. е. для любого идеала 𝐼 ⊂ 𝐾 множество классов

[𝑎]𝐼 = 𝑎 + 𝐼 ≝ {𝑎 + 𝑏 | 𝑏 ∈ 𝐼} (4-4)
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образует разбиение кольца 𝐾, и правила (4-3) корректно определяют на классах этого разбие-
ния структуру коммутативного кольца с нулевым элементом [0]𝐼 = 𝐼.

Упражнение 4.7. Убедитесь, что отношение сравнимости по модулю идеала 𝑎1 ≡ 𝑎2 (mod 𝐼),
означающее, что 𝑎1 − 𝑎2 ∈ 𝐼, является отношением эквивалентности, и проверьте, что
формулы (4-3) корректны.

Определение 4.2

Классы эквивалентности (4-4) называются классами вычетов (или смежными классами) по мо-
дулю идеала 𝐼. Множество этих классов с операциями (4-3) называется фактор кольцом коль-
ца𝐾 по идеалу 𝐼 и обозначается𝐾∕𝐼. Эпиморфизм𝐾 ↠ 𝐾∕𝐼, 𝑎 ↦ [𝑎]𝐼, сопоставляющий каждому
элементу кольца его класс вычетов, называется гомоморфизмом факторизации.

Пример 4.1 (кольца вычетов)

Рассматривавшиеся выше кольца ℤ∕(𝑛) и 𝕜[𝑥]∕(𝑓) суть фактор кольца кольца целых числел и
кольца многочленов по главным идеалам (𝑛) ⊂ ℤ и (𝑓) ⊂ 𝕜[𝑥] соответственно.

Пример 4.2 (образ гомоморфизма)

Согласно n∘ 1.5.3, для любого гомоморфизма коммутативных колец𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 имеется канони-
ческий изоморфизм колец 𝜑∶ 𝐴∕ker𝜑 ⥲ im𝜑, [𝑎]ker𝜑 ↦ 𝜑(𝑎), переводящий каждый класс

[𝑎]ker𝜑 = 𝑎 + ker𝜑 = 𝜑−1(𝜑(𝑎))

в его образ 𝜑(𝑎) = 𝜑([𝑎]) при гомоморфизме 𝜑.

Пример 4.3 (максимальные идеалы и гомоморфизмы вычисления)

Идеал 𝔪 ⊂ 𝐾 называется максимальным, если фактор кольцо 𝐾∕𝔪 является полем. Название
связано с тем, что собственный1 идеал 𝔪 ⊂ 𝐾 максимален если и только если он не содержит-
ся ни в каком строго большем собственном идеале, т. е. является максимальным элементом в
чуме2 собственных идеалов кольца 𝐾, частично упорядоченных по включению. В самом деле,
обратимость всех ненулевых классов [𝑎]𝔪 в фактор кольце𝐾∕𝔪 означает, что для любого 𝑎 ∉ 𝔪
найдутся такие 𝑏 ∈ 𝐾, 𝑚 ∈ 𝔪, что 𝑎𝑏 + 𝑚 = 1 в 𝐾. Последнее равносильно тому, что иде-
ал (𝔪, 𝑎) ⊋ 𝔪, порождённый𝔪 и элементом 𝑎 ∉ 𝔪, содержит 1 и совпадает с𝐾, т. е. что идеал𝔪
не содержится ни в каком строго большем собственном идеале.

Из леммы Цорна3 вытекает, что любой собственный идеал произвольного коммутативного
кольца с единицей содержится в некотором максимальном идеале. В самом деле, множество
всех собственных идеалов, содержащих произвольно заданный идеал 𝐼 ⊂ 𝐾, тоже составляет
чум по включению.

Упражнение 4.8. Убедитесь, что он полный, т. е. для любого линейно упорядоченного множе-
ства4 𝑀 содержащих 𝐼 собственных идеалов в 𝐾 существует собственный идеал 𝐽∗, содер-
жащий все идеалы из 𝑀.

1Т. е. отличный от всего кольца.
2См. n∘ 0.7 на стр. 17.
3См. сл. 0.1 на стр. 20.
4В данном случае это означает, что для любых 𝐽1, 𝐽2 ∈ 𝑀 выполняется включение 𝐽1 ⊆ 𝐽2 или вклю-

чение 𝐽2 ⊆ 𝐽1.
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По лемме Цорна существует такой собственный идеал 𝔪 ⊃ 𝐼, который не содержится ни в ка-
ком большем собственном идеале, содержащем 𝐼. Такой идеал𝔪 автоматически максимален по
включению и в чуме всех собственных идеалов кольца 𝐾.

Максимальные идеалы возникают в кольцах функций как ядра гомоморфизмов вычисления.
А именно, пусть 𝑋 — произвольное множество, 𝑝 ∈ 𝑋 — любая точка, 𝕜 — любое поле, и 𝐾 —
какое-нибудь подкольцо в кольце всех функций 𝑋 → 𝕜, содержащее тождественно единичную
функцию 1 и вместе с каждой функцией 𝑓 ∈ 𝐾 содержащее и все пропорциональные ей функ-
ции 𝑐𝑓, 𝑐 ∈ 𝕜. Гомоморфизм вычисления ev𝑝 ∶ 𝐾 → 𝕜 переводит функцию 𝑓 ∈ 𝐾 в её значение
𝑓(𝑝) ∈ 𝕜. Поскольку он сюрьективен, его ядро ker ev𝑝 = {𝑓 ∈ 𝐾 | 𝑓(𝑝) = 0} является макси-
мальным идеалом в 𝐾.

Упражнение 4.9. Убедитесь, что: а) каждый максимальный идеал кольца ℂ[𝑥] имеет вид
ker ev𝑝 для некоторого 𝑝 ∈ ℂ б) в кольце непрерывных функций [0, 1] → ℝ каждый макси-
мальный идеал имеет вид ker ev𝑝 для некоторой точки 𝑝 ∈ [0, 1]. в) Укажите в кольцеℝ[𝑥]
максимальный идеал, отличный от всех идеалов вида ker ev𝑝, где 𝑝 ∈ ℝ.

Пример 4.4 (простые идеалы и гомоморфизмы в поля)

Идеал 𝔭 ⊂ 𝐾 называется простым, если в фактор кольце𝐾∕𝔭 нет делителей нуля. Иначе говоря,
идеал 𝔭 ⊂ 𝐾 прост если и только если из 𝑎𝑏 ∈ 𝔭 вытекает, что 𝑎 ∈ 𝔭 или 𝑏 ∈ 𝔭. Например,
главные идеалы (𝑝) ⊂ ℤ и (𝑞) ⊂ 𝕜[𝑥], где 𝕜 — поле, просты тогда и только тогда, когда число 𝑝
просто, а многочлен 𝑞 неприводим.

Упражнение 4.10. Убедитесь в этом.

Согласно определениям, всякий максимальный идеал прост. Обратное неверно: скажем, глав-
ный идеал (𝑥) ⊂ ℚ[𝑥, 𝑦] прост, так как кольцо ℚ[𝑥, 𝑦]∕(𝑥) ≃ ℚ[𝑦] целостное, но не максимален,
поскольку строго содержится в идеале (𝑥, 𝑦) многочленов без свободного члена1. Простые иде-
алы кольца 𝐾 являются ядрами гомоморфизмов из кольца 𝐾 во всевозможные поля. В самом
деле, образ любого такого гомоморфизма, будучи подкольцом в поле, не имеет делителей нуля.
Наоборот, фактор кольцо𝐾∕𝔭 по простому идеалу 𝔭 ⊂ 𝐾 является подкольцом своего поля част-
ных 𝑄𝐾∕𝔭, и композиция факторизации и вложения 𝐾 ↠ 𝐾∕𝔭 ↪ 𝑄𝐾∕𝔭 задаёт гомоморфизм из 𝐾
в поле 𝑄𝐾∕𝔭 с ядром 𝔭.

Упражнение 4.11. Убедитесь, что пересечение конечного множества идеалов содержится в про-
стом идеале 𝔭 только если хотя бы один из пересекаемых идеалов содержится в 𝔭.

Пример 4.5 (конечно порождённые коммутативные алгебры)

Пусть 𝐾 — произвольное коммутативное кольцо с единицей. Всякое кольцо вида

𝐴 = 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛]∕𝐼 ,

где 𝐼 ⊂ 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] — произвольный идеал, называется конечно порождённой 𝐾-алгеброй2.
Классы 𝑎𝑖 = [𝑥𝑖]𝐼 называются образующими 𝐾-алгебры 𝐴, а многочлены 𝑓 ∈ 𝐼 — соотноше-
ниями между этими образующими. Говоря неформально, 𝐾-алгебра состоит из всевозможных
выражений, которые можно составить из элементов кольца𝐾 и коммутирующих букв 𝑎1, … , 𝑎𝑛

1Т. е. в ядре гомоморфизма вычисления в нуле: ev(0,0) ∶ ℚ[𝑥,𝑦] ↠ ℚ, 𝑓(𝑥,𝑦) ↦ 𝑓(0,0).
2Или, более торжественно, конечно порождённой коммутативной алгеброй над кольцом 𝐾.
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при помощи операций сложения и умножения, производимых с учётом полиномиальных соот-
ношений 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 0 для всех 𝑓 из 𝐼. Из сл. 4.1 и идущего следом упр. 4.12:

Упражнение 4.12. Покажите, что фактор кольцо нётерова кольца тоже нётерово.

мы получаем

Следствие 4.3

Всякая конечно порождённая коммутативная алгебра над нётеровым коммутативным кольцом
нётерова, и все соотношения между её образующими являются следствиями конечного числа
соотношений. □

4.3. Кольца главных идеалов. Целостное кольцо с единицей называется областью главных
идеалов, если каждый его идеал является главным. Наблюдавшийся нами в §§ 1, 2 параллелизм
между кольцами ℤ и 𝕜[𝑥], где 𝕜 — поле, объясняется тем, что оба кольца являются областями
главных идеалов. Мы фактически установили это1 при описании наибольших общих делителей,
ключевым моментом в котором была возможность деления с остатком.

Пример 4.6 (евклидовы кольца)

Целостное кольцо 𝐾 с единицей называется евклидовым, если на нём имеется функция высоты

𝜈∶ 𝐾 → ℤ⩾0 = ℕ ∪ {0} ,

такая что 𝜈(𝑎) = 0 ⟺ 𝑎 = 0 и для любых ненулевых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 найдётся такое 𝑞 ∈ 𝐾, что

𝜈(𝑎 − 𝑏𝑞) < 𝜈(𝑏) .

Все такие 𝑞 называются неполными частными, а соответствующие разности 𝑟 = 𝑎 − 𝑏𝑞 —
остатками от деления 𝑎 на 𝑏 относительно высоты 𝜈. Подчеркнём, что никакой их единствен-
ности для заданных 𝑎, 𝑏 не предполагается. В каждом идеале 𝐼 евклидова кольца 𝐾 имеется
ненулевой элемент 𝑑 ∈ 𝐼 наименьшей в 𝐼 высоты. Поскольку для любого 𝑎 ∈ 𝐼 найдётся такое
𝑞 ∈ 𝐾, что 𝜈(𝑎− 𝑑𝑞) < 𝜈(𝑑), и при этом 𝑎− 𝑑𝑞 ∈ 𝐼, мы заключаем, что 𝑎− 𝑑𝑞 = 0 и, тем самым,
𝐼 = (𝑑). Поэтому каждое евклидово кольцо 𝐾 является областью главных идеалов.

Упражнение 4.13. Докажите евклидовость колец: а) ℤ с 𝜈(𝑧) = |𝑧| б) 𝕜[𝑥] с 𝜈(𝑓) = deg 𝑓 + 1
в) ℤ[𝑖] ≝ { 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ | 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑖2 = −1} с 𝜈(𝑧) = |𝑧|2
г) ℤ[𝜔] ≝ {𝑎 + 𝑏𝜔 ∈ ℂ | 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝜔2 + 𝜔 + 1 = 0 } с 𝜈(𝑧) = |𝑧|2.

Функцию высоты 𝜈∶ 𝐾 → ℤ⩾0 в евклидовом кольце 𝐾 всегда можно выбрать так, чтобы

𝜈(𝑎𝑏) ⩾ 𝜈(𝑎) для всех ненулевых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾.

Для этого, задавшись какой-нибудь высотой 𝜈′, для всех ненулевых 𝑎 ∈ 𝐾 положим

𝜈(𝑎) = min
𝑥∈𝐾∖0

𝜈′(𝑎𝑥) .

Тогда по определению 𝜈(𝑎𝑏) ⩾ 𝜈(𝑎) для всех ненулевых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾. Пусть 𝜈(𝑏) = 𝜈′(𝑏𝑐) для нену-
левого 𝑐 ∈ 𝐾. Поскольку существует такое 𝑞 ∈ 𝐾, что 𝜈′(𝑎𝑐 − 𝑏𝑐𝑞) < 𝜈′(𝑏𝑐), мы заключаем, что
𝜈(𝑎 − 𝑏𝑞) ⩽ 𝜈′((𝑎 − 𝑏𝑞)𝑐) < 𝜈′(𝑏𝑐) = 𝜈(𝑏), т. е. 𝜈 тоже является функцией высоты. Мы будем
называть высоту 𝜈 со свойством 𝜈(𝑎𝑏) ⩾ 𝜈(𝑎) для всех ненулевых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 приведённой.

1См. n∘ 1.2.1 на стр. 24 и предл. 2.3 на стр. 41.
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Упражнение 4.14. Покажите, что в евклидовом кольце c приведённой высотой 𝜈 равенство
𝜈(𝑎𝑏) = 𝜈(𝑎) выполняется для ненулевых 𝑎, 𝑏 если и только если 𝑏 обратим.

Существуют области главных идеалов, не являющиеся евклидовыми кольцами. Например, та-
ковым является кольцо всех чисел вида 𝑎 + 𝑏𝜁 ∈ ℂ, где 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, а 𝜁 = (1 + √−19)∕2, однако
содержательное обсуждение этого и других примеров выходят за рамки понятий, которыми мы
пока владеем. В прим. 4.7 на стр. 78 будет дана характеризация областей главных идеалов в
терминах высот, обладающих более слабым свойством, чем евклидова высота.

4.3.1. НОД и взаимная простота. В кольце главных идеалов 𝐾 идеал

(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = {𝑥1𝑎1 + … + 𝑥𝑛𝑎𝑛 | 𝑥𝑖 ∈ 𝐾} ,

порождённый любым набором элементов𝑎1, … , 𝑎𝑛, является главным и имеет вид (𝑑) для неко-
торого 𝑑 ∈ 𝐾. Таким образом, элемент 𝑑 представляется в виде 𝑑 = 𝑎1𝑏1+…+𝑎𝑛𝑏𝑛, где 𝑏𝑖 ∈ 𝐾,
делит все элементы 𝑎𝑖 и делится на любой общий делитель элементов 𝑎𝑖, т. е. является наиболь-
шим общим делителем1 элементов 𝑎1, … , 𝑎𝑛. Отметим, что наибольший общий делитель опре-
делён не однозначно, а с точностью до умножения на произвольный обратимый элемент из 𝐾.

Упражнение 4.15. Убедитесь, что в любом целостном коммутативном кольце 𝐾 главные идеа-
лы (𝑎) и (𝑏) совпадают если и только если 𝑎 = 𝑠𝑏 для некоторого обратимого 𝑠 ∈ 𝐾.

Поэтому всюду далее обозначение нод(𝑎1, … , 𝑎𝑛) подразумевает целый класс элементов, полу-
чающихся друг из друга умножениями на обратимые константы, и все формулы, которые будут
писаться, относятся к произвольно выбранному конкретному представителю этого класса2. В
частности, равенство нод(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 1 означает, что у элементов 𝑎𝑖 нет необратимых общих
делителей. Так как в этом случае 1 = 𝑎1𝑏1 + … + 𝑎𝑛𝑏𝑛 с 𝑏𝑖 ∈ 𝐾, отсутствие необратимых об-
щих делителей у элементов 𝑎𝑖 в кольце главных идеалов равносильно их взаимной простоте в
смысле опр. 1.2 на стр. 27.

Упражнение 4.16. Проверьте, что идеалы (𝑥, 𝑦) ⊂ ℚ[𝑥, 𝑦] и (2, 𝑥) ∈ ℤ[𝑥] не являются главными.

4.4. Факториальность. Всюду в этом разделе мы по умолчанию обозначаем через𝐾 целостное
кольцо. Ненулевые элементы 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 называются ассоциированными, если 𝑏 делится на 𝑎, и 𝑎
делится на 𝑏 или, что то же самое, если (𝑎) = (𝑏). Из упр. 4.15 выше вытекает, что 𝑎 и 𝑏 ассоци-
ированы если и только если они получаются друг из друга умножением на обратимый элемент
кольца. Например, целые числа 𝑎 и 𝑏 ассоциированы в кольце ℤ если и только если 𝑎 = ±𝑏, а
многочлены 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) с коэффициентами из поля 𝕜 ассоциированы в 𝕜[𝑥] если и только если
𝑓(𝑥) = 𝑐𝑔(𝑥), где 𝑐 ∈ 𝕜∗ — ненулевая константа.

4.4.1. Неприводимые элементы. Необратимый элемент 𝑞 ∈ 𝐾 называется неприводимым,
если из равенства 𝑞 = 𝑚𝑛 вытекает, что 𝑚 или 𝑛 обратим. Другими словами, неприводимость
элемента 𝑞 означает, что главный идеал (𝑞) собственный и не содержится строго ни в каком
другом собственном главном идеале, т. е. максимален в множестве собственных главных идеа-
лов, частично упорядоченных по включению. Неприводимыми элементами в кольце ℤ являют-
ся простые числа, а в кольце 𝕜[𝑥], где 𝕜 — поле, — неприводимые многочлены.

1См. зам. 1.3. на стр. 27.
2Что, конечно же, требует проверки корректности всех таких формул, которую мы, как правило, бу-

дем оставлять читателю в качестве упражнения.
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В кольце главных идеалов любые два неприводимых элемента 𝑝, 𝑞 либо взаимно просты1,
либо ассоциированы, поскольку идеал (𝑝, 𝑞) = (𝑑) для некоторого 𝑑 ∈ 𝐾, и в виду максималь-
ности (𝑝) и (𝑞) включения (𝑝) ⊂ (𝑑) и (𝑞) ⊂ (𝑑) влекут либо равенство (𝑑) = (𝐾) = (1), ли-
бо равенство (𝑑) = (𝑝) = (𝑞). Обратите внимание, что в произвольном целостном кольце два
неассоциированных неприводимых элемента могут и не быть взаимно простыми. Например,
в ℚ[𝑥, 𝑦] неприводимые многочлены 𝑥 и 𝑦 не взаимно просты и не ассоциированы.

Предложение 4.2

В кольце главных идеалов 𝐾 следующие свойства элемента 𝑝 ∈ 𝐾 эквивалентны:

1) идеал (𝑝) максимален, т. е. фактор кольцо 𝐾∕(𝑝) является полем

2) идеал (𝑝) прост, т. е. в фактор кольце 𝐾∕(𝑝) нет делителей нуля

3) 𝑝 неприводим, т. е. из равенства 𝑝 = 𝑎𝑏 вытекает, что 𝑎 или 𝑏 обратим в 𝐾.

Доказательство. Импликация (1) ⇒ (2) очевидна и имеет место в любом коммутативном коль-
це с единицей. Импликация (2) ⇒ (3) имеет место в любом целостном кольце𝐾. Действительно,
из 𝑝 = 𝑎𝑏 следует, что [𝑎][𝑏] = 0 в 𝐾∕(𝑝), и так как в 𝐾∕(𝑝) нет делителей нуля, один из сомно-
жителей, скажем [𝑎], равен [0]. Тогда 𝑎 = 𝑝𝑠 = 𝑎𝑏𝑠 для некоторого 𝑠 ∈ 𝐾, откуда 𝑎(1 − 𝑏𝑠) = 0.
Поскольку в 𝐾 нет делителей нуля, 𝑏𝑠 = 1, т. е. 𝑏 обратим.

Покажем теперь, что в кольце главных идеалов (3) ⇒ (1). Так как каждый собственный
идеал в 𝐾 главный, максимальность идеала (𝑝) в чуме собственных главных идеалов означает
его максимальность в чуме всех собственных идеалов. В прим. 4.3 на стр. 73 мы видели, что это
равносильно тому, что 𝐾∕(𝑝) поле. □

Предложение 4.3

Каждый необратимый элемент целостного нётерова кольца является произведением конечного
числа неприводимых.

Доказательство. Если элемент 𝑎 неприводим, доказывать нечего. Пусть 𝑎 приводим. Запишем
его в виде произведения необратимых элементов. Каждый приводимый сомножитель этого про-
изведения снова запишем в виде произведения необратимых элементов и т. д. Эта процедура
закончится, когда все сомножители станут неприводимы, что и требуется. Если же она нико-
гда не закончится, мы сможем образовать бесконечную последовательность строго вложенных
друг в друга главных идеалов (𝑎1) ⊊ (𝑎2) ⊊ (𝑎3) ⊊ … , что противоречит нётеровости. □

Определение 4.3

Целостное кольцо𝐾 называется факториальным, если каждый его необратимый элемент явля-
ется произведением конечного числа неприводимых, причём любые два таких разложения

𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑚 = 𝑞1𝑞2 … 𝑞𝑘

состоят из одинакового числа 𝑘 = 𝑚 сомножителей, после надлежащей перенумерации кото-
рых можно указать такие обратимые элементы 𝑠𝜈 ∈ 𝐾, что 𝑞𝜈 = 𝑝𝜈𝑠𝜈 при всех 𝜈.

1В смысле опр. 1.2 на стр. 27, т. е. существуют такие 𝑥,𝑦 ∈ 𝐾, что 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 = 1.
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4.4.2. Простые элементы. Элемент 𝑝 ∈ 𝐾 называется простым, если порождённый им
главный идеал (𝑝) ⊂ 𝐾 прост, т. е. в фактор кольце 𝐾 ∕ (𝑝) нет делителей нуля. Это означает,
что для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 произведение 𝑎𝑏 делится на 𝑝 только если 𝑎 или 𝑏 делится на 𝑝. Каждый
простой элемент 𝑝 автоматически неприводим: если 𝑝 = 𝑥𝑦, то один из сомножителей, ска-
жем 𝑥, делится на 𝑝, и тогда 𝑝 = 𝑝𝑦𝑧, откуда 𝑦𝑧 = 1 и 𝑦 обратим. Согласно предл. 4.2 в кольце
главных идеалов верно и обратное: все неприводимые элементы кольца главных идеалов про-
сты. Однако в произвольном целостном кольце могут быть неприводимые непростые элементы.
Например, в кольце ℤ[√5] = ℤ[𝑥]∕(𝑥2 − 5) таковым является число 2, так как в факторе

ℤ[√5]∕(2) ≃ ℤ[𝑥]∕(2, 𝑥2 − 5) = ℤ[𝑥]∕(2, 𝑥2 + 1) ≃ 𝔽2[𝑥]∕(𝑥2 + 1) ≃ 𝔽2[𝑥]∕((𝑥 + 1)2)

есть нильпотент — класс [𝑥 + 1] ∈ ℤ[𝑥]∕(2, 𝑥2 + 5). Среди прочего это означает, что квадрат

(1 + √5)2 = 6 + 2√5 делится в кольце ℤ[√5] на 2, хотя 1 + √5 не делится на 2, при том что 2
и √5 + 1 неприводимы и не ассоциированы друг с другом в кольце ℤ[√5].

Упражнение 4.17. Убедитесь в этом, и покажите, что 2 ⋅ 2 = 4 = (√5 + 1) ⋅ (√5 − 1) суть два

различных разложения числа 4 на неприводимые множители в ℤ[√5].

Предложение 4.4

Целостное нётерово кольцо 𝐾 факториально если и только если все его неприводимые элемен-
ты просты.

Доказательство. Покажем сначала, что если 𝐾 факториально, то любой неприводимый эле-
мент 𝑞 ∈ 𝐾 прост. Пусть произведение 𝑎𝑏 делится на 𝑞. Тогда разложение 𝑎𝑏 на неприво-
димые множители содержит множитель, ассоциированный с 𝑞, и в силу своей единственно-
сти является произведением разложений 𝑎 и 𝑏 на неприводимые множители. Поэтому 𝑞 ассо-
циирован с одним из неприводимых делителей 𝑎 или 𝑏, т. е. 𝑎 или 𝑏 делится на 𝑞. Наоборот,
пусть все неприводимые элементы в 𝐾 просты. Тогда по предл. 4.3 на стр. 77 каждый элемент
кольца 𝐾 является произведением конечного числа простых. Покажем, что в целостном коль-
це равенство 𝑝1 … 𝑝𝑘 = 𝑞1 … 𝑞𝑚, в котором все сомножители просты, возможно только ес-
ли 𝑘 = 𝑚 и после надлежащей перенумерации каждый 𝑝𝑖 = 𝑠𝑖𝑞𝑖, где 𝑠𝑖 обратим. Поскольку
произведение 𝑞1 … 𝑞𝑚 делится на 𝑝1, один из его сомножителей делится на 𝑝1. Будем считать,
что это 𝑞1 = 𝑠𝑝1. Так как 𝑞1 неприводим, элемент 𝑠 обратим. Пользуясь целостностью 𝐾, со-
кращаем обе части равенства 𝑝1 … 𝑝𝑘 = 𝑞1 … 𝑞𝑚 на 𝑝1 и получаем более короткое равенство
𝑝2𝑝3 … 𝑝𝑘 = (𝑠𝑞2)𝑞3 … 𝑞𝑚, к которому применимы те же рассуждения. □

Следствие 4.4

Всякое кольцо главных идеалов факториально. □

Пример 4.7 (характеризация областей главных идеалов, продолжение прим. 4.6 на стр. 75)

Покажем, что целостное кольцо 𝐾 является областью главных идеалов если и только если су-
ществует такая функция высоты 𝜈∶ 𝐾 → ℤ⩾0 = ℕ ∪ {0}, что 𝜈(𝑎) = 0 ⟺ 𝑎 = 0 и для всех
𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾, таких что 𝑏 ⫮ 𝑎, найдутся 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 c 0 < 𝜈(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) < 𝜈(𝑏). Если такая высота суще-
ствует, в каждом идеале 𝐼 ⊂ 𝐾 имеется ненулевой элемент 𝑑 ∈ 𝐼, на котором 𝜈 достигает своего
минимума на 𝐼. Если 𝑎 ∈ 𝐼 не делится на 𝑑, найдутся 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 c 0 < 𝜈(𝑎𝑥 + 𝑑𝑦) < 𝜈(𝑏), что
невозможно, так как 𝑎𝑥 + 𝑑𝑦 ∈ 𝐼. Поэтому 𝐼 = (𝑑), и тем самым 𝐾 является областью главных
идеалов. Наоборот, пусть 𝐾 — область главных идеалов. Выберем в каждом классе ассоцииро-
ванных простых элементов какого-нибудь представителя 𝑝 и для каждого 𝑎 ∈ 𝐾 обозначим
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через 𝜈𝑝(𝑎) показатель, с которым 𝑝 входит в разложение 𝑎 = ∏𝑝 𝑝𝜈𝑝(𝑎) на простые множители.

Положим 𝜈(𝑎) = 2∑𝑝 𝜈𝑝(𝑎). Так как 𝜈𝑝(𝑎) = 0 для всех 𝑝 кроме конечного числа, это определение

корректно. Если 𝑏 ⫮ 𝑎, то 𝑑 = нод(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = ∏𝑝 𝑝min(𝜈𝑝(𝑎),𝜈𝑝(𝑏)) имеет 0 < 𝜈(𝑑) < 𝜈(𝑏),
что и требуется. Более того, высота 𝜈 приведённая1, т. е. 𝜈(𝑎) ⩽ 𝜈(𝑎𝑏) для всех 𝑎, 𝑏, и равенство
равносильно обратимости 𝑏.

Пример 4.8 (гауссовы числа и суммы двух квадратов)

Элементы кольца ℤ[𝑖] = ℤ[𝑥] ∕ (𝑥2 + 1) ≃ {𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℂ | 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ} из упр. 4.13 (в) на стр. 75
называются целыми гауссовыми числами.

Упражнение 4.18. Убедитесь, что: а) в ℤ[𝑖] обратимы только ±1 и ±𝑖 б) 𝑧 ∈ ℤ прост если и
только если прост 𝑧.

Из упражнения вытекает, что разложение вещественного целого числа 𝑛 ∈ ℤ на простые мно-
жители в областиℤ[𝑖], будучи инвариантным относительно комплексного сопряжения, вместе с
каждым невещественным неприводимым множителем содержит и его сопряжённый. Поэтому
вещественное простое 𝑝 ∈ ℤ становится приводимым в ℤ[𝑖] если и только если оно имеет вид
𝑝 = (𝑎+ 𝑖𝑏)(𝑎− 𝑖𝑏) = 𝑎2+𝑏2 с ненулевыми 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. С другой стороны, неприводимость 𝑝 ∈ ℤ[𝑖]
означает, что фактор кольцо ℤ[𝑖]∕(𝑝) ≃ ℤ[𝑥]∕(𝑝, 𝑥2 + 1) ≃ 𝔽𝑝[𝑥]∕(𝑥2 + 1) является полем2, что
равносильно неприводимости многочлена 𝑥2 + 1 над 𝔽𝑝. Последнее равносильно тому, что −1
не является квадратом в 𝔽𝑝, что имеет место если и только если 3 𝑝 = 4𝑘 + 3. Мы заключаем,
что неприводимость простого 𝑝 ∈ ℤ в области ℤ[𝑖] равносильна тому, что 𝑝 = 4𝑘 + 3, и тому,
что 𝑝 не представляется в виде суммы двух квадратов целых чисел.

Упражнение 4.19. Покажите, что произвольное 𝑛 ∈ ℕ является квадратом или суммой двух
квадратов натуральных чисел если и только если в его разложении на простые множители
в кольце ℤ простые числа 𝑝 = 4𝑘 + 3 присутствуют только в чётных степенях.

4.4.3. НОД в факториальном кольце. В любом факториальном кольце 𝐾 у любого конеч-
ного набора чисел 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ 𝐾 имеется наибольший общий делитель4. Он имеет следующее
явное описание. Зафиксируем, как в прим. 4.7 выше, в каждом классе ассоциированных про-
стых элементов кольца 𝐾 некоторый представитель 𝑝 и для каждого 𝑎 ∈ 𝐾 обозначим через
𝜈𝑝(𝑎) ∈ ℤ⩾0 показатель, с которым 𝑝 входит в разложение 𝑎 на простые множители5. Тогда, с
точностью до умножения на обратимые элементы, нод(𝑎1, … , 𝑎𝑚) = ∏𝑝 𝑝min𝑖 𝜈𝑝(𝑎𝑖).

Упражнение 4.20. Убедитесь, что правая часть делит каждое 𝑎𝑖 и делится на любой общий
делитель всех 𝑎𝑖.

Отметим, что если 𝐾 не является областью главных идеалов, то нод(𝑎1, … , 𝑎𝑚) может не пред-
ставляться в виде линейной комбинации элементов 𝑎𝑖 с коэффициентами из 𝐾. Например, эле-
менты 𝑥, 𝑦 факториального кольца6 ℚ[𝑥, 𝑦] имеют нод(𝑥, 𝑦) = 1, но нет таких 𝑓,𝑔 ∈ ℚ[𝑥, 𝑦],
что 𝑓𝑥 + 𝑔𝑦 = 1, поскольку подставляя в это равенство 𝑥 = 𝑦 = 0, получим 0 = 1.

1Ср. с прим. 4.6 на стр. 75.
2См. предл. 4.2 на стр. 77.
3См. прим. 1.8 на стр. 31.
4В смысле зам. 1.3. на стр. 27, т. е. число, которое делит все 𝑎𝑖 и делится на любой их общий делитель.
5Обратите внимание, что для каждого 𝑎 показатель 𝜈𝑝(𝑎) ≠ 0 только для конечного множества про-

стых чисел 𝑝.
6См. сл. 4.6 на стр. 81.
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4.5. Многочлены над факториальным кольцом. Пусть 𝐾 — факториальное кольцо. Обозна-
чим через𝑄𝐾 его поле частных. Кольцо𝐾[𝑥] является подкольцом в𝑄𝐾[𝑥]. Назовём содержанием
многочлена 𝑓 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥+ … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝐾[𝑥] наибольший общий делитель его коэффициентов:

cont(𝑓) ≝ нод(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛) .

Лемма 4.2

cont(𝑓𝑔) = cont(𝑓) ⋅ cont(𝑔) для любых 𝑓,𝑔 ∈ 𝐾[𝑥].

Доказательство. Достаточно для каждого простого 𝑞 ∈ 𝐾 убедиться в том, что 𝑞 делит все ко-
эффициенты произведения 𝑓𝑔 если и только если 𝑞 делит все коэффициенты хотя бы одного из
многочленов 𝑓, 𝑔. Для этого положим 𝑅 = 𝐾∕(𝑞) и применим к произведению 𝑓𝑔 гомоморфизм

𝐾[𝑥] → 𝑅[𝑥] , 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ↦ [𝑎0]𝑞 + [𝑎1]𝑞𝑥 + … [𝑎𝑛]𝑞𝑥𝑛 ,

заменяющий коэффициенты каждого многочлена их вычетами по модулю 𝑞.

Упражнение 4.21. Проверьте, что это и в самом деле гомоморфизм колец.

В силу простоты 𝑞 кольцо𝑅 целостное. Поэтому𝑅[𝑥] тоже целостное, и [𝑓𝑔]𝑞 = [𝑓]𝑞[𝑔]𝑞 нулевое
если и только если [𝑓]𝑞 или [𝑔]𝑞 нулевой. □

Лемма 4.3 (приведённое представление)

Каждый 𝑓 ∈ 𝑄𝐾[𝑥] представляется в виде 𝑓(𝑥) = (𝑎∕𝑏) ⋅ 𝑓red(𝑥), где 𝑓red ∈ 𝐾[𝑥], 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 и
cont(𝑓red) = нод(𝑎, 𝑏) = 1, причём 𝑎, 𝑏 и 𝑓red определяются по 𝑓 однозначно с точностью до
умножения на обратимые элементы кольца 𝐾.

Доказательство. Вынесем из коэффициентов 𝑓 их общий знаменатель, потом вынесем из всех
коэффициентов полученного многочлена их наибольший общий делитель. В результате мы по-
лучим многочлен содержания 1, умноженный на число из 𝑄𝐾, которое запишем несократимой
дробью 𝑎∕𝑏. Докажем единственность такого представления. Если (𝑎∕𝑏) ⋅𝑓red(𝑥) = (𝑐∕𝑑) ⋅𝑔red(𝑥)
в 𝑄𝐾[𝑥], то 𝑎𝑑 ⋅ 𝑓red(𝑥) = 𝑏𝑐 ⋅ 𝑔red(𝑥) в 𝐾[𝑥]. Сравнивая содержание обеих частей, получаем
𝑎𝑑 = 𝑏𝑐. В виду отсутствия общих неприводимых множителей у 𝑎 и 𝑏 и у 𝑐 и 𝑑, такое равенство
возможно лишь когда 𝑎 ассоциирован c 𝑐, а 𝑏 — с 𝑑. Но тогда и 𝑓red(𝑥) = 𝑔red(𝑥) с точностью до
умножения на обратимую константу. □

Следствие 4.5 (лемма Гаусса)

Многочлен 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] содержания 1 неприводим в 𝑄𝐾[𝑥] если и только если он неприводим
в 𝐾[𝑥].

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⋅ ℎ(𝑥) в 𝑄𝐾[𝑥]. Записывая многочлены 𝑔 и ℎ в приведённом
виде из лем. 4.3 и сокращая возникающую дробь, приходим к равенству

𝑓(𝑥) = 𝑎
𝑏 ⋅ 𝑔red(𝑥) ⋅ ℎred(𝑥) , (4-5)

в котором 𝑔red, ℎred ∈ 𝐾[𝑥] имеют содержание 1, и нод(𝑎, 𝑏) = 1. По лем. 4.2

cont(𝑔redℎred) = cont(𝑔red) ⋅ cont(ℎred) = 1 ,

т. е. правая часть в (4-5) является приведённым представлением многочлена 𝑓. В силу един-
ственности приведённого представления элементы 𝑎 и 𝑏 обратимы в 𝐾, а 𝑓 = 𝑔redℎred с точно-
стью до умножения на обратимую константу. □
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Теорема 4.2

Кольцо многочленов над факториальным кольцом факториально.

Доказательство. Будучи кольцом главных идеалов, кольцо𝑄𝐾[𝑥] факториально, и каждый мно-
гочлен 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] ⊂ 𝑄𝐾[𝑥] раскладывается в 𝑄𝐾[𝑥] в произведение неприводимых множителей
𝑓𝜈 ∈ 𝑄𝐾[𝑥]. Записывая их в приведённом виде из лем. 4.3 и сокращая возникающую при этом
числовую дробь, получаем равенство 𝑓 = 𝑎

𝑏 ∏ 𝑓𝜈,red, в котором 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 имеют нод(𝑎, 𝑏) = 1, а

все 𝑓𝜈,red ∈ 𝐾[𝑥] неприводимы в 𝑄𝐾[𝑥] и cont(𝑓𝜈,red) = 1. Тогда cont (∏ 𝑓𝜈,red) = 1 по лем. 4.3, и
правая часть равенства является приведённым представлением многочлена 𝑓 = cont(𝑓) ⋅ 𝑓red.
В силу единственности приведённого представления 𝑏 = 1 и 𝑓 = 𝑎∏ 𝑓𝜈,red с точностью до
умножения на обратимые константы из 𝐾. Раскладывая 𝑎 ∈ 𝐾 в произведение неприводимых
констант, получаем разложение 𝑓 в произведение неприводимых множителей в кольце 𝐾[𝑥].
Докажем единственность такого разложения. Пусть в 𝐾[𝑥]

𝑎1 … 𝑎𝑘 ⋅ 𝑝1 … 𝑝𝑠 = 𝑏1 … 𝑏𝑚 ⋅ 𝑞1 … 𝑞𝑟 ,

где 𝑎𝛼, 𝑏𝛽 ∈ 𝐾 — неприводимые константы, а 𝑝𝜇, 𝑞𝜈 ∈ 𝐾[𝑥] — неприводимые многочлены.
Поскольку неприводимые многочлены имеют содержание 1, сравнивая содержание обеих ча-
стей, приходим к равенству 𝑎1 … 𝑎𝑘 = 𝑏1 … 𝑏𝑚 в 𝐾. Так как 𝐾 факториально, мы заключаем,
что 𝑘 = 𝑚 и после надлежащей перенумерации сомножителей 𝑎𝑖 = 𝑠𝑖𝑏𝑖, где все 𝑠𝑖 ∈ 𝐾 обра-
тимы. Следовательно, c точностью до умножения на обратимую константу из 𝐾, в кольце 𝐾[𝑥]
выполняется равенство 𝑝1 … 𝑝𝑠 = 𝑞1 … 𝑞𝑟. Так как все 𝑝𝑖 и 𝑞𝑖 неприводимы в факториальном
кольце 𝑄𝐾[𝑥], мы заключаем, что 𝑟 = 𝑠 и после надлежащей перенумерации сомножителей
𝑝𝑖 = 𝑞𝑖 с точностью до постоянных множителей из поля 𝑄𝐾. Из единственности приведённого
представления1 вытекает, что эти постоянные множители являются обратимыми константами
из кольца 𝐾. □

Следствие 4.6

Кольцо многочленов 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] над факториальным кольцом2 𝐾 факториально. □

4.6. Разложение многочленов с целыми коэффициентами. Разложение многочлена 𝑓 ∈ ℤ[𝑥]
на множители в ℚ[𝑥] разумно начать с отыскания его рациональных корней, что делается за
конечное число проб.

Упражнение 4.22. Покажите, что несократимая дробь 𝑝∕𝑞 ∈ ℚ является корнем многочлена
𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ ℤ[𝑥] только если 𝑝 ∣ 𝑎0 и 𝑞 ∣ 𝑎𝑛.

Точное знание комплексных корней многочлена 𝑓 тоже весьма полезно.

Упражнение 4.23. Разложите 𝑥4 + 4 в произведение двух квадратных трёхчленов из ℤ[𝑥].
После того, как эти простые соображения будут исчерпаны, следует подключать более трудоём-
кие способы.

4.6.1. Редукция коэффициентов многочлена 𝑓 ∈ ℤ[𝑥] по модулю 𝑚 ∈ ℤ

ℤ[𝑥] → ℤ
(𝑚) [𝑥] , 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ↦ [𝑎0]𝑚 + [𝑎1]𝑚𝑥 + … [𝑎𝑛]𝑚𝑥𝑛 (4-6)

1См. лем. 4.3 на стр. 80.
2В частности, над полем или над областью главных идеалов.
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приводит все коэффициенты каждого многочлена по модулю𝑚 и является гомоморфизмом ко-
лец1. Поэтому равенство 𝑓 = 𝑔ℎ вℤ[𝑥] влечёт за собой равенства [𝑓]𝑚 = [𝑔]𝑛 ⋅[ℎ]𝑚 во всех коль-
цах (ℤ∕(𝑚))[𝑥]. Таким образом из неприводимости многочлена [𝑓]𝑚 хотя бы при одном𝑚 выте-
кает его неприводимость в ℤ[𝑥]. Если число𝑚 = 𝑝 простое, кольцо коэффициентов ℤ∕(𝑚) = 𝔽𝑝
является полем, и кольцо многочленов𝔽𝑝[𝑥] в этом случае факториально. При малых𝑝 разложе-
ние многочлена небольшой степени на неприводимые множители в 𝔽𝑝[𝑥] можно осуществить
простым перебором, и анализ такого разложения может дать существенную информацию о воз-
можном разложении в ℤ[𝑥].

Пример 4.9

Покажем, что многочлен 𝑓(𝑥) = 𝑥5 + 𝑥2 + 1 неприводим в кольце ℤ[𝑥]. Поскольку у 𝑓 нет целых
корней, нетривиальное разложение 𝑓 = 𝑔ℎ в ℤ[𝑥] возможно только с deg(𝑔) = 2 и deg(ℎ) = 3.
Сделаем редукцию по модулю 2. Так как у [𝑓]2 = 𝑥5 + 𝑥2 + 1 нет корней и в 𝔽2, оба многочлена
[𝑔]2, [ℎ]2 неприводимы в 𝔽2[𝑥]. Но единственный неприводимый многочлен второй степени в
𝔽2[𝑥] это 𝑥2 + 𝑥 + 1, и 𝑥5 + 𝑥2 + 1 на него не делится. Тем самым, [𝑓]2 неприводим над 𝔽2, а
значит, и над ℤ.

Пример 4.10 (критерий Эйзенштейна)

Пусть все коэффициенты приведённого многочлена 𝑓 ∈ ℤ[𝑥] делятся на простое число 𝑝 ∈ ℕ,
а младший коэффициент, делясь на 𝑝, не делится при этом на 𝑝2. Покажем, что 𝑓 неприводим
в ℤ[𝑥]. В силу сделанных об 𝑓 предположений при редукции по модулю 𝑝 от 𝑓 остаётся только
старший моном [𝑓(𝑥)]𝑝 = 𝑥𝑛. Если 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) в ℤ[𝑥], то в силу единственности разложения
на простые множители в 𝔽𝑝[𝑥] оба сомножителя 𝑔, ℎ тоже редуцируются в некоторые степени
переменной: [𝑔]𝑝 = 𝑥𝑘 и [ℎ]𝑝 = 𝑥𝑚. Это означает, что все коэффициенты многочленов 𝑔 и ℎ
кроме старшего делятся на 𝑝. Тогда младший коэффициент многочлена 𝑓, будучи произведени-
ем младших коэффициентов многочленов 𝑔 и ℎ, должен делиться на 𝑝2, что не так.

Пример 4.11 (неприводимость кругового многочлена 𝛷𝑝)

Покажем, что при простом 𝑝 ∈ ℕ круговой многочлен𝛷𝑝(𝑥) = 𝑥𝑝−1+…+𝑥+1 = (𝑥𝑝−1)∕(𝑥−1)
неприводим в ℤ[𝑥]. Для этого перепишем его как многочлен от переменной 𝑡 = 𝑥 − 1:

𝑓(𝑡) = 𝛷𝑝(𝑡 + 1) = (𝑡 + 1)𝑝 − 1∕𝑡 = 𝑡𝑝−1 + (
𝑝
1)𝑡

𝑝−2 + … + (
𝑝

𝑝 − 1) .

Поскольку при простом 𝑝 все биномиальные коэффициенты (
𝑝
𝑘) с 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑝 − 1 делятся2

на 𝑝, а свободный член (
𝑝

𝑝 − 1) = 𝑝 не делится на 𝑝2, многочлен 𝑓(𝑡) неприводим по критерию

Эйзенштейна из прим. 4.10. Поэтому и 𝛷𝑝(𝑥) = 𝑓(𝑥 − 1) неприводим.

4.6.2. Алгоритм Кронекера позволяет путём довольно трудоёмкого, но вполне конечного
вычисления либо явно разложить многочлен 𝑓 ∈ ℤ[𝑥] на множители в кольце ℤ[𝑥], либо убе-
диться, что 𝑓 неприводим в ℤ[𝑥]. Пусть deg 𝑓 = 2𝑛 или deg 𝑓 = 2𝑛 + 1. Тогда в любом нетриви-
альном разложении 𝑓 = 𝑔ℎ степень одного из делителей, пусть это будет ℎ, не превосходит 𝑛.
Чтобы выяснить, делится ли 𝑓 в ℤ[𝑥] на какой-нибудь многочлен степени не выше 𝑛, подставим

1Мы уже пользовались этим в доказательстве лем. 4.2 на стр. 80, см. упр. 4.21.
2См. сл. 1.1 на стр. 30.
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в 𝑓 произвольные 𝑛+1 различных чисел 𝑧0, … , 𝑧𝑛 ∈ ℤ и выпишем все возможные наборы чисел
𝑑0, … ,𝑑𝑛 ∈ ℤ, в которых каждое 𝑑𝑖 делит соответствующее 𝑓(𝑧𝑖). Таких наборов имеется конеч-
ное число, и если искомый многочлен ℎ существует, то набор его значений ℎ(𝑧0), … , ℎ(𝑧𝑛) на
числах 𝑧𝑖 является одним из выписанных наборов 𝑑0, … ,𝑑𝑛. Для каждого такого набора в ℚ[𝑥]
есть ровно один многочлен ℎ степени не выше 𝑛 c ℎ(𝑧𝑖) = 𝑑𝑖 при всех 𝑖— это интерполяционный
многочлен Лагранжа1

ℎ(𝑥) =
𝑛

∑
𝑖=0

𝑑𝑖 ⋅ ∏
𝜈≠𝑖

(𝑥 − 𝑧𝜈)
(𝑧𝑖 − 𝑧𝜈) . (4-7)

Таким образом, делитель ℎ многочлена 𝑓, если он существует, совпадает с одним из тех много-
членов (4-7), что имеют целые коэффициенты. Остаётся явно разделить 𝑓 на все такие много-
члены и либо убедиться, что они не делят 𝑓, либо обнаружить среди них делитель 𝑓.

1См. прим. 2.5 на стр. 44.
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Упр. 4.1. Импликации (а)⇒(б)⇒(в) очевидны. Если 𝐼 содержит обратимый элемент, то среди его
кратных есть единица, кратные которой исчерпывают всё кольцо.

Упр. 4.2. Первое утверждение очевидно, второе вытекает из того, что все суммы вида 𝑏1𝑎1 + … +
𝑏𝑚𝑎𝑚, где 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ 𝑀, 𝑏1, … , 𝑏𝑚 ∈ 𝐾, лежат во всех идеалах„ содержащих множество 𝑀.

Упр. 4.3. Если 𝑎 и 𝑏 являются старшими коэффициентами многочленов 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) из идеала 𝐼,
причём deg 𝑓 = 𝑚 и deg𝑔 = 𝑛, где 𝑚 ⩾ 𝑛, то 𝑎 + 𝑏 либо нуль, т. е. является старшим коэф-
фициентом нулевого многочлена, либо является старшим коэффициентом многочлена 𝑓(𝑥) +
𝑥𝑚−𝑛 ⋅ 𝑔(𝑥) ∈ 𝐼 степени 𝑚. Аналогично, для любого 𝛼 ∈ 𝐾 произведение 𝛼𝑎 является старшим
коэффициентом многочлена 𝛼𝑓(𝑥) ∈ 𝐼 степени 𝑚.

Упр. 4.4. Повторите доказательство теор. 4.1, следя за младшими коэффициентами вместо стар-
ших.

Упр. 4.6. Обозначим через 𝐼0 идеал, образованный всеми аналитическими функциями1, обраща-
ющимися в нуль на множестве ℤ ⊂ ℂ, а через 𝐼𝑘 — идеал всех функций, обращающихся в нуль

на множестве ℤ ∖ {1, 2, … , 𝑘}. Убедитесь, что sin(2𝜋𝑧)∕
𝑘

∏
𝛼=1

(𝑧 − 𝛼) ∈ 𝐼𝑘 ∖ 𝐼𝑘−1, откуда 𝐼𝑘 ⊊ 𝐼𝑘+1.

Упр. 4.7. Из того, что 𝐼 является абелевой подгруппой в 𝐾 немедленно вытекает, что отношение
𝑎1 ≡ 𝑎2 (mod 𝐼) рефлексивно, транзитивно и симметрично. Корректность операций проверяет-
ся так же, как в упр. 0.10: если [𝑎′]𝐼 = [𝑎]𝐼 и [𝑏′]𝐼 = [𝑏]𝐼, т. е. 𝑎′ = 𝑎+𝑥, 𝑏′ = 𝑏+𝑦 с некоторыми
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 , то 𝑎′ + 𝑏′ = 𝑎 + 𝑏 + (𝑥 + 𝑦) и 𝑎′𝑏′ = 𝑎𝑏 + (𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 𝑥𝑦) сравнимы по модулю 𝐼 с 𝑎 + 𝑏
и 𝑎𝑏 соответственно, поскольку суммы в скобках лежат в 𝐼 (именно в этот момент мы пользу-
емся тем, что идеал вместе с каждым элементом содержит и все его кратные); таким образом,
[𝑎′ + 𝑏′]𝐼 = [𝑎 + 𝑏]𝐼 и [𝑎′𝑏′]𝐼 = [𝑎𝑏]𝐼.

Упр. 4.8. Возьмите в качестве 𝐽∗ объединение всех идеалов из 𝑀.

Упр. 4.9. В (а) всякий идеал вℂ[𝑥] является главным. Если фактор кольцоℂ[𝑥]∕(𝑓) не имеет делите-
лей нуля, то многочлен 𝑓 неприводим. Над полем ℂ неприводимые многочлены исчерпываются
линейными, поэтому 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝑝 для некоторого 𝑝 ∈ ℂ и (𝑓) = (𝑥 − 𝑝) = ker ev𝑝. В (б) с по-
мощью леммы о конечном покрытии докажите, что для любого идеала 𝐼 в кольце непрерывных
функций [0, 1] → ℝ найдётся точка 𝑝 ∈ [0, 1], в которой все функции из 𝐼 обращаются в нуль,
что даст включение 𝐼 ⊂ ker ev𝑝. В (в) подойдёт главный идеал 𝔪 = (𝑥2 + 1).

Упр. 4.11. Если в каждом идеале 𝐼𝑘 есть элемент 𝑥𝑘 ∈ 𝐼𝑘 ∖ 𝔭, то произведение этих элементов
𝑥1 … 𝑥𝑚 ∈ ⋂ 𝐼𝑘 ⊂ 𝔭, что противоречит простоте 𝔭.

Упр. 4.12. Рассмотрим эпиморфизм факторизации 𝜋∶ 𝐾 ↠ 𝐾∕𝐼. Полный прообраз 𝜋−1(𝐽) любого
идеала 𝐽 ⊂ 𝐾∕𝐼 является идеалом в 𝐾. Классы элементов, порождающих этот идеал в 𝐾 порож-
дают идеал 𝐽 в 𝐾∕𝐼.

Упр. 4.13. В (в) и (г) для любого 𝑧 ∈ ℂ в рассматриваемом кольце существует такой элемент𝑤, что
|𝑧 − 𝑤| < 1. Взяв такой 𝑤 для 𝑧 = 𝑎∕𝑏, заключаем, что |𝑎 − 𝑏𝑤| < |𝑏|.

Упр. 4.14. Если ∃ 𝑏−1, то 𝜈(𝑎𝑏) ⩽ 𝜈(𝑎𝑏𝑏−1) = 𝜈(𝑎). Наоборот, если 𝜈(𝑎𝑏) = 𝜈(𝑎), то деля 𝑎 на 𝑎𝑏
с остатком, получаем 𝑎 = 𝑎𝑏𝑞 + 𝑟, где либо 𝜈(𝑟) < 𝜈(𝑎𝑏) = 𝜈(𝑎), либо 𝑟 = 0. Из равенства

1Функция ℂ → ℂ называется аналитической, если она задаётся сходящимся всюду в ℂ степенным
рядом из ℂ⟦𝑧⟧.
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𝑟 = 𝑎(1 − 𝑏𝑞) вытекает, что либо 𝜈(𝑟) ⩾ 𝜈(𝑎), либо 1 − 𝑏𝑞 = 0. С учётом предыдущего, такое
возможно только при 1 − 𝑏𝑞 = 0 или 𝑟 = 0. Во втором случае 𝑎(1 − 𝑏𝑞) = 0, что тоже влечёт
1 − 𝑏𝑞 = 0. Следовательно 𝑏𝑞 = 1 и 𝑏 обратим.

Упр. 4.15. Если 𝑏 = 𝑎𝑥 и 𝑎 = 𝑏𝑦 = 𝑎𝑥𝑦, то 𝑎(1 − 𝑥𝑦) = 0, откуда 𝑥𝑦 = 1 .

Упр. 4.16. Многочлены 𝑥 и 𝑦 не имеют в ℚ[𝑥, 𝑦] никаких общих делителей, кроме констант. Об-
щими делителями элементов 2 и 𝑥 в ℤ[𝑥] являются только ±1.

Упр. 4.17. По аналогии с комплексными числами, назовём сопряжённым к числу𝜗 = 𝑎+𝑏√5 число

𝜗 = 𝑎 − 𝑏√5, а целое число ||𝜗|| ≝ 𝜗 ⋅ 𝜗 = 𝑎2 − 5𝑏2 назовём нормой числа 𝜗. Легко видеть, что

𝜗1𝜗2 = 𝜗1 ⋅ 𝜗2, откуда ||𝜗1𝜗2|| = 𝜗1𝜗2𝜗1𝜗2 = ||𝜗1|| ⋅ ||𝜗2||. Поэтому 𝜗 ∈ ℤ[√5] обратим тогда и

только тогда, когда ||𝜗|| = ±1, и в этом случае 𝜗−1 = ±𝜗. Поскольку ||2|| = 4, a ||1± √5|| = −4,
разложение этих элементов в произведение 𝑥𝑦 с необратимыми 𝑥 и 𝑦 возможно только при
||𝑥|| = ||𝑦|| = ±2. Но элементов нормы ±2 в ℤ[√5] нет, так как равенство 𝑎2 − 5𝑏2 = ±2 при
редукции по модулю 5 превращается в равенство 𝑎2 = ±2 в поле 𝔽5, где числа ±2 не являются
квадратами.

Упр. 4.18. Из равенства 𝑧1𝑧2 = 1 вытекает равенство |𝑧1| ⋅ |𝑧2| = 1. Так как |𝑧|2 ∈ ℕ для всех
𝑧 ∈ ℤ[𝑖], гауссово число 𝑧 может быть обратимо только если |𝑧| = 1.

Упр. 4.19. Пусть 𝑛 = 𝑝𝛼11 … 𝑝𝛼𝑟𝑠 𝑞𝛽1
1 … 𝑞𝛽𝑠𝑠 , где 𝑝𝑖, 𝑞𝑗 ∈ ℕ — попарно разные простые числа, при-

чём 𝑝𝑖 представляются в виде суммы двух квадратов, а 𝑞𝑗 — нет, т. е. все 𝑞𝑗 ≡ 3 (mod 4), а
все 𝑝𝑖 — нет. Тогда разложение 𝑛 на простые множители в области ℤ[𝑖] имеет вид 𝑛 = ∏𝑖(𝑥𝑖 +
𝑖𝑦𝑖)𝛼𝑖(𝑥𝑖 − 𝑖𝑦𝑖)𝛼𝑖 ∏𝑗 𝑞

𝛽𝑗
𝑗 . Если все 𝛽𝑗 чётные, то 𝑛 = (𝑎 + 𝑖𝑏)(𝑎 − 𝑖𝑏) = 𝑎2 + 𝑏2 для 𝑎 + 𝑖𝑏 =

∏𝑖(𝑥𝑖 + 𝑖𝑦𝑖)𝛼𝑖 ∏𝑗 𝑞
𝛽𝑗∕2
𝑗 ∈ ℤ[𝑖]. Наоборот, если 𝑛 = 𝑎2 + 𝑏2 = (𝑎 + 𝑖𝑏)(𝑎 − 𝑖𝑏) для некоторого

𝑎 + 𝑖𝑏 ∈ ℤ[𝑖], который раскладывается на простые множители как 𝑎 + 𝑏𝑖 = ∏𝑘 𝓁
𝛾𝑘
𝑘 , то раз-

ложение 𝑛 на простые множители в ℤ[𝑖] имеет вид ∏𝑘 𝓁
𝛾𝑘
𝑘 𝓁𝛾𝑘𝑘 , и тем самым все вещественные

простые множители входят в него в чётных степенях.

Упр. 4.22. Это следует из равенства 𝑎0𝑞𝑛 + 𝑎1𝑞𝑛−1𝑝 + … + 𝑎𝑛−1𝑞𝑝𝑛−1 + 𝑎𝑛𝑝𝑛 = 0
Упр. 4.23. Ответ: (𝑥2 − 2𝑥 + 2)(𝑥2 + 2𝑥 + 2).
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