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Векторные пространства и модули
А6⋄1. Являются ли линейно зависимыми функции а) sin 𝑥, sin2 𝑥, … , sin𝑚 𝑥 б) 𝑒𝜆1𝑥, … , 𝑒𝜆𝑚𝑥
в векторном пространстве всех функций ℝ → ℝ над полем ℝ и функции в) 𝑥, 𝑥2, … , 𝑥𝑝+1

г) 𝑥𝑝 , 𝑥𝑝2 , ⋯ , 𝑥𝑝𝑝 в векторном пространстве всех функций 𝔽𝑝 → 𝔽𝑝 над полем 𝔽𝑝?
А6⋄2. Найдите количество 𝑘-мерных векторных подпространств в 𝑛-мерном векторном про-
странстве над 𝔽𝑞 в виде рациональной функции от 𝑞 и вычислите её предел при 𝑞 → 1.

А6⋄3. Покажите, что множество 2𝑀 всех подмножеств множества 𝑀 с операциями 1 ⋅𝑋 ≝ 𝑋,
0 ⋅ 𝑋 ≝ ∅, 𝑋 + 𝑌 ≝ (𝑋 ∪ 𝑌) ∖ (𝑋 ∩ 𝑌) является векторным пространством над полем 𝔽2. Для
𝑚-элементного множества 𝑀 найдите dim 2𝑀 и выясните, может ли оказаться линейно
зависимым набор таких подмножеств 𝑋1, … ,𝑋𝑛 ⊂ 𝑀, что 𝑋𝑖 ⊈ ⋃𝜈≠𝑖 𝑋𝜈 при каждом 𝑖.

А6⋄4. Для произвольных векторных подпространств 𝑈, 𝑉, 𝑊 любого векторного простран-
ства положим 𝑃 = (𝑈 + 𝑉) ∩ (𝑉 + 𝑊) ∩ (𝑊 + 𝑈) и 𝑄 = (𝑈 ∩ 𝑉) + (𝑉 ∩ 𝑊) + (𝑊 ∩ 𝑈). Верно ли,
что: а) 𝑃 ⊆ 𝑄 б) 𝑃 ⊇ 𝑄 в) для конечномерных 𝑈, 𝑉, 𝑊 разность dim𝑃 − dim𝑄 чётна?

А6⋄5. Пусть 𝑘-мерные векторные подпространства 𝑉1, … ,𝑉𝑛 имеют dim𝑉𝑖∩𝑉𝑗 = 𝑘−1 при всех
𝑖 ≠ 𝑗. Покажите, что существует либо (𝑘 − 1)-мерное подпространство 𝑈, содержащееся во
всех 𝑉𝑖, либо (𝑘 + 1)-мерное подпространство 𝑊, содержащее все 𝑉𝑖.

А6⋄6. Найдите размерность пространства а) многочленов 𝑓 ∈ ℝ[𝑥] с deg 𝑓 ⩽ 𝑛 и 𝑓(3−2𝑖) = 0
б) однородных симметрических1 многочленов степени 7 от 4 переменных.

А6⋄7. Образуют ли многочлены а) (𝑥 + 𝑘)𝑛 б) (𝑥+𝑘
𝑘 ) = (𝑥 + 1) ⋯ (𝑥 + 𝑘)∕𝑘! с 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 базис

пространства ℚ[𝑥]⩽𝑛 многочленов степени ⩽ 𝑛 над полем ℚ?
А6⋄8. Образуют ли многочлены из зад. А6⋄7 (б) базис над ℤ в ℤ-подмодуле 𝑀𝑛 ⊂ ℚ[𝑥]⩽𝑛,
состоящем из многочленов, принимающих целые значения во всех целых точках?

А6⋄9. Является ли ℤ-подмодуль в ℤ[𝑥], состоящий из всех многочленов с чётным свободным
членом, а) конечно порождённым б) свободным в) отщепимым2 прямым слагаемым?

А6⋄10. Сколько различных разложений в прямую сумму двух циклических подгрупп у ад-
дитивной абелевой группы ℤ∕(5) ⊕ ℤ∕(5)?

А6⋄11. Верно ли, что порождённый вектором 𝑤 = (𝑧1, … , 𝑧𝑚) ∈ ℤ𝑚 подмодуль ℤ𝑤 ⊂ ℤ𝑚
отщепляется прямым слагаемым если и только если НОД(𝑧1, … , 𝑧𝑚) = 1?

А6⋄12. Пусть порядки3 конечных подгрупп 𝐴1, … ,𝐴𝑛 абелевой группы 𝐴 взаимно просты.
Докажите, что их сумма в 𝐴 является прямой.

А6⋄13. Модуль называется полупростым, если любой его собственный подмодуль отщеп-
ляется прямым слагаемым. Полупросты ли ℤ-модули а) ℤ б) ℤ∕(𝑝𝑛) в) (ℤ∕(𝑝))

𝑛?
А6⋄14. Пусть фактор модуль 𝐿 = 𝑀∕𝑁 свободен. Докажите, что 𝑀 ≃ 𝑁 ⊕ 𝐿.
А6⋄15 (проекторы). Пусть 𝐾-линейный эндоморфизм 𝑓∶ 𝑀 → 𝑀 имеет 𝑓2 = 𝑓. Покажите,
что 𝑀 = ker 𝑓 ⊕ im 𝑓 и что 𝑓 проектирует 𝑀 на im 𝑓 вдоль ker 𝑓.

А6⋄16. Справедливы ли для любого эндоморфизма 𝑓∶ 𝑀 → 𝑀 и всех 𝑛 ∈ ℕ импликации
а) ker 𝑓𝑘 = ker 𝑓𝑘+1 ⇒ ker 𝑓𝑘 = ker 𝑓𝑘+𝑛 б) im 𝑓𝑘 = im 𝑓𝑘+1 ⇒ im 𝑓𝑘 = im 𝑓𝑘+𝑛?

А6⋄17. Докажите, что для 𝐾-модулей Hom𝐾(𝑀1 ⊕ 𝑀2,𝑁1 ⊕ 𝑁2) = ⨁2
𝑖,𝑗=1Hom𝐾(𝑀𝑖,𝑁𝑗).

А6⋄18. Опишите ℤ-модуль ℤ-линейных гомоморфизмов Homℤ(ℤ∕(𝑚),ℤ∕(𝑛)), когда
а) НОД(𝑚,𝑛) = 1 б) 𝑚 = 𝑝𝜇, 𝑛 = 𝑝𝜈, где 𝑝 простое в) 𝑚 и 𝑛 любые.

1Многочлен 𝑓(𝑥1, … ,𝑥𝑚) называется симметрическим, если он не меняется при любых перестановках пере-
менных. Например, многочлен (𝑥1 − 𝑥2)2(𝑥1 − 𝑥3)2(𝑥2 − 𝑥3)2 симметрический, а (𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥3)(𝑥2 − 𝑥3) — нет.

2Подмодуль 𝑁 ⊂ 𝑀 отщепим прямым слагаемым, если 𝑀 = 𝑁 ⊕ 𝐿 для некоторого подмодуля 𝐿 ⊂ 𝑀.
3Порядком конечной группы называется количество элементов в ней.
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