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Обращение Мёбиуса

A3½⋄1 (арифметическая функция Мёбиуса). Функция Мёбиуса 𝜇∶ ℕ → ℕ ∪ {0} переводит 𝑛
в 0, если 𝑛 делится на квадрат простого числа, и в (−1)௦, где 𝑠 — число натуральных
простых делителей 𝑛, если 𝑛 не делится на квадраты простых чисел; кроме того, 𝜇(1) ≝ 1.
Покажите, что а) 𝜇(𝑚𝑛) = 𝜇(𝑚)𝜇(𝑛) если нод(𝑚,𝑛) = 1 б) ∑

ௗ∣௡
𝜇(𝑑) = {

1 при 𝑛 = 1
0 при 𝑛 > 1.

�

A3½⋄2 (арифметическое обращение Мёбиуса). Пусть для функции 𝑔∶ ℕ → ℂ при каждом
𝑛 ∈ ℕ известно значение суммы 𝜎(𝑛) = ∑ௗ∣௡ 𝑔(𝑑). Покажите, что 𝑔(𝑛) = ∑ௗ∣௡ 𝜎(𝑑) ⋅ 𝜇(𝑛∕𝑑) .

A3½⋄3. Для произвольного 𝑚 ∈ ℕ вычислите ∑ௗ∣௠ 𝜑(𝑑) , где 𝜑 — функция Эйлера.
A3½⋄4 (круговые многочлены). Приведённый многочлен 𝛷௡ ∈ ℂ[𝑥], корни которого суть
комплексные первообразные корни степени 𝑛 из 1 и только они, называется 𝑛-тым кру-
говым многочленом. Найдите deg𝛷௡ и покажите, что а) 𝑥௡ − 1 = ∏ௗ|௡ 𝛷ௗ(𝑥) б) 𝛷௡(𝑥) =
= ∏ௗ|௡ (𝑥௡∕ௗ − 1)

ఓ(ௗ) в) 𝛷ଶ௡(𝑥) = 𝛷௡(−𝑥) при нечётном 𝑛 г) 𝛷௣௡(𝑥) = 𝛷௡ (𝑥௣)∕𝛷௡(𝑥) при
простом 𝑝 ∤ 𝑛, 𝑝 > 2 д) 𝛷௣(𝑥) = 𝑥௣−ଵ + ⋯ + 𝑥 + 1 и 𝛷௣ೖ(𝑥) = 𝛷௣ (𝑥௣

ೖ−భ
) для простых 𝑝

е) 𝛷௣ೖభభ ⋯௣ೖ೙೙
(𝑥) = 𝛷௣భ௣మ⋯௣೙ (𝑥௣

ೖభ−భ
భ ⋯௣ೖ೙−భ

೙ ) при простых 𝑝௜ ≠ 𝑝௝ ж) 𝛷௡ ∈ ℤ[𝑥] при всех 𝑛 ∈ ℕ.
A3½⋄5. Обозначим через 𝑖௠ число неприводимых приведённых многочленов степени 𝑚 в
𝔽௣[𝑥]. Докажите в ℚ⟦𝑡⟧ равенство (1 − 𝑝𝑡)−ଵ = ∏௠∈ℕ (1 − 𝑡௠)−௜೘.

A3½⋄6. Используя подходящую модификацию обращения Мёбиуса, докажите, что число
неприводимых многочленов степени 𝑛 в 𝔽௣[𝑥] равно ଵ

௡ ∑ௗ|௡ 𝑝ௗ𝜇(𝑛∕𝑑) .
A3½⋄7. Покажите, что в конечном поле 𝔽௤ из 𝑞 элементов порядок любого элемента муль-
типликативной группы 𝔽∗௤ делит 𝑞−1. Пользуясь обращением Мёбиуса, найдите для каж-
дого 𝑑|(𝑞 − 1) число элементов 𝑑-того порядка в 𝔽∗௤. Сколько в 𝔽∗௤ элементов порядка
(𝑞 − 1)? Какова степень минимального многочлена1 такого элемента над простым под-
полем 𝔽௣ ⊂ 𝔽௤?

Алгебра инцидентности локально конечного අ൱ма. අ൱м называется локально конечным, если ∀௫,௬
отрезок [௫,௬] ≝ { ௭ | ௫ ⩽ ௭ ⩽ ௬ } конечен. Для такого අ൱ма 𝔓 обозначим через𝒜(𝔓) множество функций
ద∶ 𝔓×𝔓 → ℂ, которые зануляются на всех (௫,௬), не находящихся в отношении ௫ ⩽ ௬, и зададим в𝒜(𝔓)
сложение దభ + దమ∶ (௫,௬) ↦ దభ(௫,௬) + దమ(௫,௬) и умножение దభ ⋆ దమ∶ (௫,௬) ↦ ∑ೣ⩽೥⩽೤ దభ(௫, ௭)దమ(௭,௬).
A3½⋄8. Покажите, что 𝒜(𝔓) является (некоммутативным) кольцом с единицей, и 𝜚 ∈ 𝒜(𝔓)
обратим если и только если ∀ 𝑥 ∈ 𝔓 𝜚(𝑥, 𝑥) ≠ 0.

A3½⋄9. Убедитесь, что функция 𝜁(𝑥,𝑦) ≝ {
1 при 𝑥 ⩽ 𝑦
0 иначе

� обратима в 𝒜(𝔓) и обратная функ-
ция 𝜇 ≝ 𝜁−ଵ удовлетворяет равенствам2 𝜇(𝑥,𝑦) = − ∑௫⩽௭<௬ 𝜇(𝑥, 𝑧) = − ∑௫<௭⩽௬ 𝜇(𝑧,𝑦).

A3½⋄10 (обращение Мёбиуса в අ൱ме). Пусть 𝔓 — локально конечный අ൱м с нижней гра-
нью3. Покажите, что любая функция 𝑔∶ 𝔓 → ℂ восстанавливается по значениям своих
сумм 𝜎(𝑥) = ∑௬⩽௫ 𝑔(𝑦) по формуле 𝑔(𝑥) = ∑௬⩽௫ 𝜎(𝑦)𝜇(𝑦, 𝑥) .

A3½⋄11. Найдите функции Мёбиуса для а) අ൱ма ℕ с отношением 𝑛|𝑚 б) අ൱ма 𝔉(𝑀)
всех конечных подмножеств4 произвольного множества 𝑀 с отношением 𝑋 ⊆ 𝑌. Во что
превращается в этих случаях предыдущая формула обращения?

1Т. е. приведённого многочлена наименьшей степени, для которого он является корнем.
2Запись ௫ < ௬ означает, что ௫ ⩽ ௬ и ௫ ≠ ௬.
3Т. е. таким ௠ ∈ 𝔓, что ௠ ⩽ ௫ ∀௫ ∈ 𝔓.
4Включая пустое подмножество.


