Ńěłűĺ£ 6 Őŕřěďěńĺšěńĺ

.Őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ őąž-ěň n-ňěřŋőčő ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă .Ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ, ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ, łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ .Ğŋăł ŕěřěśšăŋőćłĺ .Őŕĺśăŋĺě ŕőńĺńĺŋěľŋżţ łőśżţ ťőřň ŋă śćőąőďŋőň ňőďşńě .Őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż .Ŕřăćĺńő Łřăňěřă .Ňĺŋőřż ĺ ťőřňşńż Ńăŕńăśă .Ŕřĺśőěďĺŋěŋŋă£ ňăšřĺűă .§ćŋă£ ťőřňşńă ďń£ őąřăšŋőľ ňăšřĺűż .Šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ

x1. Ťőřňă őąž-ěňă

1.1. Ăńčěąřăĺůěśłă£ ňőšĺćĺřőćłă. Łőčďă ňż řěÿăěň őďŋőřőďŋş¿ śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ Ax = 0 ňěšőďőň Čăşśśă, ćőŕřőś ő šőň, ĺňěěš ńĺ őŋă ŋěŋşńěćżě řěÿěŋĺ£, łăł ŕřăćĺńő, őśšă-ěšś£ őšłřżšżň ćŕńőšĳ ďő śăňőčő ŕőśńěďŋěčő ÿăčă. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ŕőśšřőĺň ŋěłĺľ şŋĺćěřśăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ őš ¡ńěňěŋšőć łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż, ğŋăůěŋĺě łőšőřőčő ŋă łőŋłřěšŋőľ ňăšřĺűě A ŕőłăğżćăěš, őąřăšĺňă ńĺ őŋă, ĺ ěśńĺ ďă, šő ŕőğćőń£ěš ŋăŕĺśăšĳ £ćŋş¿ ťőřňşńş ďń£ řěÿěŋĺ£ ŋěőďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż Ax = b.

Ďń£ šőčő ůšőąż śşďĺšĳ ő šőň, ůšő ąşďěš ŋă ćżţőďě łăčő-ńĺąő ŕřőűěśśă, čń£ď£ ŋă šő, ůšő ŕőďă-ěšś£ ŋă ćţőď, ŋăďő, łăł ĺğćěśšŋő, ŕřĺďşňăšĳ ĺŋćăřĺăŋš ¡šőčő ŕřőűěśśă | ŋěůšő ŋě ňěŋ£- ¿źěěś£ ć ţőďě ŕřőűěśśă ĺ řăğńĺůă¿źěě łőŋěůŋżě śőśšő£ŋĺ£. Ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ ňŋőčőůńěŋ, ĺŋćăřĺăŋšŋżľ őšŋőśĺšěńĳŋő šěţ ĺńĺ ĺŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, śńěďşěš őąřăšĺšĳś£ ł čěőňěšřĺĺ, ĺąő ŋěĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ćżřăęěŋĺľ ść£ğăŋă, łăł ŕřăćĺńő, ś šěň, ůšő őŋĺ ŋěşłń¿ęě łőďĺřş¿š ŋěłş¿ čěőňěšřĺůěśłş¿ łăřšĺŋş, ŕřĺćńěłă£ ďń£ ¡šőčő ĺğążšőůŋżě ďăŋŋżě: śĺśšěňş łőőřďĺŋăš, ŋěőďŋőğŋăůş¿ ğăŕĺśĳ ĺ š. ŕ. Ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ćżřăęěŋĺ£ őš ŕřőĺğćőńă ć ćżąőřě ¡šĺţ ďăŋŋżţ (ć ůăśšŋőśšĺ, ěčő ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ĺţ ďőŕşśšĺňżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ) őğŋăůăěš, ůšő ¡šő ćżřăęěŋĺě £ćń£ěšś£ čěőňěšřĺůěśłőľ ćěńĺůĺŋőľ. Ĺšăł, ŋăň ŕřěďśšőĺš ść£ğăšĳ ś łăęďőľ ňăšřĺűěľ čěőňěšřĺůěśłş¿ ćěńĺůĺŋş.

Śšőńąűż łćăďřăšŋőľ (n × n)-ňěšřĺűż ŋăď ŕőńěň k ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł ŋěłőšőřżľ ŋăąőř ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_n) łőőřďĺŋăšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă k^n. Ťĺčşřă, ść£ğăŋŋă£ ś ŋăąőřőň ĺğ n ćěłšőřőć | ¡šő ŋăš£ŋşšżľ ŋă ŋĺţ ŕăřăńńěŕĺŕěď (śň. řĺś.1 ďń£ n = 3). Čěőňěšřĺůěśłă£ ćěńĺůĺŋă, ăśśőűĺĺřőćăŋŋă£ ś ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďőň, | ¡šő ěčő őąž-ěň. Őąž-ěň łăł ŋěńĳğ£ ąőńěě ŕőďţőďĺš ďń£ šőčő, ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, £ćń£ěšś£ ńĺ ŋăąőř ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_n) ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňżň^1, ă ¡šő šő ęě śăňőě ůšő ŕřőćěřĺšĳ őąřăšĺňă ńĺ śőőšćěšśšćş¿źă£ ňăšřĺűă.

1ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ ćěłšőřőć (v_1, v_2, . . . , v_n) ⊂ k^n řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő őŋĺ ńěęăš ć őďŋőľ (n − 1)- ňěřŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, ă ć ¡šőň śńşůăě ŋăš£ŋşšżľ ŋă ŋĺţ ŕăřăńńěŕĺŕěď \şŕńőźăěšś£" ć ťĺčşřş ŋşńěćőčő őąž-ěňă 80

§1: Ťőřňă őąž-ěňă 81

Ğăďăůă6.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ŋăąőřă ĺğ n ćěłšőřőć vi ć k^n řăćŋőśĺńĳŋż ďřşč ďřşčş: ă) (v1; v2; : : : ; vn) | ąăğĺś ć k^n; ą) (v1; v2; : : : ; vn) | ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň;

ć) ňăšřĺűă ŕěřěţőďă Cev őš vi ł śšăŋďăřšŋőňş ąăğĺśş ei ć k^n őąřăšĺňă. Ňż ŋě ąşďěň ć ¡šĺľ ńěłűĺĺ ďěšăńĳŋő őąž£śŋ£šĳ, ůšő šăłőě \őąž-ěň šěńă ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě" (ŕěřěńőęĺć ¡šş ŕőů-ěšŋş¿ őą£ğăŋŋőśšĳ ŋă ňőčşůĺě ŕńěůĺ ňăšěňăšĺůěśłőčő ăŋăńĺğă). Ćňěśšő ¡šőčő ňż śŋăůăńă ćż£śŋĺň (ŕřő śěą£) łăłĺě ĺŋšşĺšćŋżě śćőľśšćă őąž-ěňă n-ňěřŋőčő ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă ŋăň ţőšěńőśĳ ąż ĺňěšĳ, ğăšěň śťőřňşńĺřşěň ĺţ ć ćĺďě ăłśĺőň ĺ ŕřőćěřĺň, ůšő şďőćńěšćőř£¿źă£ ¡šĺň ăłśĺőňăň ťőřňă őąž-ěňă śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă (ňż ŋăľď-ěň ďń£ ŋě-ě £ćŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ćżřăęěŋĺě). @@ @ � � � � � @@ @ � � � � � @@ @ � � � � �@ @@R � � �Œ � �ß Řĺś. 1. Ŕăřăńńěńěŕĺŕěď, ŋăš£ŋşšżľ ŋă ćěłšőřż

1.2. Čěőňěšřĺůěśłĺě śćőľśšćă őąž-ěňă. Őąőğŋăůĺň ĺśłőňş¿ ťşŋłűĺ¿ őąž-ěňă ůěřěğ

Vol (v_1; v_2; : : : ; v_n) :

Ćő-ŕěřćżţ, ňż ťĺłśĺřşěň ěďĺŋĺűş ĺğňěřěŋĺ£: ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő őąž-ěň ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś (e_1; e_2; : : : ; e_n) ć k^n řăćěŋ ěďĺŋĺűě:

Vol (e_1; e_2; : : : ; e_n) = Vol ( 1 0 . . 0 ; 0 1 . . 0 ; · · · 0 0 . . 1

) def= 1 :

Ćő-ćšőřżţ, £śŋő ůšő Vol (v_1; v_2; : : : ; v_n) ŋě ĺğňěŋ£ěšś£, łőčďă ł őďŋőňş ĺğ ćěłšőřőć v_i ŕřĺąăćń£- ěšś£ łřăšŋőśšĳ łőłőčő-ńĺąő ďřşčőčő ćěłšőřă v_j. Ŕřőěłűĺ£ šőčő, ůšő ŕřĺ ¡šőň ŕřőĺśţőďĺš, ŋă 2-ňěřŋş¿ ŕńőśłőśšĳ, ŕőřőęď-ěŋŋş¿ ćěłšőřăňĺ v_i ĺ v_j ŕőłăğăŋă ŋă řĺś.2. Ůĺšăšěń¿ ŕřěďńăčăěšś£ ŕřěďśšăćĺšĳ śěąě ćś¿ n-ňěřŋş¿ łăřšĺŋłş ĺ şćĺďěšĳ, ůšő łşśőł, łőšőřżľ ŕřĺ ¡šőň őšřěğăěšś£ őš ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă řăćěŋ łşśłş, łőšőřżľ ŕřĺłńăďżćăěšś£ ł ŋěňş ś ďřşčőľ śšőřőŋż (ĺąő ¡šĺ łşśłĺ ŕőńşůă¿šś£ ďřşč ĺğ ďřşčă ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň).

v_i vi + –vj

v_j BB BB BB BB BM

� � � � �˘

-BB BB BB BB B

� � � � � -

Řĺś. 2. Őąž-ěň ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕěřěłőśě

Šřěšĳě śćőľśšćő £ćń£ěšś£ ŋăĺąőńěě šőŋłĺň. Ĺŋšşĺšĺćŋő, ŋăď ŕőńěň k = R ŕřĺ şćěńĺůěŋĺĺ őďŋőľ ĺğ śšőřőŋ ć – řăğ (– > 0) őąž-ěň šăłęě ďőńęěŋ şćěńĺůĺćăšĳś£ ć – řăğ. Ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k şśńőćĺě – > 0 šěř£ěš śňżśń, ĺ ěśšěśšćěŋŋő ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż őąž-ěň ążń ŕřőśšő őďŋőřőďěŋ ŕő łăęďőňş ăřčşňěŋšş: Vol ( : : : –v ; : : : ) = –Vol ( : : : v ; : : : ) ∀ – ∈ k (ğďěśĳ ĺ ćő ćśěţ ŕőśńěďş¿źĺţ ŕőďőąŋżţ ťőřňşńăţ ňŋőčőšőůĺňĺ őąőğŋăůěŋż ăřčşňěŋšż, łőšőřżě ŕřĺ ŕěřěţőďě őš ńěćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă ł ŕřăćőľ ŕěřěŕĺśżćă¿šś£ ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ).

Ŕřĺ k = R ¡šő ŕřĺćěď-ěš ł šőňş, ůšő ş ŋěłőšőřżţ ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďőć ąşďěš őšřĺűăšěńĳŋżľ őąž-ěň: śňěŋă ğŋăłă őďŋőčő ĺğ ćěłšőřőć ąşďěš ňěŋ£šĳ ğŋăł ĺ ş őąž-ěňă. Šăł, ŕřĺ n = 1 śšăŋďăřšŋă£ ďńĺŋă ćěłšőřă x { ¡šő ňőďşńĳ |x|, šőčďă łăł őďŋőřőďŋă£ ďńĺŋă | ¡šő ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ Vol (x) = x. Ŕőňĺňő šőčő, ůšő ćšőřă£ ŋăňŋőčő şďőąŋěě ŕěřćőľ ć ćżůĺśńěŋĺ£ţ, őŋă ďőŕőńŋĺšěńĳŋő şńăćńĺćăěš őřĺěŋšăűĺ¿, ĺąő ćěłšőřż őšřĺűăšěńĳŋőľ ďńĺŋż | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ćěłšőřż, őřĺěŋšĺřőćăŋżě ŕřőšĺćőŕőńőęŋő śšăŋďăřšŋőňş ąăğĺśŋőňş ćěłšőřş. Ňŋőčőňěřŋżľ őďŋőřőďŋżľ őąž-ěň ŋă R^n šăłęě şůĺšżćăěš őřĺěŋšăşĺ¿ ŋăąőřă ćěłšőřőć ĺ ŕő¡šőňş ŋăğżćăěšś£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň őąž-ěňőň.

� �ß � �ß HHH HHHj HHH HHHj 6 6

~e_1 ~e_2

~e_3

~e_2 ~e_1

~e_3

śšăŋďăřšŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ŋěśšăŋďăřšŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś

Řĺś. 3. Ďćě ćőğňőęŋżţ őřĺěŋšăűĺĺ ąăğĺśă ć R^3

Ŋăŕřĺňěř, ć R^3 ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŋěŕřěřżćŋőľ ďěťőřňăűĺĺ ĺňěěšś£ řőćŋő ďćă šĺŕă ąăğĺśőć^2 (śň. řĺś.3), ĺ šĺŕ ąăğĺśă ňěŋ£ěšś£ ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ŕřĺ śňěŋě ğŋăłă őďŋőčő ĺğ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć.

1.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ !(v1; v2; : : : ; vn) őš n ăřčşňěŋšőć vi ∈k^n śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕőńě k ŋăğżćăěšś£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň őąž-ěňőň n-ňěřŋőčő ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă (ĺńĺ ŕřőśšő ťőřňőľ őąž-ěňă), ěśńĺ őŋă őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

(i) !(e_1; e_2; : : : ; e_n) = 1, ěśńĺ {e_1; e_2; : : : ; e_n} | ¡šő śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ć k^n; (ii) !( : : : ; v; : : : ; w; : : : ) = !( : : : ; v + –w; : : : ; w; : : : ) ∀ – ∈ k ĺ ń¿ążţ ğŋăůěŋĺľ v, w ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ ăřčşňěŋšőć (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ őśšăńĳŋżţ ăřčşňěŋšăţ);

(iii) !( : : : ; –v; : : : ) = –!( : : : ; v; : : : ) ∀ –∈k ĺ ń¿ąőčő ğŋăůěŋĺ£ v ń¿ąőčő ĺğ ăřčşňěŋšőć (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ őśšăńĳŋżţ ăřčşňěŋšăţ).

Ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ śćőľśšć ťőřňăńĳŋő ćżšěłăěš ěź-ě ŋěśłőńĳłő.

Ğăďăůă6.2. Ćżćěďĺšě ĺğ őďŋőřőďŋőśšĺ (iii), ůšő ťőřňă őąž-ěňă őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ, ěśńĺ ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ ăřčşňěŋšőć řăćěŋ ŋşń¿. Şłăğăŋĺě: ~0 = 0 · ~0, čďě ~0 ∈ k^n, ă 0 ∈ k.

1.3.1. Ńěňňă. . Ťőřňă őąž-ěňă ğăŋşń£ěšś£ ŋă ćś£łőň ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňőň ŋăąőřě ćěłšő-

řőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ćěłšőřż (v1; v2; : : : ; vn) ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺň, šő őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ őśšăńĳŋżě, śłăęěň: v_n = x_1v_1+x_2v_2+· · ·+x_{n−1}v_{n−1}. Ňŋőčőłřăšŋő ŕřĺňěŋ££ śćőľśšćő (ii), ŕőńşůăěň:

!(v_1; v_2; : : : ; v_n) = !( v_1; v_2; : : : ; v_{n−1} ; ~0 + x_1v_1 + x_2v_2 + · · · + x_{n−1}v_{n−1} ) = = !( v_1; v_2; : : : ; v_{n−1} ; ~0 ) = 0

2ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ďćă ąăğĺśă ŕřĺŋŋăďńěęăš őďŋőňş šĺŕş, ěśńĺ ĺţ ňőęŋő ćłń¿ůĺšĳ ć ŋěŕřěřżćŋőě śěňěľśšćő ąăğĺśőć {e_i(t)}_{i=1,2,3}, t ∈ [0, 1]

2_{Śńěďş¿źěě śćőľśšćő čěőňěšřĺĺůěśłĺ şęě ŋě śšőńĳ őůěćĺďŋő.}

1.3.2. Ńěňňă. Ťőňă őąž-ěňă ńĺŋěľŋă ŕő łăęďőňş ăřčşňěŋšş, š. ě. ďń£ łăęďőčő ĺğ ăř-

čşňěŋšőć (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ őśšăńĳŋżţ) ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő:

!( : : : ; –v + —w; : : : ) = –!( : : : ; v; : : : ) + —!( : : : ; w; : : : )

ŕřĺ ń¿ążţ v; w ∈ k^n, –; — ∈ k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě śćőľśšćő (iii) ťőřňż őąž-ěňă, ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ńĺÿĳ řăćěŋśšćő

!( : : : ; v + w; : : : ) = !( : : : ; v; : : : ) + !( : : : ; w; : : : ) ∀ v; w ∈ k^n : (6-1)

Ŕřěďŕőńőęĺň śŋăůăńă, ůšő őďĺŋ ĺğ ŋăąőřőć ăřčşňěŋšőć ( : : : ; v; : : : ) ĺńĺ ( : : : ; w; : : : ), | śłăęěň, ŕěřćżľ, | ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň, ă ğŋăůĺš, śőśšăćń£ěš ąăğĺś ć k^n. Šőčďă ňż ĺňěěň řăğńőęěŋĺ£ ćĺďă

w = x · v + (ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ğŋăůěŋĺľ őśšăńĳŋżţ ăřčşňěŋšőć) v + w = (1 + x) · v + (ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ğŋăůěŋĺľ őśšăńĳŋżţ ăřčşňěŋšőć)

(ćğ£šă£ ć śłőąłĺ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ őďĺŋăłőćă ć őąőĺţ řăğńőęěŋĺ£ţ) ś ŋěłőšőřżň x ∈ k. Ňŋőčőłřăšŋő ŕřĺňěŋěŋ££ śćőľśšćő (ii) ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ťőřňż őąž-ěňă ŕőńşůăěň:

!( : : : ; w; : : : ) = !( : : : ; xv; : : : ) = x · !( : : : ; v; : : : )

!( : : : ; v + w; : : : ) = !( : : : ; (1 + x)v; : : : ) = (1 + x) · !( : : : ; v; : : : ) ;

őšłşďă śřăğş śńěďşěš (6-1). Őśšă-ěšś£ řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ, łőčďă őąă ŋăąőřă ( : : : ; v; : : : ) ĺ ( : : : ; w; : : : ) ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż. Ŋő šőčďă ĺ ŋăąőř ( : : : ; v+w; : : : ) šőęě ąşďěš ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺň (ŕőůěňş?), ă ğŋăůĺš, ćśě šřĺ ůńěŋă ć ťőřňşńě (6-1) őąřăš£šś£ ć ŋőńĳ.

2_{Ć śńěďş¿źěň ŕăřăčřăťě ňż ŕřěďśšăćĺň őłăğăšěńĳśšćő śşźěśšćőćăŋĺ£ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ}

ťőřňż őąž-ěňă ŋă k^n. Őŋő ąşďěš ćżćěďěŋő ĺğ őąźĺţ śćőľśšć ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň, śŕřăćěďńĺćżţ ŋăď ń¿ążňĺ łőňňşšăšĺćŋżňĺ łőńĳűăňĺ.

x2. Ŕőńĺńĺŋěľŋżě łőśżě ťőřňż

2.1. Ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ, ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ. Ŕşśšĳ V | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňőďşńĳ ŋăď ń¿ążň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K. K-ğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ f(v_1; v_2; : : : ; v_n) őš n ăřčşňěŋšőć v_i ∈V ŋăğżćăěšś£ { ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ^3, ěśńĺ őŋă şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ Ńň.1.3.2, š. .ě. K-ńĺŋěľŋă ŕő łăęďőňş ĺğ ăřčşňěŋšőć (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ őśšăńĳŋżţ).

{ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ, ěśńĺ őŋă ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ń¿ążţ ďćşţ ăřčşňěŋšőć, š. ě. f( : : : ; v; : : : ; w; : : : ) = −f( : : : ; w; : : : ; v; : : : ),

3šěřňĺŋ ťőřňă ć ăńčěąřě ĺ ăŋăńĺğě £ćń£ěšś£ śĺŋőŋĺňőň śőůěšăŋĺ£ őďŋőřőďŋă£ ťşŋłűĺ£; K-ńĺŋěľŋőśšĳ | ¡šő őďŋőřőďŋőśšĳ ŕń¿ś ăďďĺšĺćŋőśšĳ

{ łőśőľ (ĺńĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ), ěśńĺ őŋă őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŕřĺ śőćŕăďěŋĺĺ ğŋăůěŋĺľ ń¿ąőľ ŕăřż řăğńĺůŋżţ ăřčşňěŋšőć, š. ě. f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) = 0.

Őšňěšĺň, ůšő ťőřňă őąž-ěňă ŋă k^n, ąşďě őŋă śşźěśšćşěš, £ćń£ěšś£ ŕřĺňěřőň ŕőńĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż, ĺąő ĺňěěš ňěśšő

2.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ěśńĺ 2 = 1 + 1 ŋě ŋşńĳ ĺ ŋě ďěńĺšěńĳ ŋşń£ ć K, šő ďń£ ń¿ąőľ

ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż f(v_1; v_2; : : : ; v_n) ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ, łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ ĺ śćőľśšćő (ii) ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ťőřňż őąž-ěňă ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ ćńěůěš łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ, ŕőśłőńĳłş ŕěřěśšăćń££ ć f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) řăćŋżě ăřčşňěŋšż v ĺ v ŕőńşůĺň:

f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) = −f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) ;

őšłşďă 2f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) = 0, ůšő ćńěůěš f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) = 0, ěśńĺ 2 = 1 + 1 ŋě £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£ (ĺ ŋě řăćŋă ŋşń¿).

Łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ ćńěůěš śćőľśšćő (ii) ĺğ Őŕř.1.3 ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň, ŕőśłőńĳłş

f( : : : ; v + –w; : : : ; w; : : : ) = f( : : : ; v; : : : ; w; : : : ) + –f( : : : ; w; : : : ; w; : : : ) ;

ĺ ćšőřőě śńăčăěňőě ğăŋşń£ěšś£.

Ŋăłőŋěű, śćőľśšćő (ii) ćńěůěš ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ šăłęě ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň:

f( : : : ; v; : : : ; w; : : : ) = f( : : : ; v + w; : : : ; w; : : : ) = = f( : : : ; v + w; : : : ; w − (v + w); : : : ) = = f( : : : ; v + w; : : : ; −v; : : : ) = = f( : : : ; v + w − v; : : : ; −v; : : : ) = = f( : : : ; w; : : : ; −v; : : : ) = = −f( : : : ; w; : : : ; v; : : : ) : 2 2.1.2. Śőčńăÿěŋĺě ő ţăřăłšěřĺśšĺłě. Ćś¿ďş ďăńěě ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő 2 = 1+1 ≠ 0 ŋě £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£ ć łőńĳűě K (ĺńĺ ůšő ŕőńě k ĺňěěš char k ≠ 2). Šăłĺň őąřăğőň, ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ ąşďşš őğŋăůăšĳ ďń£ ŋăś őďŋő ĺ šő ęě. 2.2. Ŕěřěśšăŋőćłĺ. Ć ŕřěďśšő£źĺţ ďăńěě ćżůĺśńěŋĺ£ţ ŋăň ŕőšřěąşěšś£ śńěďĺšĳ ğă šěň, łăł ňěŋ£ěšś£ ğŋăł łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ŋě šőńĳłő ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ŕăřż ăřčşňěŋšőć, ŋő ĺ ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ŕěřěśšăŋőćłăţ ćśěľ śőćőłşŕŋőśšĺ ě-ě ăřčşňěŋšőć. Ăřčşňěŋšż ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ şŕőř£ďőůěŋŋőě ňŋőęěśšćő (v_1; v_2; : : : ; v_n) ĺ čőćőř£ őą ĺţ ŕěřěśšăŋőćłăţ, şďőąŋő őŕşśłăšĳ ąěśśőďěřęăšěńĳŋżľ śĺňćőń v ĺ śńěďĺšĳ šőńĳłő ğă ŋőňěřăňĺ, ă ćěřŋěě ğă šěň, ŋă łăłĺţ ŕőğĺűĺ£ţ śšő£š łăłĺě ŋőňěřă.

Ťőřňăńĳŋő, ŕěřěśšăŋőćłőľ łőŋěůŋőčő şŕőř£ďőůěŋŋőčő ňŋőęěśšćă {1; 2; : : : ; n} ĺğ n ŕőŕăřŋő řăğŋżţ ¡ńěňěŋšőć (ňż őąőğŋăůĺńĺ ĺţ ůĺśńăňĺ 1; 2; : : : ; n) ŋăğżćăěšś£ śšřőůłă

{ff(1); ff(2); : : : ; ff(n)} ;

čďě ff | ŕřőĺğćőńĳŋőě ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă {1; 2; : : : ; n} ŋă śěą£. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł n-¡ńěňěŋšŋőčő şŕőř£ďőůěŋŋőčő ňŋőęěśšćă őąőğŋăůăěšś£ S_n.

Ğăďăůă6.3. Śłőńĳłő ćśěčő ŕěřěśšăŋőćőł ĺňěěšś£ ć Sn ?

Őšćěš: n!.

Śĺňćőńăňĺ ff; fi; %; ”; : : : ňż ďăńěě ąşďěň őąőğŋăůăšĳ łăł śăňĺ ŕěřěśšăŋőćłĺ, šăł ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżě őšőąřăęěŋĺ£ {1; 2; : : : ; n} ŋă śěą£. Šőęďěśšćěŋŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ Id. Łőňŕőğĺűĺ£ fiff ∈ S_n ŕěřěśšăŋőćőł {ff(1); ff(2); : : : ; ff(n)} ĺ {fi(1); fi(2); : : : ; fi(n)} ěśšĳ, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ŕěřěśšăŋőćłă {fi(ff(1)); fi(ff(2)); : : :; fi(ff(n))}, őšćěůă¿źă£ łőňŕőğĺűĺĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ őšőąřăęěŋĺľ ff; fi ňŋőęěśšćă {1; 2; : : : ; n} ŋă śěą£. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ff = (3; 2; 4; 5; 1); fi = (5; 4; 2; 3; 1) ∈ S_5, šő fiff = (2; 4; 3; 1; 5).

Ğăďăůă6.4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ ŕěřěśšăŋőćőł ăśśőűĺšĺćŋă: ff(fi”) = (fffi)”

∀ ff; fi; ” ∈ S_n, ŋő ŋě łőňňşšăšĺćŋă.

Ğăďăůă6.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćś£łă£ ŕěřěśšăŋőćłă ff ∈ Sn ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋş¿ őąřăšŋş¿ ff^{−1} ∈S_n : ff^{−1}ff = ffff^{−1} = Id, ĺ ůšő őšőąřăęěŋĺě ćğ£šĺ£ łőňŕőğĺűĺĺ ś ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŕěřěśšăŋőćłőľ ff ∈ S_n : fi −→ fffi £ćń£ěšś£ ąĺěłűĺěľ S_n ŋă śěą£.

Ŕěřěśšăŋőćłă łăłĺţ-šő ďćşţ ¡ńěňěŋšőć ňěęďş śőąőľ, ŋě ňěŋ£¿źă£ ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ ¡ńěňěŋšőć, ŋăğżćăěšś£ šřăŋśŕőğĺűĺěľ. Ćś£łă£ šřăŋśŕőğĺűĺ£ fi, őůěćĺďŋő, őąřăšŋă śăňă śěąě.

Ğăďăůă6.6. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćś£łă£ ŕěřěśšăŋőćłă ěśšĳ łőňŕőğĺűĺ£ ŋěłőšőřőčő łőńĺůěśšćă šřăŋśŕőğĺűĺľ. Ěďĺŋśšćěŋŋő ńĺ šăłőě řăğńőęěŋĺě? Őšćěš: Őůěćĺďŋő ŋěš !

2.2.1. Ů-ěšŋőśšĳ ĺ ğŋăł ŕěřěśšăŋőćłĺ. Ŕěřěśšăŋőćłă ŋăğżćăěšś£ ů-ěšŋőľ ĺńĺ ŋěů-ěš-

ŋőľ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś šěň, ŕřőĺğćěďěŋĺěň ů-ěšŋőčő ĺńĺ ŋěů-ěšŋőčő ůĺśńă šřăŋśŕőğĺűĺľ őŋă £ćń£ěšś£. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ğŋăł sgn (ff) ŕěřěśšăŋőćłĺ ff | ¡šő +1, ěśńĺ ff ů-ěšŋă, ĺ −1, ěśńĺ ff ŋěů-ěšŋă. Łőřřěłšŋőśšĳ ćśěčő śłăğăŋŋőčő (š. ě. ŋěćőğňőęŋőśšĳ ŕřěďśšăćĺšĳ őďŋş ĺ šş ęě ŕěřěśšăŋőćłş ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ łăł ů-ěšŋőčő, šăł ĺ ŋěů-ěšŋőčő ůĺśńă šřăŋśŕőğĺűĺľ) ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěčő ŕřěďńőęěŋĺ£, łőšőřőě ŕőğćőń£ěš őŕřěďěńĺšĳ ů-ěšŋőśšĳ ŕěřěśšăŋőćłĺ ŋě ŕřĺąěčă£ ł ě-ě řăğńőęěŋĺ¿.

2.2.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ů-ěšŋőśšĳ ŕěřěśšăŋőćłĺ {ff(1); ff(2); : : : ; ff(n)} śőćŕăďăěš ś ů-ěšŋőś-

šĳ¿ ůĺśńă ćśěţ ŕăř (ff(i); ff(j)) (čďě 1 ≤ i < j ≤ n { ń¿ążě), ş łőšőřżţ ff(i) > ff(j), š. ě. ćśěţ ŕăř, ŕőř£ďőł ¡ńěňěŋšőć ć łőšőřżţ ĺğňěŋĺńś£ ŕőď ďěľśšćĺěň ff ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ (šăłĺě ŕăřż ŋăğżćă¿šś£ ĺŋćěřśĺ£ňĺ ĺńĺ ąěśŕőř£ďłăňĺ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő łőńĺůěśšćő ąěśŕőř£ďłőć ş łőňŕőğĺűĺĺ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕěřěśšăŋőćłĺ ff ś ń¿ąőľ šřăŋśŕőğĺűĺěľ fi_{ij} (ŕěřěśšăćń£¿źěľ ňěęďş śőąőľ i ĺ j) őšńĺůăěšś£ őš łőńĺůěśšćă ąěśŕőř£ďłőć ć ff ŋă ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő. Ŋő fffi_{ij} őšńĺůăěšś£ őš ff šěň, ůšő ¡ńěňěŋšż ff(i) ĺ ff(j) ŕěřěśšăćńěŋż:

ff = ( ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ff(i) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ff(j) ∗ ∗ ∗ ∗∗ ) fffi_{ij} = ( ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ff(j) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ff(i) ∗ ∗ ∗ ∗∗ ) ;

ĺ őš šăłőľ ŕěřěśšăŋőćłĺ ůĺśńő ąěśŕőř£ďłőć ĺğňěŋĺšś£ ŋă şďćőěŋŋőě ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć, śšő- £źĺţ ňěęďş ff(i) ĺ ff(j) (ĺąő ćśě ŕăřż (ff(i); ∗) ĺ (∗; ff(j)), čďě ∗ śšőĺš ňěęďş ff(i) ĺ ff(j), ŕřěćřăš£šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, ć ŕăřż (ff(j); ∗) ĺ (∗; ff(i)) ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ \ĺŋćěřśŋőśšĺ") ďă ěź-ě ŋă ěďĺŋĺűş ğă śů-ěš ĺğňěŋěŋĺ£ \ĺŋćěřśŋőśšĺ" ć śăňőľ ŕăřě (ff(i); ff(j)), ŕőďćěřčŋşšőľ šřăŋśŕőğĺűĺĺ. 2 2.2.3. Śńěďśšćĺě. Ğŋăůěŋĺě łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ů-ěšŋżţ ŕěřě-

śšăŋőćłăţ ăřčşňěŋšőć ĺ ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ ŋěů-ěšŋżţ ŕěřěśšăŋőćłăţ ăřčşňěŋšőć.

Ğăďăůă6.7. Łăł ů-ěšŋőśšĳ łőňŕőğĺűĺĺ fffi ğăćĺśĺš őš ů-ěšŋőśšĺ ff ĺ fi ?

Ğăďăůă6.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ćğ£šĺě łőňŕőğĺűĺĺ ś ŕřőĺğćőńĳŋő ğăťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŋěů-ěšŋőľ ŕěřěśšăŋőćłőľ ğăďă-ěš ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ňŋőęěśšćőň ů-ěšŋżţ ŕěřěśšăŋőćőł ĺ ňŋőęěśšćőň ŋěů-ěšŋżţ ŕěřěśšăŋőćőł.

¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓

¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓¡'¿↓

1

2

2

5

3

6

4

8

5

1

6

3

7

7

8

4 Řĺś. 4. Ŕřăćĺńő ŋĺšőůěł

Ďń£ ŕřăłšĺůěśłőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ů-ěšŋőśšĺ ŕěřěśšăŋőćłĺ őążůŋő ĺśŕőńĳğş¿š ŕřăćĺńő ŋĺšőůěł, ŕőğćőń£¿źěě ńěčłő ŕőďśůĺšăšĳ ůĺśńő ąěśŕőř£ďłőć. Ŋăďő śőěďĺŋĺšĳ ŋĺšőůłăňĺ ŕăřż őďĺŋăłőćżţ ůĺśěń ć ğăŕĺśăŋŋżţ ďřşč ŕőď ďřşčőň ŋăąőřăţ {1; : : : ; n} ĺ {ff(1); : : : ; ff(n)}, śńěď£ ğă šěň, ůšőąż ¡šĺ ŋĺšőůłĺ ŕěřěśěłăńĺśĳ ŋě ąőńěě, ůěň ŕő ďćě. Šőčďă łăęďă£ ĺŋćěřśŋă£ ŕăřă ŕřěćŋőśĺš řőćŋő őďŋő ŕěřěśěůěŋĺě ŋĺšőůěł, ĺ őąźěě ůĺśńő ĺŋćěřśĺľ ěśšĳ śşňňăřŋőě ůĺśńő ŕěřěśěůěŋĺľ. Ŋăŕřĺňěř, ůĺśńő ĺŋćěřśĺľ ć ŕěřěśšăŋőćłě (2; 5; 6; 8; 1; 3; 7; 4) ∈ S_8 řăćŋő 12 (śň. řĺś.4).

2.3. Łń¿ůěćőě ćżůĺśńěŋĺě. Ŕşśšĳ f(v1; v2; : : : ; vn) | ŕőńĺńĺŋěľŋă£ łőśőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă ŋă K^n. Šőčďă ğŋăůěŋĺě f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = 1 ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň ŋăąőřě ćěłšőřőć ňőęŋő £ćŋő ćżřăğĺšĳ ůěřěğ ğŋăůěŋĺě f ŋă śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě (e_1; e_2; : : : ; e_n). Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ

v_j =^∑_i c_{ij}e_i ; j = 1; 2; : : : ; n ;

čďě (c_{αβ}) = C_{ev} | ¡šő ňăšřĺűă ŕěřěţőďă, ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć v_i ć ąăğĺśě e_i. Ŕőńĳğş£śĳ ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ¿, ŋăţőďĺň:

f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = f ( ∑ i c_{i1}e_i ;^∑_i c_{i2}e_i ; : : : ;^∑_i c_{in}e_i ) = =^∑_i 1 ∑ i2 · · · ∑ in f^( c_{i11}e_{i1} ; c_{i22}e_{i2} ; : : : ; c_{inn}e_{in}^) =

=^∑_i 1,i2,...,in c_{i11}c_{i22} · · · c_{inn}f(e_{i1} ; e_{i2} ; : : : ; e_{in} ) :

Ĺğ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĺ f ćżšěłăěš, ůšő f(e_{i1} ; e_{i2} ; : : : ; e_{in} ) = 0 ěśńĺ śřěďĺ ĺŋďěłśőć i_ν ěśšĳ śőćŕăďă¿źĺě. Ŕő¡šőňş ć ŕőśńěďŋěľ śşňňě řěăńĳŋő şůăśšćş¿š ńĺÿĳ śńăčăěňżě, ş łőšőřżţ ŋăąőř ĺŋďěłśőć (i_1; i_2; : : : ; i_n) £ćń£ěšś£ ŕěřěśšăŋőćłőľ ŋăąőřă (1; 2; : : : ; n). Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě Śń.2.2.3, ňż ňőęěň ŕěřěŕĺśăšĳ ¡šş śşňňş ć ćĺďě

f(v_1; v_2; : : : ; v_n) =^∑_{σ∈} Sn^{sgn}

(ff)c_{σ(1)1}c_{σ(2)2} · · · c_{σ(n)n} · f(e_1; e_2; : : : ; e_n) :

2.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ C = (cαβ) | łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ ŋěłőšőřőčő

łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K. Ůĺśńő

det Ś = det(c_{αβ})^{def}=^∑_{σ∈}

Sn^{sgn}

(ff)c_{σ(1)1}c_{σ(2)2} · · · c_{σ(n)n} ∈ K ; (6-2)

ŋăğżćăěšś£ őŕřěďěńĺšěńěň łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż Ś = (c_{αβ}).

Ŕřěďżďşźěě ćżůĺśńěŋĺě ďőłăğżćăěš

2.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ f | ŕőńĺńĺŋěľŋă£ łőśőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă őš n ăřčş-

ňěŋšőć ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň K-ňőďşńě, ĺ {e_i} ĺ {v_i} | ďćă ŋăąőřă ĺğ n ćěłšőřőć, ść£ğăŋŋżě ŕřĺ ŕőňőźĺ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă C ∈ Mat_n(K): (v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)C :

Šőčďă f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det(C) · f(e_1; e_2; : : : ; e_n).

2_{Ć ůăśšŋőśšĺ, ňż ŕőńşůăěň, ůšő ťőřňă őąž-ěňă ŋă łőőřďĺŋăšŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě}

k^n ěďĺŋśšćěŋŋă (ěśńĺ śşźěśšćşěš) ĺ ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ !(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det C_v ;

čďě C_v | ňăšřĺűă, śőśšăćńěŋŋă£ ĺğ ćěłšőř-śšőńąűőć v_i ∈ k^n, ă ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă śşźěśšćőćăŋĺ£ ťőřňż őą-ěňă őśšă-ěšś£ ńĺÿĳ ďőłăğăšĳ

2.4.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Őŕřěďěńĺšěńĳ det(C) £ćń£ěšś£ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ

ťşŋłűĺěľ őš śšőńąűőć ňăšřĺűż C ∈ Mat_n(K) (čďě K { ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő), ĺ det E = 1, ěśńĺ E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ ćĺďŋă ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ (6-2) | łăęďőě ĺğ śłńăďżćăěňżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ śőďěřęĺš řőćŋő ŕő őďŋőňş ¡ńěňěŋšş ĺğ łăęďőčő śšőńąűă, ă ğŋăůĺš, ńĺŋěľŋő ŕő łăęďőňş śšőńąűş. Śćőľśšćő det E = 1 šőęě őůěćĺďŋő, ĺąő ěśńĺ (c_{αβ}) = { 1 ; ŕřĺ ¸ =˛ 0 ; ŕřĺ a ≠ ˛ ;

šő śşňňă ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (6-2) śőďěřęĺš ńĺÿĳ őďŋő ŋěŋşńěćőě śńăčăěňőě, śőőšćěšśšćş¿źěě šőęďěśšćěŋŋőľ ŕěřěśšăŋőćłě.

Ďń£ ŕřőćěřłĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ C^′ ňăšřĺűş, ŕőńşůěŋŋş¿ ĺğ C ŕěřěśšăŋőćłőľ i-őčő ĺ j-šőčő śšőńąűőć. Ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ćţőď£źĺě ć ćżřăęěŋĺě ďń£ det(C^′) őšńĺůăěšś£ őš ŕřőĺğćěďěŋĺľ ć (6-2) šőńłő i-šżň ĺ j-šżň ňŋőęĺšěń£ňĺ: ćňěśšő sgn (ff) · ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ c_{σ(i)i} ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ c_{σ(j)j} ∗ ∗ ∗ ∗∗ šěŕěřĳ ąşďşš śłńăďżćăšĳś£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ sgn (ff) · ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ c_{σ(i)j} ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ c_{σ(j)i} ∗ ∗ ∗ ∗∗ ; łőšőřżě, ěśńĺ ŕěřěśšăćĺšĳ ć ŋĺţ i-šżľ ĺ j-šżľ ňŋőęĺšěńĺ ňěśšăňĺ, ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě sgn (ff)c_{ϱ(1)1}c_{ϱ(2)2} · · · c_{ϱ(n)n} ;

čďě % = fffi_{ij} ěśšĳ łőňŕőğĺűĺ£ ŕěřěśšăŋőćłĺ ff ĺ šřăŋśŕőğĺűĺĺ fi_{ij} ĺŋďěłśőć i ĺ j (śř. ś ďőłăğăšěńĳśšćőň Ŕř.2.2.2). Ŕőśłőńĳłş ŕő ğăď.6.5 łőňŕőğĺűĺ£ % = fffi_{ij} šăłęě ŕřőąěčăěš S_n łőčďă ff ŕřőąěčăěš S_n, ă sgn (%) = −sgn (ff), ĺňěěň:

det C^′ =^∑_{σ∈}

Sn^{sgn}

(ff)c_{ϱ(1)1}c_{ϱ(2)2} · · · c_{ϱ(n)n} = −^∑_{ϱ∈}

Sn^{sgn}

(%)c_{ϱ(1)1}c_{ϱ(2)2} · · · c_{ϱ(n)n} = − det C : 2

2.4.3. Śńěďśšćĺě. Ťőřňă őąž-ěňă ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě k^n śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋ-

śšćěŋŋă. Ě-ě ğŋăůěŋĺě ŋă ŋăąőřě ćěłšőř-śšőńąűőć řăćŋő őŕřěďěńĺšěń¿ ňăšřĺűż, śőśšăćńěŋŋőľ ĺğ ¡šĺţ śšőńąűőć. 2 2.4.4. Śńěďśšćĺě. Őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ, ěśńĺ śšőńąűż ňăšřĺűż

ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺňż (ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ěśšĳ ŋşńěćőľ śšőńąěű ĺńĺ ďćă śőćŕăďă¿źĺţ śšőńąűă). 2 2.4.5. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ V | śćőąőďŋżľ K-ňőďşńĳ řăŋčă n. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ŕőńĺńĺ-

ŋěľŋżţ łőśżţ ťőřň őš n ăřčşňěŋšőć v_i ∈V ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śćőąőďŋżľ K-ňőďşńĳ^4 řăŋčă 1. Ďń£ ń¿ąőčő ąăğĺśă {e_1; e_2; : : : ; e_n} ⊂ V śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ ťőřňă !_e ∈ ~^n(K^n), ďń£ łőšőřőľ !_e(e_1; e_2; : : : ; e_n) = 1. Ŕřőĺğćőńĳŋă£ ťőřňă f ∈ ~^n(K^n) ąşďěš ńĺŋěľŋő ćżřăęăšĳś£ ůěřěğ !_e ŕő ťőřňşńě

f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = f(e_1; e_2; : : : ; e_n) · !_e(v_1; v_2; : : : ; v_n) ∀ v_1; v_2; : : : ; v_n ∈ V

(š. ě. ťőřňă !_e £ćń£ěšś£ ąăğĺśŋőľ őąřăğş¿źěľ ňőďşń£ ćśěţ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ łőśżţ ťőřň).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőčńăśŋő Ŕř.2.4.1, ğŋăůěŋĺě ŕőńĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż f ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň ŋăąőřě ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_n) ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ě-ě ğŋăůěŋĺě ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň ąăğĺśě (e_1; e_2; : : : ; e_n) ŕő ťőřňşńě

f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det C_{ev}f(e_1; e_2; : : : ; e_n) ; (6-3)

čďě (c_{αβ}) = C_{ev}) | ¡šő ňăšřĺűă ŕěřěţőďă, ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_n) ć ąăğĺśě {e_i}. Ŕőńăčă£

!_e(v_1; v_2; : : : ; v_n)^{def}= det C_{ev} ;

ĺğ ďőłăğăŋŋżţ ćżÿě śćőľśšć őŕřěďěńĺšěń£ ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň, ůšő !_e { ¡šő ŕőńĺńĺŋěľŋă£ łőśă£ ťőřňă, ŕřĺŋĺňă¿źă£ ğŋăůěŋĺě 1 ŋă ąăğĺśě (v_1; v_2; : : : ; v_n). Řăćěŋśšćő (6-3) ŕőłăğżćăěš, ůšő ćśě őśšăńĳŋżě ťőřňż ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż !_e, őšłşďă śřăğş śńěďş¿š ćśě şšćěřęďěŋĺ£ śńěďśšćĺ£. 2 x3. Śćőľśšćă őŕřěďěńĺšěńěľ.

3.1. Łőňąĺŋăšőřŋżľ ăŋăńĺğ ťőřňşńż. Ś łőňąĺŋăšőřŋőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£, ťőřňşńă ďń£ őŕřěďěńĺšěń£ (n × n)-ňăšřĺűż C = (c_{α,b})

det(C) =^∑

σ∈Sn^{sgn}

(ff)c_{σ(1)1}c_{σ(2)2} · · · c_{σ(n)n}

ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śşňňş ćśěţ ćőğňőęŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ ĺğ n ňăšřĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć, ćżąřăŋŋżţ šăł, ůšőąż ć łăęďőľ śšřőłě ĺ ć łăęďőň śšőńąűě ŕřĺśşšśšćőćăń řőćŋő őďĺŋ ĺğ

4őŋ őąőğŋăůăěšś£ ~^n(K^n) ĺ ŋăğżćăěšś£ n-šőľ ćŋěÿŋěľ śšěŕěŋĳ¿ ňőďşń£ K^n

¡šĺţ ¡ńěňěŋšőć. Ŕőğĺűĺĺ ćżąĺřăěňżţ ¡ńěňěŋšőć ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł čřăťĺł ćğăĺňŋőőďŋőğŋăůŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ {ŋőňěřă śšőńąűőć}^σ−→ {ŋőňěřă śšřőł} (ć i-šőň śšőńąűě ćżąĺřăěšś£ ff(i)-šżľ ¡ńěňěŋš). Ğŋăł ś łőšőřżň ćţőďĺš ć śşňňş śőőšćěšśšćş¿źěě ŕřőĺğćěďěŋĺě ěśšĳ ğŋăł ff łăł ŕěřěśšăŋőćłĺ ŋőňěřőć {1; 2; : : : ; n}. Ŋăŕřĺňěř, det ( c_{11} c_{12} c_{21} c_{22} ) = c_{11}c_{22} − c_{21}c_{12} det c_{11} c_{12} c_{13} c_{21} c_{22} c_{23} c_{31} c_{32} c_{33}

=^(c_{11}c_{22}c_{33} + c_{21}c_{32}c_{13} + c_{31}c_{12}c_{23}^) −^(c_{31}c_{22}c_{13} + c_{21}c_{12}c_{33} + c_{11}c_{32}c_{23}^) :

Ć ůăśšŋőśšĺ, őŕřěďěńĺšěńĳ ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě ňăšřĺűż C = (c_{αβ}) ŋă šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋş¿ ňăšřĺűş C^t = (c^t_{αβ}), čďě c^t_{αβ}^{def}= c_{βα}. Ć śăňőň ďěńě, őš šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺ£ śšřőłĺ ĺ śšőńąűż ňěŋ£¿šś£ řőń£ňĺ, ůšő ć ŕřěďżďşźěň łőňąĺŋăšőřŋőň őŕĺśăŋĺĺ ŕřő£ćń£ěšś£ šőńĳłő ć šőň, ůšő ćňěśšő ff ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ğŋăłă śńěďşěš ąřăšĳ őąřăšŋş¿ ŕěřěśšăŋőćłş ff^{−1}.

Ğăďăůă6.9. Ďőłăęĺšě, ůšő sgn (ff^{−1}) = sgn (ff) ∀ ff ∈S n. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ďőłăğăńĺ 3.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. det(C) = det(C^t) ∀ A∈Matn(K) . 2 3.1.2. Śńěďśšćĺě. Őŕřěďěńĺšěńĳ £ćń£ěšś£ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ őš

śšřőł ňăšřĺűż ĺ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕřĺ ŕőůńěŋŋőň ŕřĺąăćńěŋĺĺ ł ń¿ąőľ śšřőłě łřăšŋőśšĺ łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ śšřőłĺ.

2_{Ć ůăśšŋőśšĺ, ťőřňşńş ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£ ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě}

det Ś = det(c_{αβ})^{def}=^∑_{σ∈}

Sn^{sgn}

(ff)c_{1σ(1)}c_{2σ(2)} · · · c_{nσ(n)} ∈ K ; (6-4)

3.2. Ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżě śćőľśšćă őŕřěďěńĺšěń£ őąşśńőćńěŋż ťőřňşńőľ Ŕř.2.4.1, ŕőłăğżćă¿źěľ łăł ňěŋ£ěšś£ ğŋăůěŋĺě ŕőńĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ŕřĺ ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋě ŕěřěňěŋŋżţ.

3.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. det(AB) = det(A) det(B) ∀ A; B ∈ Matn(K). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ (e1; e2; : : : ; en) | śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ć K^n, ă ŋăąőřż ćěłšőřőć {vi} ĺ {w_i} őŕřěďěńěŋż ťőřňşńăňĺ

(v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)A ;

(w_1; w_2; : : : ; w_n) = (v_1; v_2; : : : ; v_n)B = (e_1; e_2; : : : ; e_n)AB :

Ěśńĺ !_e | ŕőńĺńĺŋěľŋă£ łőśă£ ťőřňă ŋă K^n, šăłă£ ůšő !_e(e_1; e_2; : : : ; e_n) = 1, šő śőčńăśŋő Ŕř.2.4.1

!(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det(A) ; !(w_1; w_2; : : : ; w_n) = det(AB) :

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺśŕőńĳğş£ ćżřăęěŋĺě ćěłšőřőć w_i ůěřěğ ćěłšőřż v_i ŕőńşůăěň

!(w_1; w_2; : : : ; w_n) = det(B) · !(v_1; v_2; : : : ; v_n) ;

őšłşďă det(AB) = det(A) det(B). 2 3.2.2. Śńěďśšćĺě. det(AB) = det(BA) ∀ A; B ∈ Matn(K).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. det(A) ĺ det(B) łőňňşšĺřş¿š łăł ĺ ćśě ¡ńěňěŋšż K. 2 3.2.3. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ňăšřĺűă A őąřăšĺňă ć Matn(K), šő det(A) őąřăšĺň ć K.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. det(A) det(A^{−1}) = det(E) = 1 őğŋăůăěš, ůšő det(A^{−1}) = det(A)^{−1}. 2 3.2.4. Śńěďśšćĺě. Łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă A ŋăď ŕőńěň^5 őąřăšĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă,

łőčďă det(A) ≠ 0 (šăłĺě ňăšřĺűż ŋăğżćă¿šś£ ŋěćżřőęďěŋŋżňĺ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ćěłšőřż (e1; e2; : : : ; en) śőśšăćń£¿š ąăğĺś ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ŋăď ŕőńěň k.

Ěśńĺ ćěłšőřż (v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)A ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, šő őŋĺ šőęě śőśšăćń£¿š ąăğĺś, ĺ ğŋăůĺš, ňăšřĺűă A ąşďěš őąřăšĺňőľ (őąřăšŋă£ ňăšřĺűă A^{−1} = C_{ev} ąşďěš ĺňěšĳ ŕő śšőńąűăň łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć e_i ć ąăğĺśě v_i). Ŕő ŕřěďżďşźěňş śńěďśšćĺ¿, det(A) ≠ 0.

Ěśńĺ ćěłšőřż v_i (š. ě. śšőńąűż ňăšřĺűż A) ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, šő det(A) = 0. Ďřşčĺţ ćőğňőęŋőśšěľ ŋěš. 2 3.3. Ŕřăćĺńő Łřăňěřă. Ćěřŋ-ěňś£ šěŕěřĳ ł ğăďăůě, łőšőřă£ ążńă śťőřňşńĺřőćăŋă ć ŋăůăńě ńěłűĺĺ, ĺ ŕőłăęěň, łăł ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ őŕřěďěńĺšěńĺ ŕřĺ řěÿěŋĺĺ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Şśńőćĺňś£ őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ det(a_1; a_2; : : : ; a_n), čďě a_i ∈ K^n, őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż A = (a_1; a_2; : : : ; a_n), ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć a_i ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě K^n. Ěśńĺ ůĺśńă x_1; x_2; : : : ; x_n ∈ K şďőćńěšćőř£¿š śĺśšěňě şřăćŋěŋĺľ

A x_1 x_2 . . x_n

= b ;

š. ě. ďőśšăćń£¿š řăğńőęěŋĺě ćěłšőřă b ∈ K^n ć ćĺďě

b = x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n ;

šő ćśńěďśšćĺě ńĺŋěľŋőśšĺ őŕřěďěńĺšěń£ ŕő i-šőňş ăřčşňěŋšş ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĺ ňż ĺňěěň

det(a_1; : : : ; a_{i−1}; b; a_{i+1}; : : : ; a_n) = det(a_1; : : : ; a_{i−1}; n∑ i−1 x_ν a_ν; a_{i+1}; : : : ; a_n) =

= n∑ ν=1 x_ν det(a_1; : : : ; a_{i−1}; a_ν; a_{i+1}; : : : ; a_n) = x_i · det(a_1; : : : ; a_{i−1}; a_i; a_{i+1}; : : : ; a_n) = x_i det(A) ;

5őąőąźěŋĺě ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ąşďěš ŕőńşůěŋő ŋĺęě ć Śń.4.3.4

ůšő ďőłăğżćăěš

3.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Ŕřăćĺńő Łřăňěřă.) Ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż

śĺśšěňż Ax = b ŋă i-šş¿ łőőřďĺŋăšş řěÿěŋĺ£ ŕőńşůăěšś£ őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż, łőšőřă£ őšńĺůăěšś£ őš ňăšřĺűż śĺśšěňż ğăňěŋőľ i-šőčő śšőńąűă ŋă śšőńąěű ŕřăćżţ ůăśšěľ (ďń£ łăęďőčő i = 1; 2; : : : ; n).

2_{Łőčďă ňż ĺňěěň ďěńő ś śĺśšěňőľ Ax = b ĺğ n ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ őš n ŋěĺğćěśšŋżţ ŋăď}

ŕőńěň K = k, ĺğ ŕřăćĺńă Łřăňěřă śńěďşěš, ůšő ěśńĺ det(A) ≠ 0, šő ďń£ ń¿ąőľ ŕřăćőľ ůăśšĺ b řěÿěŋĺě śşźěśšćşěš, ěďĺŋśšćěŋŋő ĺ ďă-ěšś£ ťőřňşńőľ

x_i = det(a_1; : : : ; a_{i−1}; b; a_{i+1}; : : : ; a_n) det(A)

; i = 1; 2; : : : ; n :

Ğăďăůă6.10. Ŕşśšĳ det(A) őąřăšĺň ć K. Ŕőŕżšăľšěśĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřăćĺńă Łřăňěřă ŕőńşůĺšĳ £ćŋş¿ ťőřňşńş ďń£ ¡ńěňěŋšőć őąřăšŋőľ ňăšřĺűż A^{−1} ć šěřňĺŋăţ śăňőľ ňăšřĺűż A.

3.4. Ŕřĺňěř: řěğşńĳšăŋš ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋš. Ŕşśšĳ

A(t_1; t_2) =^{n∑}_{ν=1} a_νt^ν_1t^{n−ν}_2 ĺ B(t_1; t_2) =^{m∑}_{μ=1} b_μt^μ_1 t^{n−μ}_2

ďćă őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋă śšěŕěŋěľ n ĺ m ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ŋěłőšőřőň ŕőńě k. Łăł ćż- £śŋĺšĳ, ĺňě¿š ńĺ őŋĺ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ őąźĺľ ňŋőęĺšěńĳ ć k[t_1; t_2]? Ěśńĺ šăłőćżň ňŋőęĺšěńěň £ćń£ěšś£ t_1 (ĺńĺ t_2), šő ¡šő ğăňěšŋő ŋă čńăğ. Ěśńĺ ęě ŋěš, šő ňŋőčőůńěŋż

^A(t)^{def}= A(1; t) = a_0n^t + a_1n^{t−1} + · · · + a_{t−1}n + a_t ∈ k[t] ^B(t)^{def}= B(1; t) = b_0m^t + b_1m^{t−1} + · · · + b_{t−1}m + b_t ∈ k[t]

ĺňě¿š śšěŕěŋĺ ć šőůŋőśšĺ n ĺ m (š. ě. ĺňě¿š ŋěŋşńěćżě a_0 ĺ b_0 śőőšćěšśšćěŋŋő), ĺ ŋăńĺůĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő őąźěčő ďěńĺšěń£ ş A ĺ B ć k[t_1; t_2] řăćŋőśĺńĳŋő ŋăńĺůĺ¿ ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő őąźěčő ďěńĺšěń£ ş^^A ĺ^^B ć k[t], ă ğŋăůĺš, ňőęěš ążšĳ ŕřőćěřěŋő ŕřĺ ŕőňőźĺ ăńčőřĺšňă Ěćłńĺďă. Őďŋăłő, łăł ĺ ňěšőď Čăşśśă, ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă ŋě ŕőğćőń£ěš śďěńăšĳ ŋĺłăłĺţ łăůěśšćěŋŋżţ ćżćőďőć ğăřăŋěě. Šěŕěřĳ ňż ć śőśšő£ŋĺĺ ĺśŕřăćĺšĳ ¡šő ŋěşďőąśšćő, ĺąő ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă šăłęě, łăł ĺ ňěšőď Čăşśśă, ć śşźŋőśšĺ, řěÿăěš śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ A = DA^′, B = DB^′, čďě D; A^′; B^′ ∈ k[t_1; t_2] { ŋěłőšőřżě őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż, šő ňż ňőęěň ŕőďőąřăšĳ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż X ĺ Y śšěŕěŋěľ deg X = deg B − deg D ĺ deg Y = deg A − deg D, šăł ůšőąż ć k[t_1; t_2] ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő

AX = DA^′B^′ = BY :

Šăłĺň őąřăğőň şśńőćĺě deg D ≥ 1 řăćŋőśĺńĳŋő ćőğňőęŋőśšĺ ŕőďőąřăšĳ ňŋőčőůńěŋ X ≠ 0 śšěŕěŋĺ ≤ (m − 1) ĺ ňŋőčőůńěŋ Y ≠ 0 śšěŕěŋĺ ≤ (n − 1), şďőćńěšćőř£¿źĺě řăćěŋśšćş AX = BY , łőšőřőě ńěčłő ŕřěćřăšĺšĳ ć őďŋőřőďŋş¿ śĺśšěňş ĺğ n + m ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă m + n łő¡ťťĺűĺěŋšőć x_0; x_1; : : : ; x_{m−1} ; y_1; y_2; : : : ; y_{n−1} ňŋőčőůńěŋőć X; Y , śřăćŋĺćă£ ňőŋőňż őďĺŋăłőćőľ śšěŕěŋĺ ć AX ĺ BY .

Ğăďăůă6.11. Ŋăŕĺÿĺšě £ćŋő ňăšřĺűş ¡šőľ śĺśšěňż.

Ŕşśšĳ K { ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő, ă A; B ∈ K[t_1; t_2] ĺ^^A;^^B ∈ K[t] { ňŋőčőůńěŋż ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ a_0; a_1; : : : ; a_n ĺ b_0; b_1; : : : ; b_m łăł ĺ ćżÿě. Őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż a_0 a_1 : : : a_n

a_0 a_1 : : : a_n ... ... ...

a_0 a_1 : : : a_n b_0 b_1 : : : b_m

b_0 b_1 : : : b_m ... ... ...

b_0 b_1 : : : b_m m+n m

n (6-5)

ŋăğżćăěšś£ řěğşńĳšăŋšőň ďćşţ őďŋőřőďŋżţ ťőřň A, B (ĺńĺ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć^^A;^^B ∈ k[t]) ĺ őąőğŋăůăěšś£ R(A; B) (ĺńĺ R_{n,m}(A; B)).

Ğăďăůă6.12. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŋăď ŕőńěň k őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż A ĺ B ĺğ k[t1; t2] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őąńăďă¿š ŋěšřĺćĺăńĳŋżň őąźĺň ďěńĺšěńěň ć k[t_1; t_2], łőčďă R(A; B) = 0.

Şłăğăŋĺě. ¡šő śřăğş śńěďşěš ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ĺ śćőľśšć őŕřěďěńěšĺńěľ. Ğăďăůă6.13. Ŕşśšĳ f; g ∈ k[t] { ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ ≤ n ĺ ≤ m śőőšćěšśšćěŋŋő. Ďőłăęĺšě, ůšő řăćěŋśšćő R_{n.m}(f; g) = 0 řăćŋőśĺńĳŋő śőćőłşŕŋőśšĺ šř-ěţ şśńőćĺľ: ńĺąő deg f < n, ńĺąő deg g < m, ńĺąő ŊŐĎ(f; g) ≠ 1.

Ğăďăůă6.14. Şąěďĺšěśĳ, ůšő řěğşńĳšăŋš ňŋőčőůńěŋă ĺ ěčő ŕřőĺğćőďŋőľ ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă (ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň).

Ŕşśšĳ f = a_0n^t +a_1n^{t−1} +· · ·+a_{t−1}n+a_t ∈ K[t] { ňŋőčőůńěŋ ś a_0 ≠ 0, ĺ f^′ { ěčő ŕřőĺğćőďŋă£.

Ůĺśńő D(f)^{def}= (−1)^{n(n}

�1)_2 R_{n,n−1}(f; f^′)

a_0 ∈ K ŋăğżćăěšś£ ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň f.

Ğăďăůă6.15. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őąřăźěŋĺě ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ć ŋşńĳ řăćŋőśĺńĳŋő ŋăńĺůĺ¿ łřăšŋżţ łőřŋěľ ĺ ćżůĺśńĺšě ďĺśłřĺňĺŋăŋš łćăďřăšŋőčő ĺ łşąĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋőć.

3.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ

f = a_0n^t + a_1n^{t−1} + · · · + a_{t−1}n + a_t ĺ g = b_0m^t + b_1m^{t−1} + · · · + b_{t−1}m + b_t

ďćă ňŋőčőůńěŋă ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K. Śşźěśšćş¿š šăłĺě ňŋőčőůńěŋż u; v ∈ K[t], ůšő uf + vg = R_{n,m}(f; g) łăł ¡ńěňěŋšż K[t].

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăćěŋśšćă

t^{m−1}f = a_0t^{m+n−1} + a_1t^{n+m−2} + · · · + a_nt^{m−1} t^{m−1}f = a_0t^{m+n−2} + a_1t^{n+m−3} + · · · + a_nt^{m−1} . . ... ... ...

f = a_0t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_n t^{n−1}g = b_0t^{m+n−1} + b_1t^{n+m−2} + · · · + b_nt^{m−1} t^{n−1}g = b_0t^{m+n−2} + b_1t^{n+m−3} + · · · + b_nt^{m−1} . . ... ... ...

g = b_0t^m + b_1t^{m−1} + · · · + b_m őğŋăůă¿š, ůšő śšőńąěű x_1 x_2 . . x_{m+n} = t^{m+n−1} t^{m+n−2} . . 1 ∈ K[t]^{m+n} £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň śĺśšěňż ĺğ

m + n ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ćĺďă

t^{m−1}f = a_0x_1 + a_1x_2 + · · · + a_nx_{n+1} t^{m−1}f = a_0x_2 + a_3x_2 + · · · + a_nx_{n+1} . . ... ... ...

f = a_0x_{m−1} + a_1x_{m−2} + · · · + a_nx_{m+n} t^{n−1}g = b_0x_1 + b_1x_2 + · · · + b_nx_{m+1} t^{n−1}g = b_0x_2 + b_1x_3 + · · · + b_nx_{m+1} . . ... ... ...

g = b_0x_{n−1} + b_1x_{n−2} + · · · + b_mx_{m+n}

ŋăď łőńĳűőň K[t], ňăšřĺűă łőšőřőľ śőćŕăďăěš ś (6-5). Ŕő ŕřăćĺńş Łřăňěřă, ŕřĺňěŋ-ěŋŋőňş ł ŕőśńěďŋěľ łőőřďĺŋăšě řěÿěŋĺ£, ňż ŕőńşůăěň, ůšő R(f; g) řăćěŋ őŕřěďěńĺšěń¿ ňăšřĺűż, ŕőńşůěŋŋőľ ĺğ (6-5) ğăňěŋőľ ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć a_0 ĺ b_0 ć ŕőśńěďŋěň śšőńąűě ŋă f ĺ g śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŕőśłőńĳłş ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć ć ŕőśńěďŋěň śšőńąűě ŋěš, ćżůĺśń££ ¡šőš őŕřěďěńĺšěńĳ, ŕőńşůăěň ćżřăęěŋĺě ćĺďă u(t)f(t) + v(t)g(t), čďě f; g ∈ K[t].

2_{Ćőš ěź-ě ŋěśłőńĳłő şŕřăęŋěŋĺľ ŋă ćżůĺśńěŋĺě őŕřěďěńĺšěńěľ:}

Ğăďăůă6.16. Ŕşśšĳ A(t1; t2) { őďŋőřőďŋă£ ťőřňă śšěŕěŋĺ n, ĺ f(t) = A(1; t). Ďőłăęĺšě, ůšő ďĺśłřĺňĺŋăŋš f ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ŋěŋşńěćş¿ łőŋśšăŋšş śőćŕăďăěš ś řěğşńąšăŋšőň ŕăřż ťőřň @A@t_1 ĺ @A@t_1 ĺ ŋăľďĺšě šőůŋő, ůěňş řăćŋă ¡šă łőŋśšăŋăšă.

Ğăďăůă6.17. Ŕşśšĳ n ≥ m ĺ ŕşśšĳ dk, k = 0; 1; 2; : : :, | őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ňăšřĺűż

a_0 : : : : : : a_{n−1} a_n a_0 : : : : : : a_{n−1} a_n ... ... ...

a_0 : : : : : : a_{n−1} a_n b_0 : : : b_{m−1} b_m ... ... ...

... ... ... b_0 : : : b_{m−1} b_m b_0 : : : b_{m−1} b_m m+n m

n

ćżłĺďżćăŋĺěň ŕő k śšřőł ĺ k śšőńąűőć śćěţş, śŋĺűş, śńěćă ĺ śŕřăćă (š. ě. ćżłĺďżćăŋĺěň ćŋěÿŋěčő łőŋšşřă šőńźĺŋż k). Ďőłăęĺšě, ůšő ĺŋďěłś ŕěřćőčő ŋěŋşńěćőčő ůńěŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ d_0; d_1; d_2; : : : řăćěŋ śšěŕěŋĺ ŋăĺąőńĳÿěčő őąźěčő ďěńĺšěń£ ŕăřż őďŋőřőďŋżţ ťőřň A =^∑ a_νt^ν_1t^{n−ν}_2 ĺ B =^∑ a_μt^μ_1 t^{m−μ}_2 ć k[t_1; t_2].

x4. Śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă.

Ŕńőźăďĳ ŕăřăńńěńőčřăňňă ňőęŋő ćżřăğĺšĳ ůěřěğ ďńĺŋż śšőřőŋ, ă őąž-ěň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă | ůěřěğ ďńĺŋż ř-ěąěř ĺ ŕńőźăďĺ čřăŋěľ. Ěśšěśšćěŋŋő őęĺďăšĳ, ůšő ďőńęŋż ążšĳ şŋĺćěřśăńĳŋżě ťőřňşńż, ćżřăęă¿źĺě őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ őąž-ěň n-ňěřŋőčő ŕăřăńńăńĺŕĺŕěďă ůěřěğ k-ňěřŋżě őąž-ěňż k-ňěřŋżţ čřăŋěľ (k < n). Ĺ ţőš£ ňż ŕőłă ůšő ŋě őąńăďăěň ŋăďńěęăźěľ čěőňěšřĺůěśłőľ šěţŋĺłőľ ďń£ šőčő, ůšőąż ¡šĺ ťőřňşńż şćĺďěšĳ^6 ş ŋăś ěśšĳ ćś-ě ŋěőąţőďĺňőě ďń£ ĺţ ťőřňăńĳŋő-ăńčěąřăĺůěśłőčő ďőłăğăšěńĳśšćă. Ŋă £ğżłě ăńčěąřż, ¡šĺ ťőřňşńż (ŋăğżćăěňżě ťőřňşńăňĺ řăğńőęěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£) őğŋăůă¿š, ůšő det(C) ňőęŋő ćżřăğĺšĳ ůěřěğ őŕřěďěńĺšěńĺ ŕőďňăšřĺű, śőďěřęăźĺţś£ ć C. Ůšőąż ŋăŕĺśăšĳ ĺţ £ćŋő, ŋăň ŕőšřěąş¿šś£ łőě-łăłĺě őąőğŋăůěŋĺ£.

4.1. Ňşńĳšĺĺŋďěłśż, ŕőďňăšřĺűż ĺ ňĺŋőřż. Ąşłćăňĺ I; J; K; : : : ňż ďăńěě ąşďěň őąőğŋăůăšĳ şŕőř£ďőůěŋŋżě ŕőďŋăąőřż ćĺďă

I = (i_1; i_2; : : : ; i_m) ; i_1 < i_2 < · · · < i_m ;

ć ŋăąőřě (1; 2; : : : ; n). Łăęďżľ šăłőľ ŕőďŋăąőř I ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňşńĳšĺĺŋďěłśőň, ă ůĺśńő m ¡ńěňěŋšőć ŋăąőřă I | ďńĺŋőľ ňşńĳšĺĺŋďěłśă ĺ őąőğŋăůăšĳ #I. Śşňňă i_1 + i_2 + · · · + i_m ŋăğżćăěšś£ ćěśőň ňşńĳšĺĺŋďěłśă I = (i_1; i_2; : : : ; i_m) ĺ őąőğŋăůăěšś£ |I|. Ňşńĳšĺĺŋďěłś, śőśšő£źĺľ ĺğ ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ŋăąőřă (1; 2; : : : ; n), ŋě ćţőď£źĺţ ć ňşńĳšĺĺŋďěłś I, ŋăğżćăěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň ł I ĺ őąőğŋăůăěšś£ ^I. §śŋő, ůšő J śőćŕăďăěš ś ^I ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ #I+#J =

n ĺ I ∩J = ø. Őšňěšĺň šăłęě, ůšő ćśěčő ĺňěěšś£ ( n k ) ňşńĳšĺĺŋďěłśőć ďńĺŋż k, ĺ ůšő ćśěčďă |I| + | ^I| = n(n + 1) 2 : Ŋăŕřĺňěř: ěśńĺ n = 8 ĺ I = (1; 3; 4; 6; 8), šő #I = 5, |I| = 22,^^I = (2; 5; 7), #^^I = 3, |^^I| = 14.

Ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ňşńĳšĺĺŋďěłśż ďń£ ğăďăŋĺ£ ŕőďňăšřĺű ć ďăŋŋőľ (n × n)-ňăšřĺűě C = (c_{αβ}). Ă ĺňěŋŋő, ůěřěğ C[IJ], čďě I = (i_1; i_2; : : : ; i_m), J = (j_1; j_2; : : : ; j_m), ňż őąőğŋăůăěň łćăďřăšŋş¿ (m × m)-ŕőďňăšřĺűş, őąřăğőćăŋŋş¿ ¡ńěňěŋšăňĺ c_{iαjβ} , 1 ≤ ¸; ˛ ≤ m. Őŕřěďěńĺšěńĳ det(C[IJ]) ŋăğżćăěšś£ IJ-ň ňĺŋőřőň (m-šőčő ŕőř£ďłă) ňăšřĺűż C ĺ őąőğŋăůăěšś£ C_{IJ} (ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ňăšřĺůŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ, łőšőřżě ěśšĳ ŋĺ ůšő ĺŋőě łăł ňĺŋőřż 1-čő ŕőř£ďłă).

Ŋăŕřĺňěř: ěśńĺ C = c_{11} c_{12} c_{13} c_{14} c_{21} c_{22} c_{23} c_{24} c_{31} c_{32} c_{33} c_{34} c_{41} c_{42} c_{43} c_{44}

, šő C_{(2,4),(2,3)} = det ( c_{22} c_{23} c_{42} c_{43} ) = c_{22}c_{43} − c_{42}c_{23}.

Ěśńĺ şŕőř£ďőůĺšĳ ňşńĳšĺĺŋďěłśż ďńĺŋż m łăłĺň-šő ťĺłśĺřőćăŋŋżň śŕőśőąőň^7, šő ĺğ ňĺŋőřż m-šőčő ŕőř£ďłă šăłęě ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż^(C_{IJ}^) řăğňěřă ( n m ) × ( n m ) . İšă ňăšřĺűă őąőğŋăůăěšś£ ~^mC ĺ ŋăğżćăěšś£ m-šőľ ćŋěÿŋěľ śšěŕěŋĳ¿ ňă-

šřĺűż C.

4.2. Šěőřěňă. (Šěőřěňă Ńăŕńăśă.) Ďń£ ń¿ąőľ łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż A ŋăď ń¿ążň łőň-

ňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě ďćă ŋăąőřă šőęďěśšć:

6ňż ŕőśšřőĺň śőőšćěšśšćş¿źş¿ čěőňěšřĺůěśłş¿ šěőřĺ¿ ć śńěďş¿źĺţ ďćşţ śěňěśšřăţ 7ŋăŕřĺňěř, ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ, š. ě. ŕőńăčă£, ůšő I < J, ěśńĺ ŕěřćżľ śůĺšă£ śńěćă ĺğ ŋěśőćŕăďă¿źĺţ ¡ńěňěŋšőć ć I ňěŋĳÿě, ůěň ć J; śăňżň ňăńěŋĳłĺň ŕřĺ šăłőň ŕőř£ďłě ąşďěš ňşńĳšĺĺŋďěłś (1, 2, . . ., m), ğă ŋĺň ąşďěš śńěďőćăšĳ ňşńĳšĺĺŋďěłś (1, 2, . . ., m − 1, m + 1) ĺ š. ď.

(Ă) řăğńőęěŋĺě őŕřěďěńĺšěń£ ŕő śšřőłăň ĺğ I: ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň ćżąřăŋŋőčő

ňşńĳšĺĺŋďěłśă I ďńĺŋż #I = k

det A =^∑_{J : #J=k}(−1)^{|I|+|J|}A_{IJ} A_{^I ^J}

(śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ćśěň ňşńĳšĺĺŋďěłśăň J ďńĺŋż #J = #I = k);

(Ą) šěőřěňă őą şňŋőęěŋĺĺ ŋă ůşęĺě ďőŕőńŋěŋĺ£: ďń£ ďćşţ ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň ćżąřăŋ-

ŋżţ řăğńĺůŋżţ ňşńĳšĺĺŋďěłśőć I ≠ J, őďĺŋăłőćőľ ďńĺŋż #I = #J = k ∑ K : #K=k (−1)^{|I|+|K|}A_{IK}A_{^J ^K} = 0 (śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ćśěň ňşńĳšĺĺŋďěłśăň K ďńĺŋż #K = k).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ć łăęďőň ĺğ n! ŕřőĺğćěďěŋĺľ, ćţőď£źĺţ ć śşňňş ĺğ (6-4):

det(A) =^∑_{σ∈}

Sn^{sgn}

(ff)a_{1σ(1)}a_{2σ(2)} · · · a_{nσ(n)} ;

ŕřĺśşšśšćşěš řőćŋő ŕő őďŋőňş ¡ńěňěŋšş ĺğ łăęďőľ śšřőłĺ, ňőęŋő ŕěřěşŕőř£ďőůĺšĳ ňŋőęĺšěńĺ šăł, ůšőąż śŋăůăńă ÿńĺ ¡ńěňěŋšż ĺğ śšřőł ś ŋőňěřăňĺ ĺğ ŋăąőřă I = (i_1; i_2; : : : ; i_k), ă ŕőšőň | ĺğ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőčő ŋăąőřă^^I = (^«_1; ^«_2; : : : ; ^«_{n−k}) (ŋăŕőňŋ¿, ůšő i_1 < i_2 < · · · < i_k ĺ ^«_1 < ^«_2 < · · · ^«_{n−k}. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň:

det(A) =^∑_{σ∈}

Sn^{sgn}

(ff)a_{i1σ(i1)}a_{i2σ(i2)} · · · a_{ikσ(ik)}a_{^ι1σ(^ι1)}a_{^ι2σ(^ι2)} · · · a_{^ιn}�_{kσ(^ιn}�_{k )} :

Řăğőąĳ-ěň šěŕěřĳ ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł S_n ć őąžěďĺŋěŋĺě ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕőďňŋőęěśšć S_{JI} , łăęďőě ĺğ łőšőřżţ śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł, ŕěřěćőď£źĺţ ŋăąőř I = (i_1; i_2; : : : ; i_k) ć łăłş¿-ńĺąő ŕěřěśšăŋőćłş ŋăąőřă J = (j_1; j_2; : : : ; j_k) (ŋăŕőňŋ¿, ůšő j_1 < j_2 < · · · < j_k). Łăęďă£ ŕěřěśšăŋőćłă ff ∈ S_{JI} őďŋőğŋăůŋő ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ff = fi”ff_{JI} , čďě ff_{JI} ∈ S_n | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă, őšőąřăęă¿źă£ I ŋă J ĺ^^I ŋă^^J ś śőţřăŋěŋĺěň ŕőř£ďłă (š. ě. ff_{JI} (i_α) = j_α ĺ ff_{JI} (^«_α) = ^«_α), fi ∈ S_k | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă ĺŋďěłśőć {1; 2; : : : ; k} ć ŋăąőřě (j_1; j_2; : : : ; j_k), ă ” | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă ĺŋďěłśőć {1; 2; : : : ; (n − k)} ć ďőŕőńŋĺšěńĳŋőň ŋăąőřě (^j_1; ^j_2; : : : ; ^j_{n−k}).

Ğăďăůă6.18. Śłőńĳłő ćśěčő ŕěřěśšăŋőćőł ć SJI ? Ğăďăůă6.19. Şąěďĺšěśĳ, ůšő sgn (ffJI ) = (−1)^{|I|+|J|}.

Ğăďăůă6.20. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ğŋăł fi”ffJI łăł ŕőďśšăŋőćłĺ ĺğ Sn ěśšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ğŋăłă ff_{JI} łăł ¡ńěňěŋšă S_n, ğŋăłă ” łăł ¡ńěňěŋšă S_{n−k} ĺ ğŋăłă fi łăł ¡ńěňěŋšă S_k.

Šăłĺň őąřăğőň, ćżřăęěŋĺě ďń£ det(A) ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě: ∑ J ∑ σ∈SJI^{sgn} (ff)a_{i1σ(i1)}a_{i2σ(i2)} · · · a_{ikσ(ik)}a_{^ι1σ(^ι1)}a_{^ι2σ(^ι2)} · · · a_{^ιkσ(^ιk)} = =^∑_J^∑_{τ ∈} Sk ∑ η∈Sn�k (−1)^{|I|+|J|}sgn (fi)sgn (”)a_{i1jτ(1)} a_{i2jτ(2)} · · · a_{ikjτ(k)} a_{^ι1^jη(1)} a_{^ι2^jη(2)} · · · a_{^ιn}�_{k^jη(n}�_{k)} =

=^∑_J (−1)^{|I|+|J|} ∑ τ ∈Sk^{sgn}

(fi)a_{i1jτ(1)} a_{i2jτ(2)} · · · a_{ikjτ(k)} ∑ η∈Sn�k^{sgn} (”)a_{^ι1^jη(1)} a_{^ι2^jη(2)} · · · a_{^ιn}�_{k^jη(n}�_{k)}

Ŕőśńěďŋěě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, śőćŕăďăěš ś^∑_J (−1)^{|I|+|J|}A_{IJ}A_{^I ^J} , ůšő ďőłăğżćăěš šőęďěśšćő (Ă).

Šőęďěśšćő (Ą) śńěďşěš ĺğ ťőřňşńż (Ă), ŕřĺňěŋ-ěŋŋőľ ł ňăšřĺűě, ĺňě¿źěľ őďĺŋăłőćżě śšřőłĺ (ĺ śšăńő ążšĳ, ŋşńěćőľ őŕřěďěńĺšěńĳ). Šőůŋěě, ŕşśšĳ I ĺ J | ďćă řăğŋżţ ňşńĳšĺĺŋďěłśă őďĺŋăłőćőľ ďńĺŋż k. Šőčďă I ≠ I ∩ J ĺ J ≠ I ∩ J, ŋő # ( J \ (I ∩ J) ) = # ( I \ (I ∩ J) ) . Ňőďĺťĺűĺřşěň ňăšřĺűş A, ğăňěŋĺć ć ŋěľ śšřőłĺ ĺğ ŋăąőřă J \ (I ∩ J) ŋă śšřőłĺ ĺğ ŋăąőřă I \ (I ∩ J) (ś śőţřăŋěŋĺěň ŕőř£ďłă). Ŕőńşůěŋŋă£ ć řěğşńĳšăšě ňăšřĺűă A^′ ĺňěěš ďşąńĺřş¿- źĺěś£ śšřőłĺ, ă ğŋăůĺš, det(A^′) = 0. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕřĺ ń¿ąőň K ňĺŋőř A^′_{JK} śőćŕăďăěš ś ňĺŋőřőň A_{IK}, ă ňĺŋőř A^′_{^J ^K} | ś ňĺŋőřăňĺ A_{^J ^K} (ĺąő śőćŕăďă¿š śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕőďňăšřĺűż). Ŕő¡šőňş ∑ K (−1)^{|I|+|K|}A_{IK}A_{^J ^K} = (−1)^{|I|−|J| ∑}_K (−1)^{|J|+|K|}A_{IK}A_{^J ^K} = = (−1)^{|I|−|J| ∑}_K (−1)^{|J|+|K|}A^′_{JK}A_{^J ^K} = (−1)^{|I|−|J|} det(A^′) = 0 : 2 4.2.1. Šěřňĺŋőńőčĺůěśłĺě ğăňěůăŋĺ£. Ňĺŋőř A_{^I ^J} ŋăğżćăěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň ł śőőšćěšśšćş¿źěňş ňĺŋőřş A_{IJ} , ă ůĺśńő (−1)^{|I|+|J|}A_{^I ^J} ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ďőŕőńŋěŋĺěň ł ňĺŋőřş A_{IJ} .

Ěśńĺ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ şŕőř£ďőůĺšĳ ćśě ňşńĳšĺĺŋďěłśż ďńĺŋż k ĺ řăśśňőšřěšĳ ( ( n k ) × ( n k ) )-ňăšřĺűż ~^k(A) ĺ^^~^k(A), ş łőšőřżţ ć (IJ)-šőľ łńěšłě řăśŕőńőęěŋż, śőőšćěšśšćěŋŋő,

ňĺŋőř A_{IJ} ĺ ěčő ăńčěąřăĺůěśłőě ďőŕőńŋěŋĺě (−1)^{|I|+|J|}A_{^I ^J} , šő ćśě śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ őďŋőľ ťőřňşńőľ

4.2.2. Śńěďśšćĺě. Ć łőńĳűě łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű řăğňěřă ( n k ) × ( n k ) ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň

łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő

~^k(A) ·^^~^k(A)^t = det(A) 0 det(A) ... 0 det(A)

= det(A) · E ; (6-6)

čďě A ∈ Mat_n(K) | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ňăšřĺűă, ă ć ŕřăćőľ ůăśšĺ śšőĺš ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă ś ¡ńěňěŋšăňĺ det(A) ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ.

2_{Ğăďăůă6.21. Ŕőńĳğş£śĳ řăćěŋśšćőň det(A) = det(At) ŋăŕĺÿĺšě ťőřňşńş ďń£ řăğ-}

ńőęěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£ ŕő śšőńąűăň ś ŋőňěřăňĺ (i_1; i_2; : : : ; i_k) ĺ śőőšćěšśšćş¿źěě šőęďěśšćő ďń£ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůşęĺě ăńčěąřăĺůěśłĺě ďőŕőńŋěŋĺ£. Ğăďăůă6.22. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă ĺňěěš ąńőůŋżľ ćĺď A = ( B D 0 C ) ; čďě B, C | łćăďřăšŋżě ŕőďňăšřĺűż (ă 0 { ŋşńěćă£ ŕőďňăšřĺűă), šő det(A) = det(B) det(C).

Ğăďăůă6.23. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ AB = E (šő ěśšĳ ňăšřĺűż A ĺ B őąřăšŋż ďřşč ďřşčş), šő A_{IJ} = (−1)^{|I|+|J|}B_{^J^I} , š. ě. łăęďżľ ňĺŋőř ňăšřĺűż A řăćěŋ śćőěňş ăńčěąřăĺůěśłőňş ďőŕőńŋěŋĺ¿ ć ňăšřĺűě, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ł B.

4.3. Ŕřĺśőěďĺŋěŋŋă£ ňăšřĺűă. Ŋăĺąőńěě ůăśšő ťőřňşńż Ńăŕńăśă ĺśŕőńĳğş¿šś£ ć śĺšşăűĺĺ, łőčďă I = (i) { őďĺŋ ĺŋďěłś. Ć ¡šőň śńşůăě A_{IJ} = a_{ij}, čďě (j) = J, š. ě. ňăšřĺűă ĺğ ňĺŋőřőć ~^1(A) śőćŕăďăěš ś śăňőľ ňăšřĺűěľ A. Ăńčěąřăĺůěśłőě ďőŕőńŋěŋĺě A_{^ι^j} ł ňĺŋőřş A_{IJ} = a_{ij} ěśšĳ őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ A ćżůěřłĺćăŋĺěň i-šőľ śšřőłĺ ĺ j-šőčő śšőńąűă, şňŋőęěŋŋżľ ŋă (−1)^{i+j} .

4.3.1. Śńěďśšćĺě. (Ťőřňşńă ďń£ řăğńőęěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£ ŕő śšřőłě.)

det(A) = n∑ j=1 (−1)^{i+j} a_{ij}A_{^ι^j} ďń£ ń¿ąőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő 1 ≤ i ≤ n. 2 4.3.2. Śńěďśšćĺě. (Šěőřěňă őą şňŋőęěŋĺĺ ŋă ůşęĺě ďőŕőńŋěŋĺ£.) n∑ j=1 (−1)^{i+j} a_{kj}A_{^k^j} ďń£ ń¿ążţ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ i ≠ k, 1 ≤ i; k ≤ n.

2_{Ğăďăůă6.24. Ŕőńşůĺšě ăŋăńőčĺůŋżě ťőřňşńż ďń£ řăğńőęěŋĺ£ ŕő śšőńąűş.}

Ňăšřĺűă ăńčěąřăĺůěśłĺţ ďőŕőńŋěŋĺľ^^~^{n−1}(A) =^^A = (^a_{ij}) ĺňěěš ^a_{ij} = (−1)^{i+j} A_{^ι^j} ĺ ŋăğżćăěšś£ ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋőľ ňăšřĺűěľ ňăšřĺűż A. Łăł ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă, ďćă řěďżďşźĺţ śńěďśšćĺ£ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ őďŋőľ ňăšřĺůŋőľ ťőřňşńőľ, £ćń£¿źěľ¿ś£ śŕěűĺăńĺğăűĺěľ ťőřňşńż (6-6).

4.3.3. Śńěďśšćĺě. (Šěőřěňă ő ŕřĺśőěďĺŋěŋŋőľ ňăšřĺűě.) Ŋăď ń¿ążň łőňňşšă-

šĺćŋżň łőńĳűőň K ć łőńĳűě Mat_n(K) ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő

A ·^^A^t = det(A) 0 det(A) ... 0 det(A)

= det(A) · E ; ∀ A∈Mat_n(K) : 2 4.3.4. Śńěďśšćĺě. (Łřĺšěřĺľ őąřăšĺňőśšĺ ňăšřĺűż.) Łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă A ∈

Mat_n(K) ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K őąřăšĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă det(A) őąřăšĺň ć K, ŕřĺů-ěň ć ¡šőň śńěůăě A^{−1} = 1det(A)^^A^t (čďě şňŋőęěŋĺě ňăšřĺűż^^A

ŋă ůĺśńő det(A)^{−1} őğŋăůăěš şňŋőęěŋĺě łăęďőčő ¡ńěňěŋšă ňăšřĺűż ŋă ¡šő ůĺśńő). 2 4.3.5. Śńěďśšćĺě. Ŋăąőř ćěłšőřőć (v1; v2; : : : ; vn) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă śőśšăćń£ěš ąăğĺś

ć śćőąőďŋőň ňőďşńě K^n ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K, łőčďă őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż, śőśšăćńěŋŋőľ ĺğ łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć v_i, őąřăšĺň ć K.

2 4.3.6. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ V | ŕřőĺğćőńĳŋżľ K-ňőďşńĳ, ŕőřőęď-ěŋŋżľ ŋăąőřőň ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_n), ĺ ’ : V −→ V | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ŋďőňőřťĺğň. Ěśńĺ ďěľśšćĺě ’ ŋă őąřăğş¿źĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ŕřăćĺńş ’(v_j) =^∑_i a_{ij}v_i, š. ě.

( ’(v_1); ’(v_2); : : : ; ’(v_n) ) = (v_1; v_2; : : : ; v_n)A ; čďě A = (a_{ij}) ;

šő ŕőďňőďşńĳ det(A) · V^{def}= { w = det(A)v | v ∈V } śőďěřęĺšś£ ć őąřăğě im (’).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ w = det(A) · v ďń£ ŋěłőšőřőčő v =^{n∑}_{i=1} xivi, šő

w = (v_1; v_2; : : : ; v_n) · det(A) 0 det(A) ... 0 det(A) · x_1 x_2 . . x_n =

= (v_1; v_2; : : : ; v_n) · A ·^^A^t · x_1 x_2 . . x_n

= ( ’(v_1); ’(v_2); : : : ; ’(v_n) ) · y_1 y_2 . . y_n

∈ im (’) ;

čďě (y_1; y_2; : : : ; y_n) = (x_1; x_2; : : : ; x_n)^^A. 2 4.4. Šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă - Ł¡ńĺ. Ŕşśšĳ A ∈ Matn(K) | ŕřőĺğćőńĳŋă£ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă ŋăď łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K. Łőőřďĺŋăšŋżľ K-ňőďşńĳ K^n ňőęŋő ŋăďěńĺšĳ śšřşłšşřőľ ňőďşń£ ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć K[t], ŕőńăčă£ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ůšő řěğşńĳšăšőň şňŋőęěŋĺ£ śšőńąűă v ∈ K^n ŋă ňŋőčőůńěŋ c(t) = c_0 + c_1t + · · · + c_dt^d £ćń£ěšś£ śšőńąěű

c(t)v^{def}= c_0v + c_1Av + c_2A^2v + · · · + c_dA^dv

(ŕřăćş¿ ůăśšĳ ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł řěğşńĳšăš şňŋőęěŋĺ£ śšőńąűă v ŋă ňăšřĺűş c(A), ŕőńşůěŋŋş¿ ŕőďśšăŋőćłőľ ć ňŋőčőůńěŋ c(t) ğŋăůěŋĺ£ t = A ĺğ K-ăńčěąřż^8 Mat_n(K)).

Ğăďăůă6.25. Ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺ£ ăłśĺőň K[t]-ňőďşń£ ďń£ K^n. Ğăďăůă6.26. Ŕřőćěřĳšě, ůšő şňŋőęěŋĺ£ —t : v −→ tv ĺ —A : v −→ Av £ćń£¿šś£ čőňőňőřťĺğňăňĺ K[t]-ňőďşńěľ.

Ŕőśłőńĳłş K[t] ⊃ K, łăł K[t]-ňőďşńĳ K^n ąşďěš ŕő ŕřěęŋěňş ŕőřőęďăšĳś£ śšăŋďăřšŋżňĺ ąăğĺśŋżňĺ śšőńąűăňĺ (e_1; e_2; : : : ; e_n), őďŋăłő ŋăď K[t] őŋĺ şęě ŋě ąşďşš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, ĺąő te_j = a_{1j}e_1 + a_{2j}e_2 + · · · + a_{nj}e_n ďń£ łăęďőčő j = 1; 2; : : : ; n.

Ĺğ ¡šĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ śńěďşěš, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő čőňőňőřťĺğň ¸ = —_t − —_A : K^n −→ K^n, ğăďăŋŋżľ ŕřăćĺńőň v^α−→ tv −Av, őšőąřăęăěš łăęďş¿ ĺğ őąřăğş¿źĺţ e_i, ă ğŋăůĺš, ĺ ćěśĳ ňőďşńĳ K^n ć ŋşńĳ. Ĺğ řăćěŋśšćă ( ¸(e_1); ¸(e_2); : : : ; ¸(e_n) ) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)(tE − A) (łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă (tE − A) ŕőńşůăěšś£ ĺğ −A ŕřĺąăćńěŋĺěň t łő ćśěň ¡ńěňěŋšăň čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ)

8K-ăńčěąřőľ ŋăğżćăěšś£ ń¿ąőě łőńĳűő, łőšőřőě őďŋőćřěňěŋŋő £ćń£ěšś£ K-ňőďşńěň, ŕřĺů-ěň łőńĳűěćżě őŕěřăűĺĺ ŕěřěśšăŋőćőůŋż ś şňŋőęěŋĺěň ŋă ¡ńěňěŋšż ĺğ K. Mat_n(K) ĺňěěš łăŋőŋĺůěśłş¿ śšřşłšşřş Kňőďşń£, ć łőšőřőľ şňŋőęěŋĺě ňăšřĺűż ŋă ůĺśńő ěśšĳ şňŋőęěŋĺě ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż ŋă ¡šő ůĺśńő, ĺ ¡šő şňŋőęěŋĺě, őůěćĺďŋő, ŕěřěśšăŋőćőůŋő ś łőńĳűěćżňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ ć Mat_n(K).

ŕő Śń.4.3.6 ćżšěłăěš, ůšő şňŋőęěŋĺě ŋă ŋă det(tE − A) šăłęě ďőńęŋő ăŋŋşńĺřőćăšĳ K^n. Šěň śăňżň, śŕřăćěďńĺćő

4.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ.) Ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě ňăšřĺűż A ćňěśšő ŕěřěňěŋŋőľ t ć ňŋőčőůńěŋ det(tE − A) ∈ K[t] ŕőńşůăěšś£ ŋşńěćă£ ňăšřĺűă.

2_{Ňŋőčőůńěŋ fflA(t) = det(tE−A) ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň ňăšřĺűż A.}

Ŕő¡šőňş šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ ůăśšő ťőřňşńĺřş¿š śńőćăňĺ: ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň ćś£łă£ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă ăŋŋşńĺřşěšś£ śćőĺň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň.

Ğăďăůă6.27. Ŕşśšĳ det(tE − A) = ff0t^n + ff1t^{n−1} + · · · + ffn−1t + ffn. Ďőłăęĺšě, ůšő ff_0 = 1, ă ŕřĺ 1 ≤ k ≤ (n − 1) łő¡ťťĺűĺěŋš (−1)^kff_k řăćěŋ śşňňě ćśěţ ňĺŋőřőć kšőčő ŕőř£ďłă, čńăćŋă£ ďĺăčőŋăńĳ łőšőřżţ śőćŕăďăěš ś čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĳ¿ A (šăłĺě ňĺŋőřż ŋăğżćă¿šś£ čńăćŋżňĺ). Ć ůăśšŋőśšĺ, s_1 = −^{n∑}_{i=1} a_{ii} (ćěńĺůĺŋă tr (A)^{def}=^{n∑}_{i=1} a_{ii}

ŋăğżćăěšś£ śńěďőň ňăšřĺűż A) ĺ ff_n = (−1)^n det(A). Ğăďăůă6.28. Ćżůĺśńĺšě ddt | | | t−0 det(E + tA).

Ğăďăůă6.29. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ňăšřĺűż A ĺ C^{−1}AC ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż ďń£ ń¿ąőľ őąřăšĺňőľ ňăšřĺűż C ∈ Mat_n(K). Ćżćěďĺšě őšś¿ďă, ůšő ěśńĺ V^φ−→ V | ¡ŋďőňőňřťĺğň śćőąőďŋőčő ňőďşń£ V ś ąăğĺśőň e_i, šő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ňăšřĺűż ˘_e čőňőňőřťĺğňă ’ ć ¡šőň ąăğĺśě ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ őš ćżąőřă ąăğĺśă ŋě ğăćĺśĺš (őŋ ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň čőňőňőřťĺğňă ’.