Ńěłűĺ£ 5 §ğżł ćěłšőřőć

.Ćěłšőřŋőě ĺ ăťťĺŋŋőě łőőřďĺŋăšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă k^n .Cĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă .Ňőďşńĺ, ăąěńěćż čřşŕŕż, ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă .Őąřăğş¿źĺě, ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ, ąăğĺśż ĺ łőőřďĺŋăšż .Śćőąőďŋżě ňőďşńĺ, čőňőňőřťĺğňż ĺ śőőšŋőÿěŋčĺ£ .Šěőřěňż ő ąăğĺśăţ łőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć .Ğăňěŋż ąăğĺśőć ĺ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă .Ğăďăŋĺě čőňőňőřťĺğňőć ňăšřĺűăňĺ .Řăŋč ňăšřĺűż

x1. Łőőřďĺŋăšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

1.1. Ăńčěąřăĺğăűĺ£ őśŋőćăŋĺĺľ čěőňěšřĺĺ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż řăśśňőšřĺň ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšřşłšşřş, ăłśĺőňăšĺğĺřş¿źş¿ čěőňěšřĺůěśłĺě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ő ŕřőśšřăŋśšćě. Ĺğ ÿłőńż Ćăň şęě ďőńęŋż ążšĳ ĺğćěśšŋż ďćă ŕşšĺ ďń£ ćŋěďřěŋĺ£ ăńčěąřż ć čěőňěšřĺ¿: ćěłšőřż ĺ łőőřďĺŋăšż. Őąă ďă¿š ćőğňőęŋőśšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺ ćżůĺśń£šĳ ś ńĺŋěľŋżňĺ čěőňěšřĺůěśłĺňĺ őąžěłšăňĺ: šőůłăňĺ, ŕř£ňżňĺ, ŕńőśłőśš£ňĺ ĺ š. ŕ. Ćěłšőřż ĺ łőőřďĺŋăšż ć ÿłőńĳŋőň łşřśě őążůŋő ćőğŋĺłă¿š ŋă őśŋőćě şęě ďőćőńĳŋő ďăńěłő ŕřőďćĺŋşšőľ čěőňěšřĺůěśłőľ šěţŋĺłĺ, ă ĺţ śćőľśšćă ć łőŋěůŋőň ĺšőčě ćżćőď£šś£ ĺğ Ěćłńĺďőćżţ ăłśĺőň ŕńăŋĺňěšřĺĺ (ĺńĺ śšěřěőňěšřĺĺ). Ś ăńčěąřăĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ŋăňŋőčő şďőąŋěě őąřăšĺšĳ ¡šőš ŕőř£ďőł, ĺ ś śăňőčő ŋăůăńă ăłśĺőňăšĺğĺřőćăšĳ śćőľśšćă ćěłšőřőć, ćğ£ć ĺţ ğă őśŋőćş ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő ŕőśšřőěŋĺ£ čěőňěšřĺĺ.

Ć ¡šĺţ ńěłűĺ£ţ ş ŋăś ŋě ąşďěš ćřěňěŋĺ ďń£ ŕőďőąŋőčő śřăćŋěŋĺ£ őśŋőćăŋĺľ čěőňěšřĺĺ ŕő Ěćłńĺďş ĺ ŋă őśŋőćě ăłśĺőň ćěłšőřŋčő ŕřőśšřăŋśšćă^1 . Šěň ŋě ňěŋěě, ňż ŋăśšő£šěńĳŋő řěłőňěŋďşěň ůĺšăšěń¿ śńěďş¿źĺě ďćě ćěźĺ.

Ćő-ŕěřćżţ, ćś¿ďş ďăńěě ŕřĺ śńőćě ćěłšőř ůěřěğćżůăľŋő ŕőńěğŋő ĺňěšĳ ć ćĺďş ĺňěŋŋő śăňżľ őążůŋżľ ÿłőńĳŋżľ čěőňěšřĺůěśłĺľ ćěłšőř, ă ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě łăł ňŋőęěśšćő \śćőąőďŋżţ ćěłšőřőć" (łőšőřżě ňőęŋő őšłńăďżćăšĳ őš ń¿ąőľ šőůłĺ), ęĺćşźĺţ ć őążůŋőň ÿłőńĳŋőň čěőňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Ćő-ćšőřżţ, ăńčěąřăĺůěśłőě ŕőśšřőěŋĺě őśŋőćăŋĺľ čěőňěšřĺĺ ŕőğćőń£ěš čěőňěšřĺğőćăšĳ ňŋőčĺě, ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď, ŋěčěőňěšřĺůŋżě ğăďăůĺ, ĺąő ŋă £ğżłě ćěłšőřőć ĺ łőőřďĺŋăš őąž- £śŋĺšĳ, ůšő šăłőě \n-ňěřŋă£ čěőňěšřĺ£" ĺńĺ ůšő šăłőě \łőŋěůŋă£ čěőňěšřĺ£ ŋăď ŕőńěň ĺğ q ¡ńěňěŋšőć" ŋĺůşšĳ ŋě śńőęŋěě, ůěň őąž£śŋĺšĳ, ůšő šăłőě 3-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő Ěćłńĺďă. 1.2. Ćěłšőřŋőě ĺ ăťťĺŋŋőě łőőřďĺŋăšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ňż ŋăůŋ-ěň ś őśŋőćŋőčő

1ĺŋšěřěśş¿źĺěś£ ňőčşš ŕřőůěśšĳ ő ŋ-ěň ć ńěłűĺĺ 33 ĺğ łŋĺčĺ: Ň. Ň. Ŕőśšŋĺłőć. Ńěłűĺĺ ŕő čěőňěšřĺĺ. 1-ľ śěňěśšř. Ň., \Ŋăşłă", 1986 (ćšőřőě, \śĺŋěě" ĺğďăŋĺě). 63 ňőďěńĳŋőčő ŕřĺňěřă, ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő őąőąźă¿źěčő ÿłőńĳŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ő łőőřďĺŋăšăţ. Ŋăŕőňŋ¿, ůšő ěśńĺ ććěśšĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě śĺśšěňş łőőřďĺŋăš (śłăęěň, ďěłăřšőćżţ) ś űěŋšřőň ć ŋěłőšőřőľ šőůłě O, šő łăęďőľ šőůłě P = (p_1, p_2, p_3) ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ řăďĺşś-

ćěłšőř −−→ OP , ğăďăć šěň śăňżň ąĺěłűĺ¿ ňěęďş šőůłăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ćěłšőřăňĺ. Ŕřĺ ¡šőň

łăęďżľ ćěłšőř p = −−→ OP ŕřĺőąřěšěš łőőřďĺŋăšż | ďěłăřšőćż łőőřďĺŋăšż śćőěčő łőŋűă (p_1, p_2, p_3). Ţőřőÿő ĺğćěśšŋő, ůšő ďěľśšćĺ£ ŋăď ćěłšőřăňĺ ńěčłő őŕĺśżćă¿šś£ ć šěřňĺŋăţ ¡šĺţ łőőřďĺŋăš: ŕřĺ śńőęěŋĺĺ ćěłšőřőć ĺţ śőőšćěšśšćěŋŋżě łőőřďĺŋăšż śłńăďżćă¿šś£, ă ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ŋă ůĺśńő | şňŋőęă¿šś£ ŋă ¡šő ůĺśńő. Őąőąźěŋĺě ¡šőľ łőŋśšřşłűĺĺ ŋăŕřăÿĺćăěšś£ śăňő śăąőľ.

1.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ňăšřĺű-śšőńąűőć ćżśőšż n ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ k ćňěśšě

ś őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ĺ şňŋőęěŋĺěň ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă λ ∈ k:

x_1 x_2 . . x_n + y_1 y_2 . . y_n def= x_1 + y_1 x_2 + y_2 . . x_n + y_n λ · x_1 x_2 . . x_n def= λx_1 λx_2 . . λx_n ŋăğżćăěšś£ łőőřďĺŋăšŋżň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď ŕőńěň k ĺ őąőğŋăůăěšś£ k^n. Łőőřďĺŋăšŋżě śšőńąűż v ∈ k^n ŋăğżćă¿šś£ n-ňěřŋżňĺ ćěłšőřăňĺ.

1.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Šő ęě śăňőě ňŋőęěśšćő ćśěţ ňăšřĺű-śšőńąűőć ćżśőšż n ś ¡ńěňěŋšăňĺ

ĺğ k ŋăğżćăěšś£ n-ňěřŋżň ăťťĺŋŋżň^2 łőőřďĺŋăšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň A_n = A_n (k) (ă ěčő ¡ńěňěŋšż | šőůłăňĺ) ŋăď ŕőńěň k, ěśńĺ őŋő řăśśňăšřĺćăěšś£ ćňěśšě ś őŕěřăűĺěľ őšłńăďżćăŋĺ£ ćěłšőřőć v ∈ k^n őš šőůěł P ∈ A_n :

+ : A n × k^n −→ A n : (P, v) =^(

p_1 p_2 . . p_n , x_1 x_2 . . x_n

) −→ P + v^{def}= p_1 + v_1 p_2 + v_2 . . p_n + v_n ∈ A n . Őšňěšĺň, ůšő ţőš£ šőůłĺ ĺ ćěłšőřż őąőğŋăůă¿šś£ őďĺŋăłőćő (šăłőćő şę ŋěŕřĺ£šŋőě śćőľśšćő łőőřďĺŋăš), řăğŋĺűă ňěęďş ŋĺňĺ šă ęě, ůšő ĺ ć ÿłőńĳŋőľ čěőňěšřĺĺ: ś ćěłšőřăňĺ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ, ă ĺğ šőůěł | śőśšăćń£šĳ čěőňěšřĺůěśłĺě ťĺčşřż. Ěśńĺ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě

A n ğăťĺłśĺřőćăšĳ łăłş¿-ńĺąő šőůłş O (šăł ŋăğżćăěňőě ŋăůăńő őšśů-ěšă), šő ňőęŋő şśšă-

ŋőćĺšĳ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş šőůłăňĺ ĺ ćěłšőřăňĺ, śőŕőśšăćń££ łăęďőľ šőůłě P ∈ A_n ě-ě řăďĺşś-ćěłšőř −−→ OP^{def}= v ∈ k^n šăłőľ ůšő O + v = P .

İšő śőőšćěšśšćĺě ŕőğćőń£ěš ŕěřěćőďĺšĳ čěőňěšřĺůěśłĺě ŕőśšřőěŋĺ£ ś £ğżłă šőůěł ŋă £ğżł ćěłšőřőć ĺ ŋăőąőřőš.

1.5. Ŋěłőšőřżě ŕřĺňěřż ĺğ ăťťĺŋŋőľ čěőňěšřĺĺ. Şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě nňěřŋőě ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő A_n ćňěśšě ś śĺśšěňőľ łőőřďĺŋăš ś űěŋšřőň ć ŋşńěćőň śšőńąűě

2śńőćő "ăťťĺŋŋżľ", łăł ŕőłăğżćăěš ěčő őřťőčřăťĺ£, ŋě ĺňěěš ŋĺ ňăńěľÿěčő őšŋőÿěŋĺ£ ł Čřěűĺĺ, ă £ćń£ěšś£ ćśěčő ńĺÿĳ ąěśţĺšřőśŋőľ łăńĳłőľ ś ăŋčńĺľśłőčő a‹ne { \ăśśőűĺĺřőćăŋŋżľ"

§1: Łőőřďĺŋăšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă 65

ĺ łőőřďĺŋăšŋżňĺ őś£ňĺ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ ŋăŕřćńěŋŋă ćďőńĳ śőőšćěšśšćş¿źěčő ąăğĺśŋőčő ćěłšőřă e_i, ş łőšőřőčő ćśě łőőřďĺŋăšż, łřőňě i-šőľ, ŋşńěćżě, ă i-šă£ łőőřďĺŋăšă řăćŋă 1.

Ğăďăůă5.1. Śłőńĳłő łőőřďĺŋăšŋżţ \őłšăŋšőć" ĺňěěš őŕĺśăŋŋă£ ćżÿě śĺśšěňă łőőřďĺŋăš?

Ğăďăůă5.2. Řăśśňőšřĺň ěďĺŋĺůŋżľ śšăŋďăřšŋżľ 4-ňěřŋżľ łşą ć A_4 (R) (ŋăš£ŋşšżľ ŋă ůěšżřě ąăğĺśŋżţ łőőřďĺŋăšŋżţ ćěłšőřă). Śłőńĳłő ş ŋěčő: ă) i-ňěřŋżţ čřăŋěľ (i = 0, 1, 2, 3);

ą) ćŋşšřěŋŋĺţ (š. ě. ŋě ńěęăźĺţ ŋă čřăŋ£ţ) ďĺăčőŋăńěľ?

Ŕřĺ ŕőňőźĺ ćěłšőřőć ŋěšřşďŋő őŕřěďěńĺšĳ ć A_n (k) ńĺŋěľŋżě čěőňěšřĺůěśłĺě őąžěłšż: ŕř£ňżě, ŕńőśłőśšĺ ĺ š. ŕ. Šăł ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş P ∈ A_n ćďőńĳ ćěłšőřă v ∈ k^n ěśšĳ ňŋőęěśšćő ćśěţ šőůěł ćĺďă Q(t) = P + tv , čďě p ŕřőąěčăěš k (ňěţăŋĺůěśłă£ ăŋăńőčĺ£: ůăśšĺűă, ďćĺęşźă£ś£ ś ŕőśšő£ŋŋőľ śłőřőśšĳ¿ v ĺ ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t = 0 ŋăţőď£źă£ś£ ć šőůłě P , ć ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t ŋăţőďĺšś£ ć šőůłě Q(t)).

Ğăďăůă5.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě ŕř£ňżě ńĺąő ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő őďŋőľ šőůłě, ńĺąő śőćŕăďă¿š, ńĺąő ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ćőőąźě.

Ğăďăůă5.4. Ŕşśšĳ k = Z/pZ- łőŋěůŋőě ŕőńě. Śłőńĳłő ćśěčő ĺňěěšś£ ć A_n (k): ă) šőůěł;

ą) ŕř£ňżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ šőůłş; ć) ćśěčő ŕř£ňżţ?

(ěśńĺ őąźĺľ śńşůăľ ćżğżćăěš ğăšřşďŋěŋĺ£, řăśśňőšřĺšě n = 2.3.4). Aŋăńőčĺůŋő, ŕńőśłőśšĳ ć π ⊂ A_n ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łăł ňŋőęěśšćő šőůěł ćĺďă Q(s, t) = P + su + tv , čďě P ∈ π | ŋěłőšőřă£ ťĺłśĺřőćăŋŋă£ ŋăůăńĳŋă£ šőůłă, u, v ∈ k^n | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ ŕăřă ŋě ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżě ďřşč ďřşčş ćěłšőřőć, ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕńőśłőśšĺ, ă s, t ŋěğăćĺśĺňő ŕřőąěčă¿š k (ĺţ ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł łőőřďĺŋăšż ŋă ŕńőśłőśšĺ π).

Őŕřěďěńěŋĺ£ ŕř£ňőľ ĺ ŕńőśłőśšĺ £ćń£¿šś£ ůăśšŋżňĺ śńşůă£ňĺ ąőńěě őąźěčő ŕőŋ£šĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

1.6. Ćěłšőřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ őďŋőřőďŋżě ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£. Ŕőďňŋőęěśšćő ćěłšőřőć V ⊂ k^n ŋăğżćăěšś£ ćěłšőřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ěśńĺ őŋő ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ĺ şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă. Ŕřĺňěřőň ćěłšőřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćő W = W (v_1, v_2, . . . , v_m), śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ćěłšőřőć w ∈ k^n, ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě w =^∑ t_iv_i, čďě (v_1, v_2, . . . , v_n) ěśšĳ ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ŋăąőř ćěłšőřőć ĺğ k^m, ă ůĺśńőćżě ŕăřăňěšřż (t_1, t_2, . . . , t_m) ŋěğăćĺśĺňő ŕřőąěčă¿š k. Ćěłšőřż (v_1, v_2, . . . , v_m) ć ¡šőň śńşůăě ŋăğżćă¿šś£ ŕőřőęďă¿źĺňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W . Ďřşčőľ ŕřĺňěř ŕřĺţőďĺš ĺğ ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ

1.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ŋăď ŕőńěň k ğăďăŋă śĺśšěňă ĺğ s őďŋőřőďŋżţ ńĺŋěľŋżţ

şřăćŋěŋĺľ őš n ŋěĺğćěśšŋżţ: A x_1 x_2 . . x_n = 0 , čďě A | ňăšřĺűă řăğňěřă n × s ŋăď ŕőńěň k. Šőčďă ňŋőęěśšćő ě-ě řěÿěŋĺľ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć k^n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ a =

a_1 a_2 . . a_n ĺ b = b_1 b_2 . . b_n | řěÿěŋĺ£, šő

A · (a + b) = A · a + A · b = (0) + (0) = (0) A · (λa) = λA · a = λ(0) = (0) ,

čďě ůěřěğ (0) őąőğŋăůěŋ ŋşńěćőľ ćěłšőř-śšőńąěű. Šěň śăňżň a + b ĺ λa | šăłęě řěÿěŋĺ£.

2_{Őšňěšĺň, ůšő őŕĺśăŋŋżľ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ śŕőśőą řěÿěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ śĺśšěň ŋăď ŕőńěň}

ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ĺţ ňăšřĺűż ł śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş ďőśšăćń£ěš ăńčőřĺšň ďń£ őšżśłăŋĺ ŕőřőęďă¿źĺţ ćěłšőřőć ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ğăďăŋŋőň śĺśšěňőľ őďŋőřőďŋżţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

1.7. Ăťťĺŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŋěőďŋőřőďŋżě ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£. Ŋăğőć-ěň

ăťťĺŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć A_n ćś£łőě ŕőďňŋőęěśšćő π(P, W ) ⊂ A_n , łőšőřőě śőśšőĺš ĺğ ćśěţ šőůěł ćĺďă P + v, čďě P ∈ A_n |ŋěłőšőřă£ ťĺłśĺřőćăŋŋż£ šőůłă, ă ćěłšőřż v ŕřőąěčă¿š ŋěłőšőřőě ťĺłśĺřőćăŋŋőě ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ⊂ k^n. Čőćőř£š šăłęě, ůšő π(P, W ) ěśšĳ ăťťĺŋŋă£ (čĺŕěř)ŕńőśłőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş P ĺ ŕăřăńńěńĳŋă£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćş W . Řăśśňăšřĺćăćÿĺěś£ ćżÿě ŕř£ňżě ĺ ŕńőśłőśšĺ ďőśšăćń£¿š ŕřĺňěřż ăťťĺŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć. Ďřşčĺě ŕřĺňěřż ćŋőćĳ ŕřĺţőď£š ĺğ ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ.

1.7.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ŋěőďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż Ax = b ĺğ s ńĺŋěľ-

ŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś n ŋěĺğćěśšŋżňĺ ńĺąő ŕşśšő, ńĺąő £ćń£ěšś£ ăťťĺŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ ćĺďă π(a, W ), čďě a ∈ A_n { łăłőě-ńĺąő őďŋő řěÿěŋĺě ŋěőďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż, ă W ⊂ k^n ěśšĳ ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő řěÿěŋĺľ őďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż Ax = (0) ś šőľ ęě ňăšřĺűěľ A. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ a ∈ A_n | řěÿěŋĺě śĺśšěňż Ax = b. Ŕőśłőńĳłş řăćěŋśšćő Aa^′ = b řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő a^′ = a+w, čďě w ∈ k^n şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş Aw = Aa^′−Aa = b−b = 0, őšłńăďżćăŋĺě ćěłšőřőć w ∈ k^n, £ćń£¿źĺţś£ řěÿěŋĺ£ňĺ őďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż Ax = (0), őš šőůłĺ a ğăďăěš ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ňŋőęěśšćőň řěÿěŋĺľ śĺśšěňż Ax = b ĺ ňŋőęěśšćőň řěÿěŋĺľ śĺśšěňż Ax = 0.

2_{Őšňěšĺň, ůšő őŕĺśăŋŋőě ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ řěÿěŋĺě ŋěőďŋőřőďŋżţ śĺśšěň ćŋőćĳ ňőęěš}

ćőśŕřĺŋĺňăšĳś£ łăł ŕěřěţőď őš ŋě£ćŋőčő ğăďăŋĺ£ ăťťĺŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ł £ćŋőňş ě-ě ğăďăŋĺ¿.

Ğăďăůă5.5. Ćż£śŋĺšě, łăł şśšřőěŋż śěůěŋĺ£ 4-ňěřŋőčő łşąă ĺğ ğăď.5.2 3-ňěřŋżňĺ ŕńőśłőśš£ňĺ x_1 + x_2 + x_3 + x_4 = d, čďě 0 ≤ d ≤ 4.

x2. Ňőďşńĺ

2.1. Őŕřěďěńěŋĺě ňőďşń£. Ŕşśšĳ K { łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ. K-ňőďşńěň ŋăğżćăěšś£ ćś£łőě ňŋőęěśšćő V (¡ńěňěŋšż łőšőřőčő ŋăğżćă¿šś£ ćěłšőřăňĺ), ŋăďěńěŋŋőě ąĺŋăřŋőľ őŕěřăűĺěľ śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć + : V × V −→ V : (v, w) −→ v + w ∈ V ĺ őŕěřăűĺěľ şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă ĺğ K: · : K × V −→ V : (λ, v) −→ λv ∈ V , šăł ůšő ćżŕőńŋěŋż ăłśĺőňż:

Ăłśĺőňż K-ňőďşń£

1) Ăłśĺőňż śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć

ă) łőňňşšăšĺćŋőśšĳ: a + b = b + a ∀a, b ∈ V ą) ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ: a + (b + c) = (a + b) + c ∀a, b, c ∈ V ć) śşźěśšćőćăŋĺě ŋşń£: ∃0∈ V : a + 0 = a ∀ a ∈ k č) śşźěśšćőćăŋĺě ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő: ∀a ∈ V ∃(−a)∈ V : a + (−a) = 0 2) Ăłśĺőňż şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă

ă) ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ: λ(μa) = (λμ)a ∀ a ∈ V , ∀ λ, μ ∈ K ą) ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śńőęěŋĺ¿ ůĺśěń: (λ + μ)a = λa + μa ∀ a ∈ V , ∀ λ, μ ∈ K ć) ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śńőęěŋĺ¿ ćěłšőřőć: λ(a + b) = λa + λb ∀ λ ∈ K , ∀ a, b ∈ K č) şňŋőęěŋĺě ŋă ěďĺŋĺűş 1∈ K: 1 · a = 1 ∀ a ∈ V .

2.1.1. Ůăśšŋżľ śńşůăľ: ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ěśńĺ K = k | ŕőńě, šő k-ňőďşńĺ ŋăğżćă¿šś£ ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŋăď k, ĺ šěřňĺŋ \k-ňőďşńĳ" ć ¡šőľ śĺšşăűĺĺ ŕřăłšĺůěśłĺ ŋě şŕőšřěąń£ěšś£.

Ğăďăůă5.6. Ŕřőćěřĳšě, ůšő łőőřďĺŋăšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő k^n şďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

2.1.2. Ůăśšŋżľ śńşůăľ: ăąěńěćż čřşŕŕż. Ěśńĺ ŋă ňŋőęěśšćě A ğăďăŋă ąĺŋăřŋă£ őŕěřăűĺ£ śńőęěŋĺ£ + : A × A −→ A : (a, b) −→ a + b ∈ A , łőšőřă£ şďőćńěšćőř£ěš ćśěň ůěšżřěň ăłśĺőňă śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć, šő A ŋăğżćă¿š ăąěńěćőľ čřşŕŕőľ. Ĺŋăůě čőćőř£, ăąěńěćă čřşŕŕă | ¡šő ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň \ĺśłń¿ůĺńĺ ĺğ řăśśňőšřěŋĺ£" şňŋőęěŋĺě ŋă ůĺśńă.

Šěň ŋě ňěŋěě, ăąěńěćż čřşŕŕż £ćń£¿šś£ ůăśšŋżňĺ śńşůă£ňĺ ňőďşńěľ, ă ĺňěŋŋő, ňőďşń£ňĺ ŋăď łőńĳűőň K = Z, ĺąő şňŋőęěŋĺě ŋă űěńżě ůĺśńă ěśšĳ ćŋşšřěŋŋěě śćőľśšćő ăąěńěćőľ čřşŕŕż: ćśěčďă ňőęŋő śůĺšăšĳ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ůšő

n · a^{def}= a + a + · · · + a n , ŕřĺ n ≥ 0 −a − a − · · · − a −n , ŕřĺ n < 0 ∀ n ∈Z , ∀ a ∈ A .

Ğăďăůă5.7. Ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň Z-ňőďşń£.

Ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ćżÿě śŕĺśőł ăłśĺőň, łăł őążůŋő, ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ŋěśłőńĳłĺňĺ ĺŋšşĺšĺćŋő őęĺďăěňżňĺ śćőľśšćăňĺ ćěłšőřőć, ťőřňăńĳŋő ćżšěłă¿źĺňĺ ĺğ ăłśĺőň:

Ğăďăůă5.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ń¿ąőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕě 0 ěďĺŋśšćěŋěŋ, ă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ¡ńěňěŋš (−a) ł ¡ńěňěŋšş a őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő a. Ğăďăůă5.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ń¿ąőň K-ňőďşńě V śŕřăćěďńĺćż řăćěŋśšćă: ă) 0 · v = 0∈ V ∀ v ∈ V ; ą) λ · 0 = 0 ∀ λ ∈ K ; ć) (−1) · v = (−v) ∈ V ∀ v ∈ V . 2.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě φ : V1 −→ V2 ňěęďş ďćşň£ K-ňőďşń£ňĺ V1 ĺ V2 ŋăğżćă-

ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň K-ňőďşńěľ (ĺńĺ K-ńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň), ěśńĺ őŋő ŕěřěśšăŋőťőůŋő śő śńőęěŋĺěň ćěłšőřőć ĺ şňŋőęěŋĺěň ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă: φ(v + w) = φ(v) + φ(w) ĺ φ(λv) = λφ(v) , ∀ λ ∈ K , ∀ v, w ∈ V . Čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ V^φ−→ W ŋăğżćăěšś£ ňğőňőřťĺğňőň, ěśńĺ őŋ őąřăšĺň, š. ě. śşźěśšćşěš čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ W^ψ−→ V , šăłőľ, ůšő ψφ ĺ φψ { šőęďěśšćěŋŋżě őšőąřăęěŋĺ£. İŕĺňőřťĺğňż ĺ ňőŋőňőřťĺğňż | ¡šő čőňőňőřťĺğňż, łőšőřżě ŋă şřőćŋě ňŋőęěśšć £ćń£- ¿šś£ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ \ŋă" ĺ \ć" śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ğăďăůă5.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőľ čőňőňőřťĺğňă K-ňőďşńěľ V^φ−→ W őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

ă) φ(0) = 0 ą) φ(−w) = −φ(w) ć) φ(v − w) = φ(v) − φ(w) .

Łăł ĺ ďń£ čőňőňőřťĺğňă łőńěű, ŕőďňŋőęěśšćă

ker(φ) = { v ∈ V | φ(v) = 0 } ĺ im (φ) = { w ∈ W | ∃v ∈ V : φ(v) = w }

ŋăğżćă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, £ďřőň ĺ oąřăğőň čőňőňőřťĺğňă V^φ−→ W . Ć ¡šĺţ šěřňĺŋăţ ¡ŕĺňőřťŋőśšĳ φ őğŋăůăěš řăćěŋśšćő im φ = W , ă łřĺšěřĺěň ňőŋőňőřťŋőśšĺ £ćń£ěšś£ 2.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. ker(φ) = {0} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă V^φ−→ W | ňőŋőňőř-

ťĺğň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăćěŋśšćő φ(v_1) = f(v_2) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő v_1 − v_2 ∈ ker φ, ĺąő φ(v_1 −

v_2) = φ(v_1) − f(v_2). 2 2.2.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ěśńĺ V^φ−→ W { čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ, šő ker(φ) £ćń£ěšś£ ŕőď-

ňőďşńěň ć V , ă im (φ) { ŕőďňőďşńěň ć W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ůšőąż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő M £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň ć ňőďşńě

V , ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ∀ λ, μ ∈ K ĺ ∀ u, v ∈ K łőňąĺŋăűĺ£ λu + μv šăłęě ńěęĺš ć M. Ěśńĺ φ(u) = φ(v) = 0, šő φ(λu + μv) = λφ(u) + μφ(v) = 0. Ěśńĺ w_1 = φ(v_1) ĺ w_2 = φ(v_2), šő λw_1 + μw_2 = λφ(v_1) + μφ(v_2) = φ(λv_1 + μv_2). 2 2.3. Ŕřĺňěřż ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ ňőďşńěľ. Łăł ňż şęě ćĺďěńĺ ć ğăď.5.6, ŕřĺňěřőň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ łőőřďĺŋăšŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕăřăčřăťă. Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřżě ďřşčĺě ŕřĺňěřż.

2.3.1. Ňŋőčőůńěŋż. §śŋő, ůšő K[x] £ćń£ěšś£ K-ňőďşńĳ. Ćśě ňŋőčőůńěŋż, śšěŕěŋĳ łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ůĺśńă, šăłęě őąřăğş¿š K-ňőďşńĳ^3, łőšőřżľ şęě ŋě £ćń£ěšś£ łőńĳűőň. Ňż ďăńěě ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ¡šőš ňőďşńĳ ůěřěğ P_n = P_n(K).

Ğăďăůă5.11. Ŕőśšřőľšě ĺğőňőřťĺğň ŕřőśšřăŋśšćă ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋěĺ ŋě ćżÿě

n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ k ś łőőřďĺŋăšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň k^{(n+1)}.

Őšőąřăęěŋĺě k[x]^{d/dx}−−−→ k[x] (k { ŕőńě), śőŕőśšăćń£¿źěě łăęďőňş ňŋőčőůńěŋş ěčő ŕřőĺğćőďŋş¿, £ćń£ěšś£ K-ńĺŋěľŋżň ¡ŋďőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšćă ňŋőčőůńěŋőć^4. Ěśńĺ char (k) = 0, šő ěčő őąřăğ śőćŕăďăěš śő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćőň (ŕőůěňş?), ă £ďřő ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋşńĳ (ŕőůěňş?).

Ğăďăůă5.12. Őŕĺÿĺšě ker(d/dx) ĺ im(d/dx), ěśńĺ char (k) = p ≠ 0. Ŕşśšĳ f(x) ∈ k[x] | ŋěłĺľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n. Őšőąřăęěŋĺě res_f , śőŕőśšăćń£¿źěě łăęďőňş ňŋőčőůńěŋş g(x) ∈ k[x] ěčő őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă f, £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň kňőďşńěľ, őšőąřăęă¿źĺň k[x] ŋă ŕřőśšřăŋśšćő P_{n−1} ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě, ůěň (n−1). İšőš čőňőňőřťĺğň ś¿řžěłšĺćěŋ, ă ěčő £ďřő śőćŕăďăěš ś ĺďěăńőň (f) ∈ k[x].

Ğăďăůă5.13. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őšőąřăęěŋĺě φ : k[x]/(f) −→ P_{n−1}, ŕěřěćőď£źěě łńăśś

g( mod f) ć res_f (g) łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋő ĺ £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

2.3.2. Řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ. Ěśńĺ k ⊂ K | řăśÿĺřěŋĺě ŕőńěľ, šő ŕőńě K ůăśšő ążćăěš şďőąŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď k. Ěśńĺ K = k[ϑ] { ăńčěąřăĺůěśłőě řăśÿĺřěŋĺě ŕřĺ ŕőňőźĺ ¡ńěňěŋšă ϑ, şďőćńěšćőř£¿źěčő ňĺŋĺňăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿

Q(ϑ) = ϑ^n + q_1ϑ^{n−1} + · · · + q_{n−1}ϑ + q_n = 0

śšěŕěŋĺ n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k, šő K łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď k, ĺğőňőřťŋő łőőřďĺŋăšŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş k^n. Ć śăňőň ďěńě, ćő ńěłűĺĺ 3 ňż ćĺďěńĺ, ůšő ¡ńěňěŋšż ŕőń£ K őďŋőğŋăůŋő ğăŕĺśżćă¿šś£ ňŋőčőůńěŋăňĺ őš ϑ śšěŕěŋĺ ≤ (n − 1), ŕřĺů-ěň šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě śőčńăśőćăŋő śő śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň ŋă ůĺśńă ĺğ k. Śőŕőśšăćń££ ňŋőčőůńěŋş śšőńąěű ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ňż ĺ ŕőńşůĺň ĺğőňőřťĺğň ňěęďş K ĺ k^n. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ŕőńě k | łőŋěůŋőě ŕőńě ĺğ q ¡ńěňěŋšőć, šő ŕőńě K ąşďěš ŕőńěň ĺğ q^n ¡ńěňěŋšőć.

Ğăďăůă5.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ć ń¿ąőň łőŋěůŋőň ŕőńě £ćń£ěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšőčő ůĺśńă.

Şłăğăŋĺě: ŕřěďśšăćĳšě łőŋěůŋőě ŕőńě łăł řăśÿĺřěŋĺě ŕřőśšőčő ŕőďŕőń£ ŕřĺ ŕőňőźĺ őďŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ¡ńěňěŋšă, ĺńĺ ďőęďĺšěśĳ Ŕř.3.7.1 Ěśńĺ K £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň ăńčěąřăšůěśłĺň řăśÿĺřěŋĺ£ň ŕőń£ Q, šő ěčő ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł ŕőńŋőűěŋŋőě čěőňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň ňőęŋő ğăŋĺňăšĳś£ \ŋăśšő£- źěľ" ŋăčń£ďŋőľ čěőňěšřĺěľ, ůšő ŕőğćőń£ěš ¡ńěčăŋšŋő ďőłăğżćăšĳ šřşďŋżě ăřĺťňěšĺůěśłĺě šěőřěňż ĺ ćżńĺńőśĳ ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ ć űěńş¿ ŋăşłş, ĺňěŋşěňş¿ čěőňěšřĺěľ ůĺśěń.

2.3.3. Ňőďşńĺ ĺ ĺďěăńż. Ěśńĺ őšćńěůĳś£ őš čěőňěšřĺĺ, šő ś ăńčěąřăĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňőďşńĳ ěśšĳ őąőąźěŋĺě ĺďěăńă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śőŕőśšăćńěŋĺě őŕřěďěńěŋĺľ ŕőłăğżćăěš, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő I ⊂ K šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ K-ŕőďňőďşńěň, łőčďă I | ¡šő ĺďěăń ć K. Ć ńěłűĺ£ţ 2,3 ňż ğăďăćăńĺ ĺďěăńż őąřăğş¿źĺňĺ, š. ě. ŕřěďśšăćń£ńĺ ĺţ ć ćĺďě

I = (a_1, a_2, . . . , a_m) = a_1K + a_2K + · · · a_mK .

Ňőďşńĺ šőęě şďőąŋő ğăďăćăšĳ őąřăğş¿źĺňĺ (ĺńĺ ŕőřőęďă¿źĺňĺ ) ¡ńěňěŋšăňĺ (śř. ś n^o 1.6).

3őšňěšĺň, ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć śšřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőľ śšěŕěŋĺ ŋě £ćń£ěšś£ K-ňőďşńěň 4aŋăńőčĺůŋő, ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě, ŕěřěţőď ł ŕřěďěńş ĺ š. ď. šăłęě £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ ć śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ťşŋłűĺľ

x3. Őąřăğş¿źĺě, ąăğĺśż ĺ ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ.

3.1. Őąřăğş¿źĺě. Ŕřő (ćőğňőęŋő ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăąőř ćěłšőřőć {vi} K-ňőďşń£ V čőćőř£š, ůšő őŋ ŕőřőęďăěš V , ěśńĺ łăęďżľ ćěłšőř v ∈ V ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőŋěůŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć v_i ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ K, š. ě. ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě:

v = x_1e_1 + x_2e_2 + · · · + x_ne_n ś x_i ∈ K . (5-1)

Ćěłšőřż v_i ć ¡šőň śńşůăě ŋăğżćă¿šś£ őąřăğş¿źĺňĺ ňőďşń£ V ŋăď K.

Ňőďşńĳ ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋżň, ěśńĺ őŋ ďőŕşśłăěš łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő őąřăğş¿źĺţ.

3.2. Ąăğĺśż ĺ łőőřďĺŋăšż. Ŋăąőř ćěłšőřőć {ei} ⊂ V (ćőğňőęŋő ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăğżćăěšś£

ąăğĺśőň, ěśńĺ őŋ ŕőřőęďăěš V ĺ ďń£ ń¿ąőčő v ∈ V śşźěśšćşěš řőćŋő őďŋő řăğńőęěŋĺě (5-1): v = ∑ x_ie_i, š. ě. ĺğ řăćěŋśšćă ∑ x_ie_i = ∑ y_ie_i ćżšěłăěš, ůšő x_i = y_i ∀i. Ŕřĺ ¡šőň łő¡ťťĺűĺěŋšż x_i řăğńőęěŋĺ£ v =^∑ x_ie_i ŋăğżćă¿šś£ łőőřďĺŋăšăňĺ ćěłšőřă v ć ąăğĺśě e_i. Ňőďşńĺ, őąńăďă¿źĺě ąăğĺśőň, ŋăğżćă¿šś£ śćőąőďŋżňĺ.

3.3. Ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ. Ŋăąőř ćěłšőřőć {vi} ć K-ňőďşńě V ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋő-

ŋěğăćĺśĺňżň, ěśńĺ ĺğ šőčő, ůšő łőŋěůŋă£ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ∑ λ_iv_i ćěłšőřőć ĺğ ¡šőčő ŋăąőřă řăćŋă ŋşńěćőňş ćěłšőřş, ćżšěłăěš, ůšő ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż λ_i | ŋşńěćżě.

Ŋăŕřőšĺć, ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřżţ x_i, śřěďĺ łőšőřżţ ěśšĳ ŋěŋşńěćżě, ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő ∑ x_iv_i = 0, šő ŋăąőř {v_i} ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺňżň, ă śăňő ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋőľ ğăćĺśĺňőśšĳ¿.

3.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕőřőęďă¿źĺľ ŋăąőř ćěłšőřőć šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£

ąăğĺśőň, łőčďă őŋ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ^∑ λ_ie_i = 0 ĺ ŋě ćśě λ_i ŋşńěćżě, šő ćś£łĺľ ćěłšőř v =^∑ x_ie_i ňőęŋő

ĺŋăůě řăğńőęĺšĳ ć ćĺďě v = ∑ (x_i + λ_i)e_i.

Ŋăőąőřőš, ěśńĺ v =^∑ x_ie_i =^∑ y_ie_i | ďćă řăğńĺůŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őďŋőčő ćěłšőřă, šő ŕěřěŋőś£ ŕřăş¿ ůăśšĳ ć śěřěďĺŋş, ŕőńşůăěň ńĺŋěľŋş¿ ğăćĺśĺňőśšĳ^∑(x_i − y_i)v_i = 0. 2 3.4. Łřşůěŋĺě. Řăğşňěěšś£, ŋěćěřŋő, ůšő ń¿ąőľ ňőďşńĳ śćőąőďěŋ. Ŕřőśšěľÿĺň^5 ŕřěŕ£šśšćĺěň ł śćőąőďě £ćń£ěšś£ łřşůěŋĺě. İńěňěŋš v K-ňőďşń£ V ŋăğżćăěšś£ ¡ńěňěŋšőň łřşůěŋĺ£, ěśńĺ v ≠ 0 ĺ ŋăąőř {v}, śőśšő£źĺľ ĺğ őďŋőčő ¡šőčő ćěłšőřă, ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺň, š. ě. λv = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő ŋěŋşńěćőčő λ ∈ K.

Ěśńĺ I ⊂ K { ĺďěăń ć K, šő ¡ńěňěŋšż łřşůěŋĺ£ ć K-ňőďşńě I | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ďěńĺšěńĺ ŋşń£ ć I. Ŋő ďăęě ěśńĺ K | ¡šő űěńőśšŋőě łőńĳűő, K-ňőďşńĺ, ŋě £ćń£¿źĺěś£ ĺďěăńăňĺ, ćŕőńŋě ňőčşš ĺňěšĳ łřşůěŋĺě.

Ŋăŕřĺňěř, ňŋőęěśšćő ćżůěšőć Z/nZś őŕěřăűĺěľ śńőęěŋĺ£ £ćń£ěšś£ ăąěńěćőľ čřşŕŕőľ, ă śšăńő ążšĳ, Z-ňőďşńěň. Ąőńěě šőčő, őŋ ňőęěš ążšĳ ŕőřőęď-ěŋ ŋăď Zőďŋĺň ¡ńěňěŋšőň.

Ğăďăůă5.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ m ćğăĺňŋő ŕřőśšő ś n, šő łńăśś v( mod n) ŕőřőęďăěš Z-ňőďşńĳ Z/nZ.

Ćňěśšě ś šěň, ćśě ¡ńěňěŋšż ć Z/nZ£ćń£¿šś£ ¡ńěňěŋšăňĺ łřşůěŋĺ£, ĺąő ∀ a ∈ Z/nZ, łńăśś na( mod n) řăćěŋ ŋşń¿ ć Z/nZ, ţőš£ n ≠ 0 ć Z. Ŕő¡šőňş ń¿ąőľ ŋăąőř ćěłšőřőć ĺğ Z/nZ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺň, ĺ ğŋăůĺš, ć ¡šőň ňőďşńě ŋěš ąăğĺśă.

5ŋő, łőŋěůŋő, ŋě ěďĺŋśšćěŋŋżň

Ğăďăůă5.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ¡ńěňěŋšż łřşůěŋĺ£ ćňěśšě ś ŋşńěćżň ćěłšőřőň śőśšăćń£¿š ŕőďňőďşńĳ ć ń¿ąőň K-ňőďşńě V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K (őŋ őąőğŋăůăěšś£ Tors(V ) ĺ ŋăğżćăěšś£ ŕőďňőďşńěň łřşůěŋĺ£)

3.5. Łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě śćőąőďŋżě ňőďşńĺ. Łőőřďĺŋăšŋżľ ňőďşńĳ K^n őŕřěďěń£ěšś£ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K ďőśńőćŋő šăłęě, łăł ĺ łőőřďĺŋăšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő k^n. Őšňěšĺň, ůšő łăł ňŋőęěśšćő őŋ śőćŕăďăěš ś n-łřăšŋőľ ŕř£ňőľ śşňňőľ łőńĳűă K śăňőčő ś śőąőľ, ŋő ňż ğăążćăěň ůăśšĳ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőľ śšřşłšşřż, ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě ńĺÿĳ şňŋőęěŋĺě ŋă ďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż (λ, λ, . . . , λ) ⊂ K^{⊕n}.

Ěśńĺ V | łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżľ śćőąőďŋżľ K-ňőďşńĳ ś ąăğĺśőň (e_1, e_2, . . . , e_n), šő śőŕőśšăćń££ ŕřőĺğćőńĳŋőňş ćěłšőřş v ∈ V śšőńąěű ĺğ ěčő łőőřďĺŋăš ć ¡šőň ąăğĺśě, ňż ŕőńşůĺň ĺğőňőřťĺğň V ś K^n.

Ğăďăůă5.17. Şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň.

Ŋăőąőřőš, ťĺłśăűĺ£ ŋěłőšőřőčő ĺğőňőřťĺğňă κ : V −→ K^n řăćŋőśĺńĳŋă ćżąőřş ąăğĺśă ć V | ć łăůěśšćě ąăğĺśŋżţ ňőęŋő ćğ£šĳ ŕřőőąřăğż śšăŋďăřšŋżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ĺğ K^n.

Ğăďăůă5.18. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šĺ ŕřőőąřăğż ďěľśšćĺšěńĳŋő őąřăğş¿š ąăğĺś. Šăłĺň őąřăğőň, ĺğőňőřťĺğňż V^∼−−→ K^n ąĺěłšĺćŋő śőőšćěšśšćş¿š ąăğĺśăň ĺğ n ćěłšőřőć ć V . Ć śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ ňż ďőłăęěň^6, ůšő ňőďşńĺ K^n ĺ K^m ŋěĺğőňőřťŋż ŕřĺ n ≠ m. Ŕő¡šőňş ůĺśńő ćěłšőřőć ćő ćśěţ ąăğĺśăţ ŕřőĺğćőńĳŋőčő śćőąőďŋőčő ňőďşń£ V őďŋő ĺ šő ęě. Őŋő ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň śćőąőďŋőčő ňőďşń£ ĺ őąőğŋăůăěšś£ rk V .

Ğăďăůă5.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ ≤ n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K śőśšăćń£¿š śćőąőďŋżľ K-ňőďşńĳ řăŋčă (n + 1).

3.6. Čőňőňőřťĺğňż ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£. Ŕşśšĳ φ : V −→ W | čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ, ĺ ňőďşńĳ V ŕőřőęďăěšś£ (ćőğňőęŋő ąěśłőŋěůŋżň) ŋăąőřőň őąřăğş¿źĺţ {e_i}. Šőčďă φ őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ĺţ őąřăğăň φ(e_i) ∈ W . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăğńőęĺć ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř v ∈ V ŕő e_i: v =^∑ x_ie_i, ňż ŕőńşůăěň f(v) = ∑ x_iφ(e_i) . Ŋăőąőřőš, ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň ćżąřăć ćěłšőřż w_i ∈ W , ňőęŋő ŕőŕżšăšĳś£ ğăďăšĳ čőňőňřťĺğň V^φ−→ W , ŕőńăčă£ φ(e_i) = w_i ĺ řăśŕřőśšřăŋ££ ěčő ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě v ∈ V ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřěďżďşźěľ ťőřňşńż (¡šő ŋăğżćăěšś£ ŕřőďőńęěŋĺěň ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ šěőřěšĺłőňŋőęěśšćěŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ e_i −→ w_i). Őďŋăłő, šăłőě ğăďăŋĺě čőňőňřťĺğňă ňőęěš őłăğăšĳś£ ŋěłőřřěłšŋżň, ŕőśłőńĳłş ćěłšőř v ňőęěš ĺňěšĳ ŋěśłőńĳłő řăğŋżţ ćżřăęěŋĺľ ůěřěğ őąřăğş¿źĺě.

Řăśśňőšřĺň, ŋăŕřĺňěř, Z-ňőďşńĺ V = Z/nZ ĺ W = Z. Šőčďă V ŕőřőęďăěšś£ őďŋĺň ¡ńěňěŋšőň [1] = 1( mod n), ĺ ŕőńăŋă£ f([1]) = k ∈ Z, ňż ŕőńşůĺň čőňőňőřťĺğň ńĺÿĳ ć ěďĺŋśšćěŋŋőň śńşůăě: ŕřĺ k = 0. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć Z/nZćżŕőńŋěŋő śőőšŋőÿěŋĺě n[1] = [0], ĺ ěśńĺ φ { čőňőňőřťĺğň, šő ć Zďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ śőőšŋőÿěŋĺě:

nφ([1]) = φ(n[1]) = φ(0) = 0 ,

őšłşďă f([1]) = 0, ĺąő Z{ űěńőśšŋőě łőńĳűő.

3.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ďń£ šőčő ůšőąż őšőąřăęěŋĺě ei −→ wi, wi ∈ W , ňőęŋő ążńő

ŕřőďőńęĺšĳ ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ ďő čőňőňőřťĺğňă ňőďşń£, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ćěłšőřăňĺ e_i, ć ňőďşńĳ

6ďń£ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ňż śďěńăěň ¡šő şęě ć Śń.3.7.5

W , ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ćś£łă£ łőŋěůŋă£ ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ

λ_1e_1 + λ_2e_2 + · · · + λ_ne_n = 0

ňěęďş ćěłšőřăňĺ e_i ć V ćńěłńă ąż šőůŋő šăłş¿ ęě ğăćĺśĺňőśšĳ

λ_1w_1 + λ_2w_2 + · · · + λ_nw_n = 0

ňěęďş ćěłšőřăňĺ w_i ć W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć őďŋş śšőřőŋş şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ čőňőňřťĺğňă: ěśńĺ φ { čőňőňőřťĺğň, šő ∑ λ_iw_i = ∑ λ_iφ(e_i) = φ( ∑ λ_ie_i) = φ(0) = 0 ,

łăł šőńĳłő^∑ λ_ie_i = 0.

Ŋăőąőřőš, ŕřőćěřĺň, ůšő ŕřőďőńęěŋĺě ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ łőřřěłšŋő, ěśńĺ šőńĳłő ćśě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş e_i ćżŕőńŋěŋż ĺ ňěęďş w_i. Ŕşśšĳ

v = x_1e_1 + x_2e_2 + · · · + x_ne_n = y_1e_1 + y_2e_2 + · · · + y_ne_n

ďćă řăğŋżţ řăğńőęěŋĺ£. Šőčďă^∑(x_i − y_i)e_i = 0, ĺ ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿,^∑(x_i − y_i)w_i = 0. Ŋő šőčďă ĺ x_1w_1 + x_2w_2 + · · · + x_nw_n = y_1w_1 + y_2w_2 + · · · + y_nw_n ć W , ĺ śšăńő ążšĳ φ(v) ŋě ğăćĺśĺš őš šőčő, łăłĺň ĺğ řăğńőęěŋĺľ ŕőńĳğőćăšĳś£.

2_{Ğăďăůă5.20. Ěśńĺ ňőďşńĳ W ŋě ĺňěěš łřşůěŋĺ£, šő ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň V φ−→ W}

ŕěřěćőďĺš ćśě ¡ńěňěŋšż łřşůěŋĺ£ ĺğ V ć ŋşńĳ.

3.6.2. Śńěďśšćĺě. Ňőďşńĳ V šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ śćőąőďŋżň ś (ćőğňőęŋő, ąěś-

łőŋěůŋżň) ąăğĺśőň E = {e_i}, łőčďă ćś£łőě šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě E −→ W ĺğ ňŋőęěśšćă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ć ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňőďşńĳ W ňőęěš ążšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň ŕřőďőńęěŋő ďő čőňőňřťĺğňă V −→ W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šő, ůšő ń¿ąőě šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ąăğĺśă śćőąőďŋőčő ňőďşń£ ć ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňőďşńĳ ňőęŋő ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň ŕřőďőńęĺšĳ ďő čőňőňřťĺğňă ňőďşńěľ, ćżšěłăěš ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕřěďńőęěŋĺ£.

Ŋăőąőřőš, ŕşśšĳ ŋěłĺľ ŋăąőř ćěłšőřőć {e_1, e_2, . . . , e_n} ŋěłőčő ňőďşń£ V őąńăďăěš şłăğăŋŋżň ć śńěďśšćĺĺ śćőľśšćőň. Ćőğĳň-ěň ć łăůěśšćě W śćőąőďŋżľ ňőďşńĳ ś n őąřăğş¿źĺňĺ (w_1, w_2, . . . , w_n) ĺ őšőąřăğĺň ąĺěłšĺćŋő e_i ŋă w_i. Šőčďă ¡šő őšőąřăęěŋĺě ŕřőďőńęăěšś£ ďő čőňőňőřťĺğňă ňőďşńěľ V^φ−→ W . İšőš čőňőňőřťĺğň £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň, ĺąő ş ŋěčő ěśšĳ őąřăšŋżľ | čőňőňőřťĺğň W^ψ−→ V , łőšőřżľ ŕřőďőńęăěš ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ őšőąřăęěŋĺě w_i −→ e_i (őŋ śşźěśšćşěš ŕő ŕřěďżďşźěňş ăąğăűş). Ć śăňőň ďěńě, łőňŕőğĺűĺ£ V^{ψφ}−−→ V ěśšĳ čőňőňőřťĺğň, łőšőřżľ ŕřőďőńęăěš šőęďěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ĺğ e_i ć śěą£, ă śšăńő ążšĳ, śőćŕăďăěš ś šőęďěśšćěŋŋżň őšőąřăęěŋĺěň (ćśńěďśšćĺě ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ŕřőďőńęěŋĺ£). Ăŋăńőčĺůŋő, łőňŕőğĺűĺ£ W^{φψ}−−→ W ąşďěš šőęďěśšćěŋŋżň őšőąřăęěŋĺěň ĺğ W ć W . 2 3.7. Łőŋěůŋőňěřŋżě ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő k | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě. Łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď k ŋăğżćă¿šś£ łőŋěůŋőňěřŋżňĺ. Šěőřĺ£ łőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ňŋőčő ŕřőźě, ůěň šěőřĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ňőďşńěľ, ŕőśłőńĳłş ć ŋěľ ŋě ćőğŋĺłăěš ŋĺłăłĺţ ŋěŕřĺ£šŋőśšěľ, ść£ğăŋŋżţ ś ŋěśćőąőďőľ ĺ ŋěőďŋőğŋăůŋőśšĳ¿ řăğńőęěŋĺ£ ć ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ.

Ğăďăůă5.21. Ŕşśšĳ k { ŕőńě. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ ŋăąőř ňŋőčőůńěŋőć f_i(x) ∈ k[x],

i = 0, 1, 2, . . . , n, šăłĺţ ůšő deg(f_i) řăćŋă ć šőůŋőśšĺ i, śőśšăćń£ěš ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋśšćě ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ≤ n ŋăď k.

3.7.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łőě łőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő őąńăďăěš ąăğĺ-

śőň, ŕřĺů-ěň ¡šőš ąăğĺś ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ń¿ąőľ ŋăŕěř-ěď ğăďăŋŋőľ śĺśšěňż őąřăğş¿źĺţ şďăń££ ĺğ ĺğ ŋě-ě (ěśńĺ ŋăďő) ŋěłőšőřżě ćěłšőřż^7.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ V { ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň k, ŕőřőęď-ěŋŋőě łőŋěůŋżň ŋăąőřőň ćěłšőřőć (e_1, e_2, . . . , e_n). Ĺğ ćśěţ šăłĺţ ŋăąőřőć ňż ćżąěřěň ŋăąőř, śőśšő£źĺľ ĺğ ŋăĺňěŋĳÿěčő ćőğňőęŋőčő łőńĺůěśšćă ćěłšőřőć. Ŕőłăęěň, ůšő őŋ ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ^∑ λ_ie_i = 0, ĺ śłăęěň, λ_n ≠ 0. Šőčďă

e_n = − n−1∑ i=1 λ_i λ_n e_i ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ŕěřćżě (n−1) ćěłšőřőć, ĺ ŕőďśšăćń££ ¡šő ćżřăęěŋĺě ć řăğńőęěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă v ∈ V ůěřěğ e_i, ňż ćĺďĺň, ůšő V ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ŕőřőęďăěšś£ ŕěřćżňĺ (n − 1) ćěłšőřăňĺ ŋăÿěľ śĺśšěňż ćőŕřěłĺ ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿. 2 3.7.2. Śńěďśšćĺě. Ćś£łőě łőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň k ĺğőňőř-

ťŋő ŋěłőšőřőňş łőőřďĺŋăšŋőňş ćěłšőřŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş k^n. 2 3.7.3. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łĺľ ŕăąőř (v1, v2, . . . , vm) ĺğ m > n ćěłšőřőć ć k^n ńĺŋěľŋő-

ğăćĺśĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ A | ¡šő ňăšřĺűă, śőśšăćńěŋŋă£ ĺğ ćěłšőř-śšőńąűőć v_i. Ŕőďőąřăšĳ ŋěŋşńěćőľ ŋăąőř łőŋśšăŋš x_i, ďă¿źĺţ ńĺŋěľŋş¿ ğăćĺśĺňőśšĳ

x_1v_1 + x_2v_2 + · · · + x_mv_m = 0

¡šő šő ęě śăňőě, ůšő ŋăľšĺ ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż őďŋőřőďŋżţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ

A x_1 x_2 . . x_m = 0 0 . . 0 .

Łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ć ŋăÿěň śńşůăě, łőčďă şřăćŋěŋĺľ ňěŋĳÿě, ůěň ŋěĺğćěśšŋżţ, ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě ćśěčďă śşźěśšćşěš. 2 3.7.4. Śńěďśšćĺě. Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă k^m ĺ k^n ĺğőňőřťŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă,

łőčďă m = n.

7ňăÿĺŋěřĺ£ \šřăŋśťĺŋĺšŋőľ" šěőřĺĺ ňŋőęěśšć (šěőřěňă Űěřňěńő ĺńĺ ńěňňă Űőřŋă) ŕőğćőń£ěš řăśŕřőśšřăŋĺšĳ ŕřĺćőďĺňőě ŋĺęě ďőłăğăšěńĳśšćő ĺ ŋă śńşůăľ ŕřőśšřăŋśšć, ŕőřőęď-ěŋŋżţ ąěśłőŋěůŋżňĺ śěňěľśšćăňĺ őąřăğş¿źĺţ, šăł ůšő ŕřěďńőęěŋĺě śőţřăŋ£ěš śĺńş ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć

2 3.7.5. Śńěďśšćĺě. Ćśě ąăğĺśż łőŋěůŋőňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V śőśšő£š ĺğ

őďŋőčő ĺ šőčő ęě ůĺśńă ćěłšőřőć (¡šő ůĺśńő ŋăğżćăěšś£ řăğňěřŋőśšĳ¿ V ĺ őąőğŋăůăěšś£ dim V ). 2 3.7.6. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżľ ŋăąőř ćěłšőřőć ňőęěš ążšĳ ďőŕőńŋěŋ

ďő ąăğĺśă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šőůŋő šăłęě, łăł ĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě Ŕř.3.7.1, ńěčłő şćĺďěšĳ, ůšő ěśńĺ ćěłšőř v ŋě ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňżľ ŋăąőř ćěłšőřőć (v_1, v_2, . . . , v_m), šő ŋăąőř (v, v_1, v_2, . . . , v_m ) šăłęě ąşďěš ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺň. Ďőąăćń££ šăłĺň őąřăğőň ł ŋăąőřş ŋőćżě ćěłšőřż ňż ć łőŋűě łőŋűőć ŕőńşůĺň ąăğĺś, ĺąő ůĺśńő ćěłšőřőć ć ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňőň ŋăąőřě ŋě ňőęěš ŕřěćżśĺšĳ dim V . 2 3.7.7. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ V^φ−→ W | čőňőňőřťĺğň łőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřő-

śšřăŋśšć. Šőčďă ć V ĺ W ňőęŋő šăł ćżąřăšĳ ąăğĺśż (v_1, v_2, . . . , v_n) ĺ (w_1, w_2, . . . , w_m), ůšő

f(e_i) = { w_i , ŕřĺ 1 ≤ i ≤ r 0 , ŕřĺ r < i ≤ m , ŕřĺů-ěň ůĺśńő r = dim(im φ) = dim(V ) − dim(ker φ) ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśőć. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćżąěřěň ąăğĺś ć ker φ ⊂ V , őąőğŋăůĺň ěčő ůěřěğ (v_{r+1}, . . . , v_n) (¡šő őŕřěďěńěŋĺě ůĺśńă r), ĺ ďőŕőńŋĺň ěčő ďő ąăğĺśă (v_1, v_2, . . . , v_n) ć V . Ćěłšőřż φ(v_1), φ(v_2), . . . , φ(v_r) ŕőřőęďă¿š im φ (ĺąő őśšăńĳŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż V ŕěřěţőď£š ć ŋşńĳ) ĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, ŕőśłőńĳłş ĺğ řăćěŋśšćă

0 =^{r∑}_{i=1} λ_iφ(v_i) = φ (_r ∑ i=1 λ_iv_i )

ćżšěłăěš řăćěŋśšćő^{r∑}_{i=1} λ_iv_i ∈ ker φ, őğŋăůă¿źěě, ůšő ¡šă śşňňă ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ćěłšőřż v_{r+1}, . . . , v_n, ůšő ĺğ-ğă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŕő ąăğĺśş ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ r∑ i=1 λ_iv_i = 0, š. ě. šőńĳłő ěśńĺ ćśě λ_i − 0. Šěň śăňżň, ćěłšőřż w_i^{def}= φ(v_i) ś 1 ≤ i ≤ r śőśšă-

ćń£¿š ąăğĺś ć im φ. Ďőŕőńŋ££ ¡šőš ąăğĺś ďő ąăğĺśă(w_1, w_2, . . . , w_m) ć W ŕőńşůăěň şšćěřęďěŋĺě ŕřěďńőęěŋĺ£. 2 x4. Ňăšřĺůŋżľ ťőřňăńĺğň

4.1. Ćěłšőřż łăł ňăšřĺűż. Şśńőćĺňś£ ğăŕĺśżćăšĳ ŋăąőřż ćěłšőřőć ňăšřĺűăňĺ-śšřő-łăňĺ, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřżţ śńşęăš ¡šĺ ćěłšőřż, ă ŋăąőřż ůĺśěń^8 | ňăšřĺűăňĺ-śšőńąűăňĺ, śőśšăćńěŋŋżňĺ ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń. Ďőčőćőřĺňś£ šăłęě, ůšő ćěłšőřż ňőęŋő şňŋőęăšĳ ŋă ůĺśńă ĺ śŕřăćă ĺ śńěćă, ŕőńăčă£ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ v · λ^{def}= λv.

8őążůŋő ¡šő ąşďşš łőőřďĺŋăšż ĺńĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ ŕő őąřăğş¿źĺň

Ć ¡šĺţ śőčńăÿěŋĺ£ţ řăćěŋśšćő v =^{n∑}_{i=1} x_iv_i ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ňăšřĺůŋőě řăćěŋśšćő

(v) = (v_1, v_2, . . . , v_n) x_1 x_2 . . x_n ,

čďě (v) ěśšĳ 1 × 1-ňăšřĺűă ś ěďĺŋśšćěŋŋżň ¡ńěňěŋšőň v.

4.2. Ňăšřĺűż ŕěřěţőďă. Ŕşśšĳ (v1, v2, . . . , vs) | łăłőľ-ńĺąő ŋăąőř ćěłšőřőć K-ňőďşń£ V , ŕőřőęď-ěŋŋőčő ćěłšőřăňĺ (e_1, e_2, . . . , e_n). Ňăšřĺűş řăğňěřă n × s, ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺľ ćěłšőřőć v_i ŕő őąřăğş¿źĺň e_i, ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă őš v_i ł e_i ĺ őąőğŋăůăšĳ C_{ev} . Őšňěšĺň, ůšő ¡šő őąőğŋăůěŋĺě ŋě ćŕőńŋě łőřřěłšŋő, ĺąő ěśńĺ e_i ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺňż, šő ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ ňŋőčő řăğŋżţ ňăšřĺű ŕěřěţőďă. Šěň ŋě ňěŋěě, ń¿ąă£ ĺğ ŋĺţ, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, şďőćńěšćőř£ěš ňăšřĺůŋőňş řăćěŋśšćş

(v_1, v_2, . . . , v_s) = (e_1, e_2, . . . , e_n)C_{ev} .

Ěśńĺ ŋăąőř (v_1, v_2, . . . , v_s) šăłęě ŕőřőęďăěš V , šő ŋăř£ďş ś ňăšřĺűěľ C_{ev} ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ňăšřĺűş ŕěřěţőďă C_{ve} őš e_i ł v_i, ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺľ ćěłšőřőć e_i ůěřěğ őąřăğş¿źĺě v_i. Ćőğŋĺłăěš řăćěŋśšćő

(e_1, e_2, . . . , e_n) = (v_1, v_2, . . . , v_s)C_{ve} = (e_1, e_2, . . . , e_n)C_{ev} C_{ve} ,

łőšőřőě őğŋăůěš, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě C_{ev} C_{ve} £ćń£ěšś£ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă C_{ee} ŋăąőřă e_i ł śăňőňş ęě ŋăąőřş e_i, š. ě. ĺňěěš ć łăůěśšćě śšőńąűőć łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć e_i ŕő śăňĺň śěąě.

Ďőŕşśšĺň šěŕěřĳ, ůšő ŋăąőř ćěłšőřőć e_i śőśšăćń£ěš ąăğĺś ć V . Šőčďă řăğńőęěŋĺě łăęďőčő e_i ŕő ¡šőňş ąăğĺśş ěďĺŋśšćěŋŋő: e_i = e_i, ĺ ňăšřĺűă C_{ee} | ¡šő ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă E řăğňěřă n × n. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ń¿ąőčő ąăğĺśă (e_1, e_2, . . . , e_n) ĺ ń¿ąőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć (v_1, v_2, . . . , v_s), ŕőřőęďă¿źěčő V , ňż ĺňěěň śőőšŋőÿěŋĺě C_{ev} C_{ve} = E . 4.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ŋăąőř ćěłšőřőć (e1, e2, . . . , en) £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň śćőąőďŋőčő

ňőďşń£ V ŋăď łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K. Ďřşčőľ ŋăąőř ĺğ n ćěłšőřőć (v_1, v_2, . . . , v_n) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň V , łőčďă ňăšřĺűă ŕěřěţőďă C_{ev} őąřăšĺňă ć Mat_n(K). Ŕřĺ ¡šőň ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ŕěřěţőď ąşďěš ğăďăćăšĳś£ őąřăšŋőľ ňăšřĺűěľ C_{ve} = C^{−1}_{ev} . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć őďŋş śšőřőŋş ňż ćś-ě şęě ďőłăğăńĺ: ěśńĺ (v_1, v_2, . . . , v_n) | ąăğĺś ć V , šő łăł ňż ćĺďěńĺ ćżÿě, ňăšřĺűż ŕěřěţőďă őą£ğ£ŋż şďőćńěšćőř£šĳ śőőšŋőÿěŋĺ£ň C_{ev} C_{ve} = C_{ve}C_{ev} = E, čďě E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă řăğňěřă n × n.

Ďőłăęěň ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ ĺňńĺłăűĺ¿. Ŕşśšĳ C_{ev} őąřăšĺňă ć Mat_n(K). Šőčďă ĺğ řăćěŋśšćă (v_1, v_2, . . . , v_n) = (e_1, e_2, . . . , e_n)C_{ev} ćżšěłăěš, ůšő (e_1, e_2, . . . , e_n) = (v_1, v_2, . . . , v_n)C^{−1}_{ev} . Ŕőłăęěň, ůšő v_i ŕőřőęďă¿š V . Ćś£łĺľ ćěłšőř v ∈ V ĺňěěš řăğńőęěŋĺě ćĺďă

v = ∑ x_ie_i = (e_1, e_2, . . . , e_n) x_1 x_2 . . x_n = (v_1, v_2, . . . , v_n)C^{−1}_{ev} x_1 x_2 . . x_n , łőšőřőě ŕőłăğżćăěš, ůšő v =^∑ y_iv_i, čďě y_1 y_2 . . y_n = C^{−1}_{ev} x_1 x_2 . . x_n . Őśšă-ěšś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő

ŋăąőř (v_1, v_2, . . . , v_n) ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺň. Ŕşśšĳ ∑ λ_iv_i = (v_1, v_2, . . . , v_n) λ_1 λ_2 . . λ_n = 0 .

Ŕőďśšăćń££ (v_1, v_2, . . . , v_n) = (e_1, e_2, . . . , e_n)C_{ev} , ŕőńşůĺň^∑ μ_ie_i = 0, čďě μ_1 μ_2 . . μ_n = C_{ev} λ_1 λ_2 . . λ_n . Ŕőśłőńĳłş e_i ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż, ńěćżľ śšőńąěű ŕőśńěďŋěčő řăćěŋśšćă ďőńęěŋ ążšĳ ŋşńěćżň. Şňŋőęă£ őąě ůăśšĺ ŋă C^{−1}_{ev} ŕőńşůăěň, ůšő ĺ śšőńąěű ĺğ λ_i šőęě ŋşńěćőľ. Ĺšăł, v_i { ¡šő šőęě ąăğĺś ć V .

2_{Őšňěšĺň, ůšő ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż ćżšěłăěš śńěďş¿źěě ŕřăćĺńő ďń£ ŕěřěśů-ěšă łő-}

őřďĺŋăš:

4.2.2. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ (e1, e2, . . . , en) ĺ (v1, v2, . . . , vn) | ďćă ąăğĺśă ć śćőąőďŋőň ňőďşńě

V ĺ x^e_i ĺ x^v_i | łőőřďĺŋăšż őďŋőčő ĺ šőčő ęě ćěłšőřă w ∈ V ć ¡šĺţ ąăğĺśăţ, šő

x^e_1 x^e_2 . . x^e_n = C_{ev} x^v_1 x^v_2 . . x^v_n . 2 4.3. Ňăšřĺűż čőňőňőřťĺğňőć. Ŕşśšĳ V = K^n, W = K^m | śćőąőďŋżě ňőďşńĺ, ĺ A | ŋěłă£ ňăšřĺűă řăğňěřă m × n ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ K. Čőňőňőřťĺğň

μ_A : K^n −→ K^m :

x_1 x_2 . . x_n −→ A x_1 x_2 . . x_n ∈ K^m

ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň şňŋőęěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş A

Ğăďăůă5.22. Ŕřőćěřĳšě, ůšő μ_A ěśšĳ čőňőňőřťĺğňőň K-ňőďşńěľ.

4.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ K^{n φ}−→ K^m £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğ-

ňőň şňŋőęěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş, łőšőřă£ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő φ ĺ ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ čőňőňőřťĺğňă φ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ e_i ∈ K^n | śšăŋďăřšŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ˘ ňăšřĺűş řăğňěřă m × n, śšőńąűż łőšőřőľ śşšĳ ćěłšőř-śšőńąűż φ(e_i) ∈ K^m. Šőčďă φ ĺ μ_Φ őďĺŋăłőćő ďěľśšćşš ŋă ąăğĺś e_i śćőąőďŋőčő ňőďşń£ K^n, ĺ śőčńăśŋő Śń.3.6.2, φ = μ_Φ. 2

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ śćőąőďŋżţ ňőďşńěľ V ĺ W ćżąőř ć V ąăğĺśă (v_1, v_2, . . . , v_n), ă ć W { ąăğĺśă (w_1, w_2, . . . , w_m) ŕőğćőń£ěš ğăŕĺśăšĳ ń¿ąőľ čőňőňőřťĺğň V^φ−→ W ć ćĺďě şňŋőęěŋĺ£ ŋă m × n-ňăšřĺűş ˘ = ˘_{wv} , ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć φ(e_i) ć ąăğĺśě w_i. İšă ňăšřĺűă ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ^9 φ ć ąăğĺśăţ v_i ĺ w_i.

4.3.2. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ V ĺ W | śćőąőďŋżě ňőďşńĺ ś ąăğĺśăňĺ vi ĺ wi, ĺ V^φ−→ W |

čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ ś ňăšřĺűěľ ˘_{wv} . Šőčďă ćěłšőř ś łőőřďĺŋăšăňĺ ŕěřěţőďĺš ć ćěłšőř ś łőőřďĺŋăšăňĺ x^w_i , ćżůĺśń£ěňżňĺ ŕő ťőřňşńě

x^w_1 x^w_2 . . x^w_m = ˘_{wv} x^v_1 x^v_2 . . x^v_n . 2_{Ć śńşůăě, łőčďă W = V , š. ě. V φ−→ V { ¡ŋďőňőřťĺğň śćőąőďŋőčő ňőďşń£ V , ďőśšăšőůŋő}

ćżąřăšĳ őďĺŋ ąăğĺś (e_1, e_2, . . . , e_n) ć V ĺ řăśśňăšřĺćăšĳ ěčő ĺ łăł ąăğĺś ć őąřăğě ĺ łăł ąăğĺś ć ŕřőőąřăğě. Śőőšćěšśšćş¿źă£ ňăšřĺűă ˘_{ee} őąőğŋăůăěšś£ ŕřőśšő ˘_e ĺ ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ φ ć ąăğĺśě e.

Ğăďăůă5.23. Ŕşśšĳ k { ŕőńě, ĺ q(x) ∈ k[x] | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ťăłšőř-łőńĳűő k[x]/(q) ĺňěěš ěśšěśšćěŋŋş¿ śšřşłšşřş łőŋěůŋőňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď k řăğňěřŋőśšĺ^∑ deg q_i, ŕőśšřőľšě łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś ć ŋ-ěň ĺ ŋăŕĺÿĺšě ňăšřĺűş őŕěřăšőřă şňŋőęěŋĺ£ ŋă łńăśś x mod q ć ¡šőň ąăğĺśě. Ğăďăůă5.24. Ŕşśšĳ ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ k = C ĺ q(x) = (x − λ)^n, čďě

λ ∈C . Ŕőśšřőľšě ć k[x]/(q) ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă őŕěřăšőřă şňŋőęěŋĺ£ ŋă łńăśś

x mod q ĺňěěš ćĺď λ 1 0 λ 1 λ ...

... 1 0 λ .

4.3.3. Ĺğňěŋěŋĺě ňăšřĺűż čőňőňřťĺğňă ŕřĺ ğăňěŋě ąăğĺśőć. Řăğşňěěšś£, ňăšřĺűă ˘_{wv} čőňőňřťĺğňă V^φ−→ W ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśőć. Ěśńĺ ćżąřăšĳ ďřşčĺě ąăğĺśż

(v^′_1, v^′_2, . . . , v^′_n) = (e_1, e_2, . . . , e_n)C_{ee}0 ĺ (w^′_1, w^′_2, . . . , w^′_m) = (w_1, w_2, . . . , w_m)C_{ww}0 ,

šő ňăšřĺűă ˘_w0_v0 čőňőňőřťĺğňă φ ć ¡šĺţ ŋőćżţ ąăğĺśăţ őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň

(f(v^′_1), f(v^′_2), . . . , f(v^′_n)) = (w^′_1, w^′_2, . . . , w^′_n)˘_w0_v0 .

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺňěěň:

(f(v^′_1), f(v^′_2), . . . , f(v^′_n)) = (f(v_1), f(v_2), . . . , f(v_n))C_{vv}0 = = (w_1, w_2, . . . , w_m)˘_{wv} C_{vv}0 = = (w^′_1, w^′_2, . . . , w^′_m)C_w0_w˘_{wv} C_{vv}0 ,

9ğďěśĳ ĺ ćś¿ďş ďăńěě ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ čőňőňřťĺğňż ňőďşńěľ ňăńěŋĳłĺňĺ čřěůěśłĺňĺ ąşłćăňĺ, ă ĺţ ňăšřĺűż { śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ ąőńĳÿĺňĺ ąşłćăňĺ

őšłşďă ˘_w0_v0 = C_w0_w ˘_{wv} C_{vv}0 = C^{−1}_{ww}0 ˘_{wv} C_{vv}0 .

4.3.4. Ŕřĺňěř: ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ěśńĺ m × n ňăšřĺűă A řăśśňăšřĺćăěšś£ łăł ňăšřĺűă A = ˘_{wv} čőňőňřťĺğňă V^φ−→ W ňěęďş śćőąőďŋżňĺ ňőďşń£ňĺ, šő ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺűż A, śłőšőřżňĺ ňż ĺňěńĺ ďěńő ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ¡ńěňěŋšăřŋżě ğăňěŋż ąăğĺśőć ć V ĺ W .

Ğăďăůă5.25. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śšřőł 1-čő, 2-čő ĺ 3-čő šĺŕă ĺŋďşűĺřőćăŋż śńěďş¿źĺňĺ ğăňěŋăňĺ ąăğĺśă (w_1, w_2, . . . , w_m) ňőďşń£ W : ŕěřěśšăŋőćłőľ ŕăřż ćěłšőřőć w_i, w_j , ğăňěŋőľ w_j ŋă w_j − λw_i ĺ şňŋőęěŋĺěň w_i ŋă őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă K. Şąěďĺšěśĳ šăłęě, ůšő ¡ńěňěŋšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň śšőńąűőć őšćěůă¿š ăŋăńőčĺůŋżě ğăňěŋż ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ć V .

Ć ůăśšŋőśšĺ, Ŕř.3.7.7 ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ łăł śńěďśšćĺě šěőřěňż ő šőň, ůšő ćś£łş¿ ňăšřĺűş ŋăď ŕőńěň ňőęŋő őďŋőćřěňěŋŋżňĺ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ŕřĺćěśšĺ ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş

D = 1 1 0 ... 1 0 0 ... n

m .

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ć ŋěłőšőřżţ ąăğĺśăţ v_i ĺ w_i čőňőňőřťĺğň φ ĺňěěš ňăšřĺűş ˘. Ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ňż ŕőśšřőĺńĺ őąřăšĺňżě ňăšřĺűż B ĺ C (ćőğŋĺłăćÿĺě łăł ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ňăšřĺű), šăłĺě ůšő B˘C = D. Šőčďă ć ąăğĺśăţ

(v_1, v_2, . . . , v_n) = (e_1, e_2, . . . , e_n)C ĺ (w_1, w_2, . . . , w_m) = (e_1, e_2, . . . , e_m)B^{−1}

(čďě e_i | śšăŋďăřšŋżě łőőřďĺŋăšŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż) čőňőňřťĺğň φ ąşďěš ğăďăćăšĳś£ ňăšřĺűěľ D, ůšő ĺ šřěąşěšś£ ć Ŕř.3.7.7.

4.4. Řăŋč ňăšřĺűż ŋăď ŕőńěň. Řăğňěřŋőśšĳ őąřăğă őŕěřăšőřă k^{n μA}−−→ k^m şňŋőęěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş A ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň ¡šőľ ňăšřĺűż ĺ őąőğŋăůăěšś£ rk A.

4.5. Šěőřěňă. (Šěőřěňă ő řăŋčě ňăšřĺűż.) Ŕşśšĳ A | ŕř£ňőşčőńĳŋă£ ňăšřĺűă řăğ-

ňěřă ĺğ m śšřőł ĺ n śšőńąűőć ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ k. Šőčďă śńěďş¿źĺě ůĺśńă śőćŕăďă¿š: (i) rk A;

(ii) řăğňěřŋőśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ć k^m śšőńąűăňĺ A; (iii) řăğňěřŋőśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ć k^n śšřőłăňĺ A;

(iv) ůĺśńő ŋěŋşńěćżţ śšřőł ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ňăšřĺűż A ł śšřőčőňş śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł:

(v) ůĺśńő ďĺăčőŋăńĳŋżţ ěďĺŋĺű ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ňăšřĺűż A ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć (ć ůăśšŋőśšĺ, ŕőśńěďŋĺě ďćă ůĺśńă ŋě ğăćĺś£š őš śŕőśőąă ŕřĺćěďěŋĺ£). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąřăğ čőňőňőřťĺğňă şňŋőęěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş A ŕőřőęďăěšś£ ě-ě śšőńąűăňĺ. Ŕő¡šőňş ůĺśńő ć (ii) śőćŕăďăěš ś dim(im μ_A).

Ŕőśłőńĳłş ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺűż A śşšĳ ňăšřĺűż šőčő ęě śăňőčő čőňőňőřťĺğňă μ_A, ŋő ć ďřşčĺţ ąăğĺśăţ, dim(im μ_A) ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ śšřőł ĺ śšőńąűőć. Łőčďă ňăšřĺűă ŕřĺőąřěšăěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď, ¡šă řăğňěřŋőśšĳ, őůěćĺďŋő, řăćŋă ůĺśńş ďĺăčőŋăńĳŋżţ ěďĺŋĺű.

Ěśńĺ řăśśňőšřěšĳ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋş¿ ňăšřĺűş A^t, ŕőńşůěŋŋş¿ ĺğ A śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ (š. ě. a^t_{ij}^{def}== a_{ji}), šő śšřőłĺ ĺ śšőńąűż A ĺ A^t ŕőňěŋ£¿šś£ řőń£ňĺ, šőčďă łăł ůĺśńő ěďĺŋĺű ć ďĺăčőŋăńĳŋőň ćĺďě A^t ąşďěš šěň ęě śăňżň. Ŕő¡šőňş ůĺśńă (iii) ĺ (v) šăłęě śőćŕăďă¿š.

Ŋăłőŋěű £śŋő, ůšő ŋěŋşńěćżě śšřőłĺ ňăšřĺűż, ŕőńşůěŋŋőľ ć řěğşńĳšăšě ŕřĺćěďěŋĺ£ ňăšřĺűż A ł śšřőčő śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł, śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ŕőřőęď-ěŋŋőň ć k^n śšřőłăňĺ A (¡šĺ śšřőłĺ ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż, ĺ ĺţ ůĺśńő ŋě ňěŋĳÿě ůĺśńă ěďĺŋĺű ć ďĺăčőŋăńĳŋőň ćĺďě).

2_{Ğăďăůă5.26. Ŕřőćěřĳšě, ůšő šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺě A −→ At £ćń£ěšś£ łőńĳűěćżň ăŋ-}

šĺčőňőňőřťĺğňőň (š. ě. (A + B)^t = A^t + B^t, ŋő (AB)^t = B^tA^t), | śńőęěŋĺě śőţřăŋ£- ěšś£, ă ć ŕřőĺğćěďěŋĺ£ţ ĺğňěŋ£ěšś£ ŕőř£ďőł śőňŋőęĺšěńěľ).