Ńěłűĺ£ 2 Łőňňşšăšĺćŋżě łőńĳűă

.Őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż łőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű .Ťăłšőřĺğăűĺ£ .Ĺďěăńż .ŊŐĎ, ćğăĺňŋă£ ŕřőśšőšă ĺ ĺďěăńż ć łőńĳűě Z

.Ŕőńě Z=pZ .Őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż čőňőňőřťĺğňőć łőńěű
.Ŕřőśšőě ŕőďŕőńě ĺ ţăřăłšěřĺśšĺłă .Čőňőňőřťĺğň Ťřőąěŋĺ-

şśă ĺ ňăńă£ šěőřěňă Ťěřňă .Šěőřěňă ő śšřşłšşřě čőňőňőřťĺğňă .Ŕř£ňżě śşňňż łőńěű .Łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ

x1. Őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż łőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű

1.1. Łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ | ¡šő ňŋőęěśšćő A, ŋă łőšőřőň ğăďăŋż ďćě ąĺŋăřŋżě őŕěřăűĺĺ (śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě), łőšőřżě şďőćńěšćőř£¿š ćśěň ăłśĺőňăň ŕőń£ (śň. Őŕř.1.2 ńěłűĺĺ 1) łřőňě ăłśĺőňż ŋěšřĺćĺăńĳŋőśšĺ (4) ĺ ăłśĺőňż śşźěśšćőćăŋĺ£ őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă (2č).

Ćżłĺďżćă£ ăłśĺőňş (4), ňż ďőŕşśłăěň ć łăůěśšćě łőńěű šřĺćĺăńĳŋżě łőńĳűă, śőśšő£- źĺě ĺğ őďŋőčő ŋşń£. İšő ďěńăěšś£ ĺśłń¿ůĺšěńĳŋő řăďĺ ťőřňăńĳŋőčő şďőąśšćă ŋěłőšőřżţ ŕřěďśšő£źĺţ ć ďăńĳŋěľÿěň ŕőśšřőěŋĺľ. Ŋăŕřőšĺć, őšśşšśšćĺě őąřăšŋżţ ¡ńěňěŋšőć £ćń£ěšś£ ćăęŋżň śşźěśšćěŋŋżň őšńĺůĺěň łőńěű őš ŕőńěľ: ďěńěŋĺě ć łőńĳűě ćőğňőęŋő ŋě ćśěčďă, ĺ ŕő¡šőňş ňěęďş ¡ńěňěŋšăňĺ łőńĳűă ćőğŋĺłăěš ŋőćőě ŋěšřĺćĺăńĳŋőě őšŋőÿěŋĺě | őŋĺ ňőčşš ďěńĺšĳś£ ĺńĺ ŋě ďěńĺšĳś£ ďřşč ŋă ďřşčă.

Łăł ĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ł őŕřěďěńěŋĺ¿ ăćšőňăšĺůěśłĺ ŕřĺńăčăěšś£ űěńżľ ř£ď ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ śćőľśšć őŕěřăűĺľ:

Ğăďăůă2.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ń¿ąőň łőńĳűě ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě śćőľśšćă śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ (śř. ś Ŕř.1.2.2):

ă) ŋőńĳ ěďĺŋśšćěŋěŋ;

ą) ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ¡ńěňěŋš ěďĺŋśšćěŋěŋ; ć) 0 · a = 0 ∀a∈A; č) (−1) · a = (−a); ď) ěďĺŋĺűă ěďĺŋśšćěŋŋă.

1.1.1. Ŋěśłőńĳłő ŋőćżţ ŕőŋ£šĺľ. Ŋěšřĺćĺăńĳŋőśšĳ ďěńěŋĺ£ ŕřĺŋşęďăěš ł ććěďěŋĺ¿ ŋőćżţ ŋăğćăŋĺľ ďń£ šěţ £ćńěŋĺľ, łőšőřżě ŋě ążńĺ ğăňěšŋż ć řăňłăţ ŕőńěľ.

İńěňěŋš a łőńĳűă A ŋăğżćěšś£ őąřăšĺňżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ¡ńěňěŋš a^{−1} ∈A : a · a^{−1} = 1 (ć ŕőńě ćśě ŋěŋşńěćżě ¡ńěňěŋšż ążńĺ őąřăšĺňż). Ňŋőęěśšćő őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă A őąőğŋăůăěšś£ A_∗ ĺ ŋăğżćăěšś£ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőľ čřşŕŕőľ łőńĳűă A ĺńĺ čřşŕŕőľ őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć. 18

Ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš a łőńĳűă A ŋăğżćăěšś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£, ěśńĺ śşźěśšćşěš ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš b ∈ A, šăłőľ ůšő ab = 0 (ć ŕőńě šăłőčő ŋě ążćăěš, ŕőśłőńĳłş şňŋőęĺć őąě ůăśšĺ ŕőśńěďŋěčő řăćěŋśšćă ŋă b^{−1}, ŕőńşůĺň a = 0). Łőńĳűő ąěğ ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ŋăğżćăěšś£ űěńőśšŋżň.

Ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš a ŋăğżćăěšś£ ŋĺńĳŕőšěŋšŋżň, ěśńĺ a^n = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő ŋăšşřăńĳŋőčő n. Řăğşňěěšś£, ćśě ŋĺńĳŕőšěŋšż ăćšőňăšĺůěśłĺ £ćń£¿šś£ ďěńĺšěń£ňĺ ŋşń£ (ĺ ć ŕőńě őšśşšśşšśšćş¿š).

Ğăďăůă2.2. Ďőłăęĺšě, ůšő őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš ŋě ňőęěš ążšĳ ďěńĺšěńěň ŋşń£, ĺ ůšő ěśńĺ őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš śşźěśšćşěš, šő ěďĺŋśšćěŋěŋ. Ğăďăůă2.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ďěńĺšěńĺ ŋşń£ ŋě ňőčşš ążšĳ őąřăšĺňż.

Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřżě ŕřĺňěřż łőńěű, 1.2. Łőńĳűő Z űěńżţ ůĺśěń | ŕřőśšěľÿĺľ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ŕřĺňěř łőńĳűă. İšő łőńĳűő ğăňěůăšěńĳŋő šěň, ůšő \ŋě śőďěřęĺš ŋĺůěčő ńĺÿŋěčő": ŋşńĳ 0, ěďĺŋĺűă 1, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ł ěďĺŋĺűě ¡ńěňěŋš −1 ĺ ćśěćőğňőęŋżě ĺţ śşňňż (ůşšĳ ŕőğęě ňż şćĺďĺň, ůšő Z| ŋě ěďĺŋśšćěŋŋőě łőńĳűő ś šăłĺňĺ śćőľśšćăňĺ). Őąřăšĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ć Z£ćń£¿šś£ šőńĳłő 1 ĺ −1. Łőńĳűő Z£ćń£ěšś£ űěńőśšŋőśšŋżň.

1.3. Řăśÿĺřěŋĺ£ Q[#] ŕőń£ Q, řăśśňăšřĺćăćÿĺěś£ ć n^o 1.5.2 ńěłűĺĺ 1, ćśě £ćń£¿šś£ łőňňşšăšĺćŋżňĺ łőńĳűăňĺ ćŋě ğăćĺśĺňőśšĺ őš śőőšŋőÿěŋĺ£, łőšőřőňş şďőćńěšćőř£ěš #. Ąőńěě šőčő, ăłśĺőňż łőńĳűă őśšăŋşšś£ ćżŕőńŋěŋŋżňĺ, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ Q ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő. Őďĺŋ ŕřĺňěř (ćőśţőď£źĺľ ł Čăşśśş) ğďěśĳ ğăśńşęĺćăěš őśőąőčő ćŋĺňăŋĺ£. 1.4. Čăşśśőćż űěńżě ůĺśńă Z[i] = {x + iy ∈ C | x; y ∈ Z} śőśšăćń£¿š űěńőśšŋőě (łăł ĺ ćś£łőě ŕőďłőńĳűő ć ŕőńě) ŕőďłőńĳűő ć C . Őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć ć Z[i] řőŋő ůěšżřě: 1, −1, i, −i (ŕőůěňş?). Čěőňěšřĺůěśłĺ Z[i] ĺğőąřăęăěšś£ űěńőůĺśńěŋŋőľ řěÿ-ěšłőľ ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ.

Łőńĳűő Z[i] ĺňěěš ňŋőčő ŕřĺńőęěŋĺľ ć ăřĺťňěšĺłě. Ŋăŕřĺňěř, őŋő ĺčřăěš ćăęŋş¿ řőńĳ ć ğăďăůě őą őŕĺśăŋĺĺ űěńżţ ůĺśěń, ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě śşňňż ďćşţ łćăďřăšőć. Ďěńő ć šőň, ůšő łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă x^2 + y^2 ŋăď Z[i] řăğńăčăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ńĺŋěľŋżţ ňŋőęĺšěńěľ: x^2 +y^2 = (x+iy)(x−iy), ĺ ğăďăůă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć ďćşţ űěńżţ ůĺśěń őłăğżćăěšś£ řăćŋőśĺńĳŋőľ ğăďăůě ő řăğńőęĺňőśšĺ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă łăł ¡ńěňěŋšă Z[i] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ łőňŕńěłśŋő-śőŕř£ęěŋŋżţ ňŋőęĺšěńěľ, šăłęě ńěęăźĺţ ć

Z[i]._{Ŕřĺ šăłőň ŕőďţőďě ğăďăůă śĺńĳŋő ŕřő£śŋ£ěšś£. Śłăęěň, ěśńĺ ůĺśńő m řăğńőęěŋő ć ŕřő-}

ĺğćěďěŋĺě m = m_1m_2, ĺ őąă śőňŋőęĺšěń£ m_1, m_2 ŕřěďśšăćĺňż ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć ďćşţ űěńżţ ůĺśěń, šő ĺ m ŕřěďśšăćĺňő: řăćěŋśšćă

m_1 = a^2_1 + b^2_1 ĺ m_2 = a^2 + b^2

őğŋăůă¿š, ůšő m_1 = z_1 —z_1, m_2 = z_2 —z_2 (čďě z_ν = a_ν + b_ν ∈ Z[i]), ă ğŋăůĺš

m = (z_1z_2)(z_1z_2) = |z_1z_2|^2 = (a_1b_1 − a_2b_2)^2 + (a_1b_2 + a_2b_1)^2

Ěśńĺ ďőłăğăšĳ ďń£ łőńĳűă Z[i] ăŋăńőč őśŋőćŋőľ šěőřěňż ăřĺťňěšĺłĺ (ůšő ąşďěš śďěńăŋő ŋă śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ), šő ¡šő ćżůĺśńěŋĺě ŕőńŋőśšĳ¿ śćőďĺš ĺśţőďŋş¿ ğăďăůş ł ĺśśńěďőćăŋĺ¿ šőčő, łăłĺě ŕřőśšżě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă őśšă¿šś£ ŕřőśšżňĺ ĺ ć Z[i].

Ł śőęăńěŋĺ¿, ŋěďőśšăšőł ćřěňěŋĺ ćżŋşęďăěš ňěŋ£ ğďěśĳ ŕřěřćăšĳ ďăńĳŋěľÿěě őąśşęďěŋĺě ¡šőľ ŕřőąńěňż, ŋő ŋăśšőľůĺćżľ ğăĺŋšěřěśőćăćÿĺľś£ ůĺšăšěńĳ śňőęěš řăğőąřăšĳś£ ć ŋěľ ďő łőŋűă, řěÿĺć śńěďş¿źĺě ďćě (ŋě £ćń£¿źĺěś£ őą£ğăšěńĳŋżňĺ ďń£ ŕőŋĺňăŋĺ£ ďăńĳŋěľÿěčő ĺ ďőćőńĳŋő šřşďŋżě) ğăďăůĺ^1:

Ğăďăůă2.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ŕřěďśšăćĺňőśšĺ ůĺśńă n∈N ć ćĺďě śşňňż ďćşţ łćăďřăšőć űěńżţ ůĺśěń (ŋőńĳ šőęě řăğřěÿăěšś£ ć łăůěśšćě őďŋőčő ĺğ ďćşţ łćăďřăšőć!) ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ¡šő ůĺśńő ĺňěńő ćĺď

n = p_1 · p_2 · · · · · p_s · k^2 ;

čďě k ∈Z| ń¿ąőě, ă p_1, : : : ,p_s | ŋăšşřăńĳŋżě ŕřőśšżě ůĺśńă, ŕřěďśšăćĺňżě ć ćĺďě śşňňż ďćşţ łćăďřăšőć.

Ğăďăůă2.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšőě p∈N šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě śşňňż ďćşţ łćăďřăšőć, łőčďă ĺňěěš ćĺď p = 4d + 1 (š. ě. ĺňěěš őśšăšőł 1 őš ďěńěŋĺ£ ŋă 4).

1.5. Łőńĳűő k[x] ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ŕőńěň k. İšő łőńĳűő śőśšőĺš ĺğ ťőřňăńĳŋżţ ćżřă-

ęěŋĺľ ćĺďă P (x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n;

čďě a_ν ∈ k, k | ŕőńě, n ∈ N, ă x | ťőřňăńĳŋżľ śĺňćőń, ŋăğżćăěňżľ ŕěřěňěŋŋőľ. Ŕőďůěřłŋş, ůšő ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ łőńĳűěćőľ śšřşłšşřż ňż řăśśňăšřĺćăěň ňŋőčőůńěŋż ńĺÿĳ łăł śńőćă, ĺ śőďěřęăšěńĳŋş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ ďń£ ŋăś ąşďěš ŋěśšĺ ńĺÿĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śĺňćőńőć^2 (a_0; a_1; a_2; : : : ; a_n).

1.5.1. Őŕřěďěńěŋĺě śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£. Ŕřĺ őŕĺśăŋĺĺ őŕěřăűĺľ, şďőąŋő śůĺšăšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋ ěśšĳ ąěśłőŋěůŋőě ćŕřăćő ćżřăęěŋĺě a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · ·, ć łőšőřőň, őďŋăłő, ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő łő¡ťťĺűĺěŋšőć a_ν őšńĺůŋő őš ŋşń£. Šőčďă śşňňş ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć

A(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ĺ B(x) = b_0 + b_1x + b_2x^2 + · · ·

ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ăńčőřĺšňőć ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć śşňňż ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕő łő¡ťťĺűĺěŋĳăň A ĺ B. Ă ĺňěŋŋő, ŋăğőć-ěň śşňňőľ S(x) = A(x) + B(x) = s_0 + s_1x + s_2x^2 + · · · ňŋőčőůńěŋ, łő¡ťťĺűĺěŋšż s_ν łőšőřőčő ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ŕřăćĺńş s_ν = a_ν + b_ν;

ă ŕřőĺğćěďěŋĺěň P (x) = A(x)B(x) = p_0 + p_1x + p_2x^2 + · · · | ňŋőčőůńěŋ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ

p_ν = ∑ α+β=ν a_αb_β = a_0b_ν + a_1b_{ν−1} + · · · + a_0b_ν

Ğăďăůă2.6. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šĺ ťőřňşńż ć šőůŋőśšĺ śőőšćěšśšćş¿š ĺğćěśšŋżň ćăň ŕřăćĺńăň řăśłřżšĺ£ śłőąőł ĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ śńăčăěňżţ.

1İšĺ, ă šăłęě řăď ďřşčĺţ ğăďăů ő Čăşśśőćżţ ůĺśńăţ, ŕřěďŕőńăčăěšś£ ŕőďřőąŋő őąśşďĺšĳ ŋă şŕřăęŋěŋĺ£ţ. Ŕřĺ ĺţ řěÿěŋĺĺ őůěŋĳ ŕőňőčăěš ćńăďěŋĺě šěţŋĺłőľ ćżůěšőć ĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ (śň. łőŋěű ¡šőľ ĺ śńěďş¿źěľ ńěłűĺľ, ă šăłęě łŋĺčş Řőşğěŋă ĺ Ăľ¡řńěŋďă \Łńăśśĺůěśłőě ććěďěŋĺě ć śőćřěňěŋŋş¿ šěőřĺ¿ ůĺśěń").

2Ěśńĺ ćż őšłřőěšě šőńśšş¿ łŋĺęłş ćřőďě Ńěŋčă, šő şćĺďĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋż šăň \śšřőčő őŕřěďěń£- ¿šś£" ĺňěŋŋő łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć (a_0, a_1, a_2, . . . , an), ă x ĺ + ćőőąźě ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŋě şŕőňĺŋă¿šś£!

Őůěŋĳ ćăęŋőě ŋăąń¿ďěŋĺě śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŕřĺ ŕěřěňŋőęěŋĺĺ ąěśłőŋěůŋżţ śşňň A(x) ĺ B(x) ŋă ğŋăůěŋĺě łő¡ťťĺűĺěŋšă ŕřĺ x^k ş ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćńĺ£ěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő łő¡ťťĺűĺěŋšőć łăęďőčő ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ, ă ŕőšőňş őŋ ćżůĺśń£ěšś£ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć.

1.5.2. Śšěŕěŋĳ. Ŋőňěř śăňőčő ŕřăćőčő ŋěŋşńěćőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ňŋőčőůńěŋă a_0 +a_1x+a_2x^2 +· · ·. Ńěčłő ğăňěšĺšĳ (ćŋĺňăšěńĳŋő ŕřőďşňăľšě ¡šő!), ůšő śšěŕěŋĳ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć řăćŋă śşňňě śšěŕěŋěľ śőňŋőęĺšěńěľ, ă śšăřÿĺľ ĺ ňńăďÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăćŋż, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ śšăřÿĺţ ĺ ňńăďÿĺţ łő- ¡ťťĺűĺěŋšőć śőňŋőęĺšěńěľ. Ĺğ ¡šőčő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš, ůšő ć łőńĳűě k[x] ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ŕőńěň k ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, ă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż ć k[x] | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ ŋşńĳ , ŋě řăćŋżě ŋşń¿ šőęďěśšćěŋŋő (š. ě. ŋěŋşńěćżě łőŋśšăŋšż ĺ šőńĳłő őŋĺ).

Ğăďăůă2.7. Ďőłăęĺšě, ůšő k[x] ďěľśšćĺšěńĳŋő £ćń£ěšś£ łőńĳűőň (š. ě. ŕřőćěřĳšě, ůšő őŕřěďěń-ěŋŋżě ćżÿě śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě şďőćńěšćőř£¿š ăłśĺőňăň łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă ś ěďĺŋĺűěľ).

1.6. Łőńĳűő ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć k[[t]] ŋăď ŕőńěň k śőśšőĺš ĺğ ąěśłőŋěůŋżţ ťőřňăńĳŋżţ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · ·, čďě ć őšńĺůĺě őš łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć ďőŕşśłăěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ŋěŋşńěćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć. Őŕěřăűĺĺ őŕřěďěń£¿šś£ šăłęě, łăł ĺ ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć. Ďń£ ąěśłőŋěůŋżţ ř£ďőć šěř£ěš śňżśń ŕőŋ£šĺě śšěŕěŋĺ, ŋő ŕőŕřěęŋěňş ŕőńěğŋő ążćăěš śńěďĺšĳ ğă ňńăďÿĺň (š. ě. śăňżň ńěćżň ŋěŋşńěćżň) ůńěŋőň ĺ śćőąőďŋżň ůńěŋőň a_0. Šăł, ććĺďş šőčő, ůšő ňńăďÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ř£ďőć řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ňńăďÿĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć śőňŋőęĺšěńěľ, łőńĳűő k[[t]] £ćń£ěšś£ űěńőśšŋżň.

1.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ňŋőęěśšćő őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć ć k[[t]] śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ř£ďőć ś ŋěŋşńěćżň śćőąőďŋżň ůńěŋőň:

k[[t]]_∗ = {A(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · | a_0 ≠ 0}:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ř£ď ś ŋşńěćżň śćőąőďŋżň ůńěŋőň a0 = 0, őůěćĺďŋő, ŋěőąřăšĺň: ĺğ ěčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ś ń¿ążň ř£ďőň ćżŋőśĺšś£ t. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ a_0 ≠ 0. Ňěšőďőň ŋěőŕřěďěńěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕőďąěř-ěň šăłőľ ř£ď

B(t) = b_0 + b_1t + b_2t^2 + · · · ;

ůšőąż A(t)B(t) = 1. Ŕřĺřăćŋĺćă£ ć ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśš£ţ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ t, ŕőńşůăěň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ:

a_0b_0 = 1 a_0b_1 + a_1b_0 = 0 a_0b_2 + a_1b_1 + a_2b_0 = 0 : : :

a_0b_ν + a_1b_{ν−1} + · · · + a_νb_0 = 0 : : : ;

ĺğ łőšőřőľ b_ν ŕőśńěďőćăšěńĳŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő řěłşřřěŋšŋżň ťőřňşńăň:

b_0 = a^{−1}_0 b_k = −a^{−1}_0 (a_1b_{k−1} + a_2b_{k−2} + · · · + a_kb_0):

Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

1.6.2. Ŕřĺňěř. Ěśńĺ A(t) = 1 − t, šő ŕřěďżďşźěě ćżůĺśńěŋĺě ďă-ěš:

(1 − t)^{−1} = 1 + t + t^2 + t^3 + · · ·

(ťőřňşńă śşňňĺřőćăŋĺ£ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ).

Ğăďăůă2.8. Ćżůĺśńĺšě (1 + t + t^2)^{−1}.

1.7. Łőńĳűă A[x] ĺ A[[x]] ňŋőčőůńěŋőć ĺ ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć ŋăď łőńĳűőň A őŕřěďěń£¿šś£ ďőśńőćŋő šăłęě łăł ĺ ŋăď ŕőńěň, šőńĳłő łő¡ťťĺűĺěŋšż ąěřşšś£ şęě ŋě ĺğ ŕőń£ k, ă ĺğ łőńĳűă A. Ŕőśłőńĳłş ć ¡šőň śńşůăě łő¡ťťĺűĺěŋšż ňőčşš ążšĳ ŋěőąřăšĺňż, ćśě ŕőńşůěŋŋżě ćżÿě řěğşńĳšăšż őą őšśşšśšćĺĺ ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ĺ őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšăţ ć k[x] ĺ k[[x]] ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőńĳűőň A ŕěřěśšă¿š ążšĳ ćěřŋżňĺ, ĺ śćőľśšćă łőńěű A[x] ĺ A[[t]] ćő ňŋőčőň ğăćĺś£š őš śőőšćěšśšćş¿źĺţ śćőľśšć łőńĳűă A.

Ğăďăůă2.9. Őŕĺÿĺšě őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż ć łőńĳűě Z[x].

Ğăďăůă2.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ř£ď őąřăšĺň ć łőńĳűě A[[t]] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěčő śćőąőďŋżľ ůńěŋ őąřăšĺň ć łőńĳűě A.

1.8. Ňŋőčĺě ŕěřěňěŋŋżě. Łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć őš ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ A[x1; : : : ; xn] őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ:

A[x_1; : : : ; x_n]^{def}= B[x_n]; čďě Ć = A[x_1; : : : ; x_{n−1}]:

Ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ć šăłőň łőńĳűě śńěďşěš ĺňěšĳ ć ćĺďş ćśě őčőćőřłĺ ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šő ĺŋďşłšĺćŋőě őŕřěďěńěŋĺě řăćŋőśĺńĳŋő £ćŋőňş, śőčńăśŋő łőšőřőňş łőńĳűő A[x_1; : : : ; x_n] ěśšĳ ňŋőęěśšćő ťőřňăńĳŋżţ śşňň ćĺďă:

F (x) = a_0 + ∑ ν1,...,νn∈N a_{ν1...νn} x^{ν1}_1 x^{ν2}_2 · · · x^{νn}_n ;

ć łőšőřżţ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő łő¡ťťĺűĺěŋšőć őšńĺůŋő őš ŋşń£.

Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£¿šś£ łőńĳűă A[[t_1; : : : ; t_n]].

1.9. Łőńĳűă ťşŋłűĺľ. Ŕşśšĳ X | ŕřőĺğćőńĳŋőě ňŋőęěśšćő, ă A | ń¿ąőě łőńĳűő. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ťşŋłűĺľ ŋă X śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć A őąőğŋăůăěšś£^3 A^X ĺ ŋăďěń£ěšś£ śšřşłšşřőľ łőńĳűă ŕřĺ ŕőňőźĺ őŕěřăűĺľ ŕőšőůěůŋőčő śńőęěŋĺ£ ĺ ŕőšőůěůŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺľ: ěśńĺ f: x → f(x) ĺ g: x → g(x) | ďćě ťşŋłűĺĺ, šő

f + g: x → f(x) + g(x) f · g: x → f(x)g(x):

Ŋşńěň ĺ ěďĺŋĺűěľ ć A^X ąşďşš ťşŋłűĺĺ 0(x) ≡ 0 ĺ 1(x) ≡ 1.

Ěśńĺ Y ⊂ X | ń¿ąőě ŕőďňŋőęěśšćő, šő ěňş śőőšćěšśšćşěš ĺŋďĺłăšőřŋă£ ťşŋřłűĺ£:

I_Y (x)^{def}= { 1, ěśńĺ x∈Y 0, ěśńĺ x∉Y

Ěśńĺ Y ≠ ∅, šő I_Y (x) ≠ 0(x). Ěśńĺ Y_1 ∩ Y_2 = ∅, šő I_{Y1} · I_{Y2} = 0(x). Ŕő¡šőňş ć A^X ňŋőčő ďěńĺšěńěľ ŋşń£. Őąřăšĺňżňĺ, őůěćĺďŋő, ąşďşš šě ĺ šőńĳłő šě ťşŋłűĺĺ, ğŋăůěŋĺ£ łőšőřżţ ćő ćśěţ šőůłăţ X £ćń£¿šś£ őąřăšĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ć A.

3Őąőğŋăůěŋĺě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ŋă m-¡ńěňěŋšŋőň ňŋőęěśšćě M ĺňěěšś£ řőćŋő km řăğńĺůŋżţ ťşŋłűĺľ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć k-¡ńěňěŋšŋőň ňŋőęěśšćě K (¡šő | ňşďř-ěŋă£ ŕěřěťřăğĺřőćłă ĺğćěśšŋőľ łőňąĺŋăšőřŋőľ ğăďăůĺ ő ůĺśńě ăćšőňőąĺńĳŋżţ ŋőňěřőć)

Ć ăŋăńĺğě ůăśšő řăśśňăšřĺćă¿šś£ řăğńĺůŋżě ŕőďłőńĳűă ć A^X, ŋăŕřĺňěř: ŋěŕřěřżćŋżţ, čńăďłĺţ, ĺŋšěčřĺřşěňżţ ĺ š.ŕ. ťşŋłűĺľ.

1.10. Łőńĳűő ćżůěšőć Z=nZ. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ¡ńěňěŋšőň ¡šőčő łőńĳűă £ćń£ěšś£ ŕőďňŋő-

ęěśšćő ć Z, śőśšő£ÿěě ĺğ ćśěţ ůĺśěń, ĺňě¿źĺţ őďĺŋ ĺ šőš ęě őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă n. Šăłőě ŕőďňŋőęěśšćő ŋăğżćăěšś£ łńăśśőň ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ n. Ňŋőęěśšćő ćśěţ łńăśśőć ćżůěšőć őąőğŋăůăěšś£ Z=nZĺ śőśšőĺš ĺğ n ¡ńěňěŋšőć (ĺąő ćśěčő ĺňěěšś£ n řăğńĺůŋżţ őśšăšłőć őš ďěńěŋĺ£ ŋă n: 0, 1, 2, : : : , (n − 1)). Łńăśś ćżůěšőć, ć łőšőřőň ńěęĺš űěńőě ůĺśńő

a ∈ Z, ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ [a]n ĺńĺ ŕřőśšő [a], łőčďă ŕőŋ£šŋő, ůšő ğă n ĺňěěšś£ ć ćĺďş.

Ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ ďćşţ ůĺśěń a ĺ b őďŋőňş łńăśśş őąőğŋăůăěšś£ ğăŕĺśĳ¿:

a ≡ b ( mod n):

Ć ¡šőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő a śřăćŋĺňő ś b ŕő ňőďşń¿ n. Śăňĺ ğăŕĺśĺ šăłőčő ćĺďă ŋăğżćă¿š śřăćŋěŋĺ£ňĺ. Őŋĺ ćő ňŋőčőň ăŋăńőčĺůŋż řăćěŋśšćăň. Ă ĺňěŋŋő, őŋĺ řěťńěłśĺćŋż (š. ě. a ≡ a, śĺňňěšřĺůŋż (š. ě. a ≡ b šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă b ≡ a) ĺ šřăŋğĺšĺćŋż (š. ě. ěśńĺ a ≡ b ĺ b ≡ c, šő a ≡ c).

Ğăďăůă2.11. Ďőłăęĺšě, ůšő őąě ůăśšĺ śřăćŋěŋĺ£ ňőęŋő şňŋőęĺšĳ ŋă őďŋő ĺ šő ęě ůĺśńő ĺńĺ śńőęĺšĳ ś őďŋĺň ĺ šěň ęě ůĺśńőň, ă šăł ęě ćżůěśšĳ ĺğ őąěĺţ ůăśšěľ őďŋő ĺ šő ęě ůĺśńő.

Ŕřěďşŕřěęďěŋĺě. Śőłřăźăšĳ őąě ůăśšĺ śřăćŋěŋĺ£ ŋă őďŋő ĺ šő ęě ůĺśńő ůăśšő ążćăěš ŋěńĳğ£, ŋăŕřĺňěř: 3 · 6 ≡ 3 ( mod 15), ŋő 6 ≢ 1 ( mod 15).

1.10.1. Śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě łńăśśőć ćżůěšőć ĺŋďşűĺřşěšś£ śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň ć łőńĳűě Z:

[a] + [b]^{def}= [a + b] [a] · [b]^{def}= [ab]:

İšő šĺŕĺůŋżľ ŕřĺňěř ŋěłőřřěłšŋőčő őŕĺśăŋĺ£. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćżůěšż | ŕőďňŋőęěśšćă

ć Z, ĺ ňż ďőńęŋż őŕřěďěńĺšĳ ďń£ ďćşţ šăłĺţ ŕőďňŋőęěśšć [a] ĺ [b] ŋőćőě ŕőďňŋőęěśšćő,

łőšőřőě ąşďěš ĺţ śşňňőľ (ĺńĺ ŕřőĺğćěďěŋĺěň). Ŋăŕĺśăŋŋă£ ťőřňşńă őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ¡šőčő ňż ćżąĺřăěň ć [a] łőŋłřěšŋőčő ŕřěďśšăćĺšěń£, ă ĺňěŋŋő, ůĺśńő a, ĺ ć [b] | łőŋłřěšŋőčő ŕřěďśšăćĺšěń£, ůĺśńő b, ĺ őąž£ćń£ěň śşňňőľ [a] + [b] łńăśś, ć łőšőřőň ńěęĺš ůĺśńő a + b. A priori ňőčńő ąż šăł śńşůĺšĳś£, ůšő ćğ£ć ďřşčĺţ ŕřěďśšăćĺšěńěľ a_1 ∈ [a] ĺ b_1 ∈ [b] (ŕřĺ ¡šőň [a_1] = [a] ĺ [b_1] = [b]!), ňż ŕőńşůĺň ďřşčőľ łńăśś [a_1 +b_1] ≠ [a+b]. Šőčďă šăłőě \őŕřěďěńěŋĺě" ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ŋĺůěčő ąż ŋě őŕřěďěńĺńő! Ł śůăśšĳ¿, ć ŋăÿěň śńşůăě łőřřěłšŋőśšĳ ňőęŋő ďőłăğăšĳ.

1.10.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Ŕřőćěřłă łőřřěłšŋőśšĺ.) Łńăśśż [a + b] ĺ [ab] ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă ŕřěďśšăćĺšěńěľ a ć łńăśśě [a] ĺ b ć łńăśśě [b].

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ a1 ∈ [a]; b1 ∈ [b]. İšő ğŋăůĺš, ůšő a1 = a + kn; b1 = b + mn, čďě

m; k ∈Z. Ŋő šőčďă:

a_1 + b_1 = a + b + (k + m)n a_1b_1 = ab + (bk + am + kmn)n:

Ŕő¡šőňş, a_1 + b_1 ≡ a + b ( mod n) ĺ a_1b_1 ≡ ab ( mod n).

Ğăďăůă2.12. Ďőłăęĺšě, ůšő Z=nZ| łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő (ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň).

Ć łőńĳűăţ Z=nZňőęŋő şćĺďěšĳ ćěśĳ śŕěłšř £ćńěŋĺľ, ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ć ŋăůăńě ńěłűĺĺ. Šăł łńăśśż [2]_{10} ĺ [5]_{10} ć łőńĳűě Z=10Zĺňě¿š ŋşńěćőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ţőš£ łăęďżľ ĺğ ŋĺţ śăň ŋşń¿ ŋě řăćěŋ. Łńăśś [3]_{27} ∈Z=27Zŋĺńĳŕőšěŋšěŋ: [3]^3_{27} = [3^3]_{27} = [0]_{27}, ă łńăśś [4]_{27} ∈Z=27Z| őąřăšĺň: [4]_{27} · [7]_{27} = [28]_{27} = [1]_{27}.

Ğăďăůă2.13. Śőśšăćĳšě šăąńĺűż śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ć Z=nZďń£ n = 3, 4, 5, 6, 7, 8. Ŋăľďĺšě ć ¡šĺţ łőńĳűăţ ćśě őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż, ćśě ďěńĺšěńĺ ŋşń£ ĺ ćśě ŋĺńĳŕőšěŋšż. Łăłĺě ĺğ łőńěű £ćń£¿šś£ ŕőń£ňĺ?

x2. Ťăłšőřĺğăűĺ£

2.1. Řăğąĺěŋĺ£ ĺ ťăłšőřż Ŕěřěţőď őš łőńĳűă Zł łőńĳűş Z=nZ£ćń£ěšś£ ŕřĺňěřőň ćăęŋőľ őąźěňăšěňăšĺůěśłőľ łőŋśšřşłűĺĺ | ťăłšőřĺğăűĺĺ ĺńĺ (śłńěľłĺ). Śőśšőĺš őŋă ć śńěďş¿- źěň. Ŕşśšĳ M | ŕřőĺğćőńĳŋőě ňŋőęěśšćő. Řăğąĺěŋĺěň M ŋăğżćăěšś£ ŕřěďśšăćďěŋĺě M ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕőďňŋőęěśšć, ŋăğżćăěňżţ łńăśśăňĺ řăğąĺěŋĺ£.

Ğăďăůă2.14. Ŕşśšĳ ŋă ňŋőęěśšćě M ğăďăŋő ąĺŋăřŋőě őšŋőÿěŋĺě (š. ě. ŋěłőšőřżě ŕăřż ¡ńěňěŋšőć őąž£ćńěŋż \śőőšŋőś£źĺňĺś£", ĺńĺ ąőńěě ŋăşůŋő, ćżďěńěŋő ŕőďňŋőęěśšćő ć M × M). Ŕőňěśšĺň ć őďĺŋ łńăśś ćśě ¡ńěňěŋšż, ŋăţőď£źĺěś£ ć ğăďăŋŋőň őšŋőÿěŋĺĺ ďřşč ś ďřşčőň. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ¡šőň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕőńşůĺšś£ řăğąĺěŋĺě ňŋőęěśšćă M ŋă ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ łńăśśż, łőčďă řăśśňăšřĺćăěňőě őšŋőÿěŋĺě řěťńěłśĺćŋő, śĺňňěšřĺůŋő ĺ šřăŋğĺšĺćŋő (šăłĺě ąĺŋăřŋżě őšŋőÿěŋĺ£ ŋăğżćă¿šś£ őšŋőÿěŋĺ£ňĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

u u u

u u

u u

u

[0]

[2] = [−6]

[1] = [−7]

[3] = [−5] [4] = [−4]

) [4] = [−4]

) [5] = [−3]

) [7] = [−1]

Řĺś. 1. Űĺťěřąńăš Z=8Z

Ťăłšőř-ňŋőęěśšćőň ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă M ŕő ďăŋŋőňş řăğąĺěŋĺ¿ ŋăğżćăěšś£ ŋőćőě ňŋőęěśšćő —M, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ łńăśśż řăśśňăšřĺćăěňőčő řăğąĺěŋĺ£. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, —M ŕőńşůăěšś£ ĺğ M śłńěĺćăŋĺěň ćśěţ ¡ńěňěŋšőć, ńěęăźĺţ ć őďŋőň łńăśśě, ć őďŋş šőůłş. Ŋăŕřĺňěř, őšŋőś£ ł őďŋőňş łńăśśş ćśě ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă, őšńĺůă¿- źĺěś£ ďřşč őš ďřşčă ŋă űěńőě łřăšŋőě 2ı, ňż ŕőńşůĺň řăğąĺěŋĺě ňŋőęěśšćă R, ťăłšőř ŕő łőšőřőňş čěőňěšřĺůěśłĺ ĺğőąřăęăěšś£ ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĳ¿. Ŕěřěţőď őš Zł Z=nZšăłęě şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě ăŋăńőčĺůŋőľ čěőňěšřĺůěśłőľ łăřšĺŋőľ ĺ ĺğőąřăęăšĳ ¡ńěňěŋšż Z=nZć ćĺďě \űĺťěřąńăšă", | ¡šő ążćăěš ŕőńěğŋő ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ (śň. řĺś.řĺś.1 ďń£ n=8).

2.2. Śŕşśł łőńĳűěćőľ śšřşłšşřż ŋă ťăłšőř. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő M = A | łőńĳűő, šő ťăłšőř-ňŋőęěśšćő —A ŕő łăłőňş-ńĺąő řăğąĺěŋĺ¿ ňőęŋő ŕżšăšĳś£ ŋăďěńĺšĳ śšřşłšşřőľ łőńĳűă, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ś A, šő ěśšĳ łăł ĺ ćżÿě ŕőńőęĺšĳ

[a] + [b]^{def}= [a + b] ĺ [a][b]^{def}= [ab] ;

čďě ůěřěğ [a] őąőğŋăůăěšś£ łńăśś řăğąĺěŋĺ£, śőďěřęăźĺľ ¡ńěňěŋš a. İšĺ őŕěřăűĺĺ šăćšőńőčĺůěśłĺ şďőćńěšćőř£¿š ăłśĺőňăň łőńĳűă (ĺąő őŋĺ ŋăśńěďş¿šś£ ĺğ łőńĳűă A { ŕřőďşňăľšě ¡šő!), ěśńĺ šőńĳłő őŋĺ łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋż. Ćż£śŋĺň, ŕřĺ łăłĺţ şśńőćĺ£ţ ŋă řăğąĺěŋĺě ¡šő ĺňěěš ňěśšő.

2.2.1. Śćőľśšćă łńăśśă [0]. Ğăňěšĺň ŕřěęďě ćśěčő, ůšő łńăśś [0] ś ŋěőąţőďĺňőśšĳ¿ ąşďěš ŋşńěćżň ¡ńěňěŋšőň ć ťăłšőřě, ĺąő [a]+[0] = [a+0] = [a] ∀a∈A. Ŕő¡šőňş ŕőďňŋőęěśšćő,

§2: Ťăłšőřĺğăűĺ£ 25

śőśšăćń£¿źěě łńăśś [0], ďăńěłő ŋě ń¿ąőě: ěśńĺ őŕěřăűĺĺ łőřřěłšŋż, šő ∀ a; b∈[0] ĺňěěň

[0] = [0] − [0] = [a] − [b] = [a − b] ;

š. ě. a − b ∈ [0] ĺ łńăśś [0] ğăňłŋşš őšŋőśĺšěńĳŋő ćżůĺšăŋĺ£, ă śšăńő ążšĳ, ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřěţőďă ł ŕřőšĺćőŕőńőęŋőňş ¡ńěňěŋšş, ă šěň śăňżň, ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£.

Ğăďăůă2.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ŕőďňŋőęěśšćă M ⊂ A şśńőćĺě ğăňłŋşšőśšĺ őšŋőśĺšěńĳŋő řăğŋőśšĺ řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő M ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£, ĺňě¿źěčőś£ ć A, ĺ ďń£ ¡šőčő śńőęěŋĺ£ ŋă M ćżŕőńŋ£¿šś£ ćśě ůěšżřě ăłśĺőňż śńőęěŋěĺ£.

Ďăńěě, ∀ b∈A ĺ ∀ a∈[ 0] ĺňěěň [0] = [0b] = [0][b] = [a][b] = [ab], őšłşďă, ab∈[0]. İšő őğŋăůăěš, ůšő ¡ńěňěŋšż łńăśśă [0] ŋě ćżţőď£š ĺğ ¡šőčő łńăśśă ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ŋă ń¿ążě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă (ć ůăśšŋőśšĺ łńăśś [0] śăň £ćń£ěšś£ ğăňłŋşšżň őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£).

2.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőďňŋőęěśšćő łőńĳűă ŋăğżćăěšś£ ŕőďłőńĳűőň, ěśńĺ őŋő ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£, ĺ şďőćńěšćőř£ěš őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šĺţ őŕěřăűĺľ ćśěň ăłśĺőňăň łőńĳűă.

2.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőďłőńĳűő I ⊂ A ŋăğżćăěšś£ ĺďěăńőň, ěśńĺ őŋő ćżďěřęĺćăěš şňŋőęěŋĺě ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě (ŋě őą£ğăšěńĳŋő ěňş ŕřĺŋăďńěęăźĺě) ¡ńěňěŋšż őąžěňń¿źěčő łőńĳűă: ∀ a∈A ĺ ∀ x∈I ćśěčďă ax ∈ I.

Ĺšăł, Ďń£ šőčő, ůšőąż őŕěřăűĺĺ ŋă ťăłšőřě ążńĺ łőřřěłšŋż, ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż łńăśś [0] ążń ĺďěăńőň ć A.

2.4.1. Śćőľśšćă őśšăńĳŋżţ łńăśśőć. Ěśńĺ őŕěřăűĺĺ ŋăď łńăśśăňĺ łőřřěłšŋż, šő ćżůĺśńěŋĺě [a] − [a] = [a − a] = [0] ňőęěš ążšĳ ŕřőďěńăŋő ŕřĺ ŕőňőźĺ ń¿ąőčő ďřşčőčő ŕřěďśšăćĺšěń£ ~a∈[a], ůšő ďă-ěš

[[0] = [~a] − [a] = [~a] − [a] = [~a − a] ;

š. ě. ∀ ~a∈[a] ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě ~a − a ∈ [0]. Ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě: ěśńĺ ~a − a ∈ [0], šő

[a] = [a] + [0] = [a] + [~a − a] = [a + ~a − a] = [~a] ;

š. ě. ~a∈[a].

Šăłĺň őąřăğőň, łăęďżľ łńăśś [a] śőśšőĺš ĺğ šěţ ĺ šőńĳłő šěţ ¡ńěňěŋšőć ~a, ďń£ łőšőřżţ ~a − a ∈ [0]. Ĺŋůě čőćőř£, [a] ĺňěěš ćĺď [a] = a + [0], š. ě. ŕőńşůăěšś£ \ŕăřăńńěńĳŋżň śďćĺčőň" łńăśśă [0] ŋă ¡ńěňěŋš a. Ć ůăśšŋőśšĺ, ćśě łńăśśż ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś łńăśśőň [0], ĺ ćś-ě řăğąĺěŋĺě ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£¿šś£ ğăďăŋĺěň ĺďěăńă [0] ⊂ A.

2.5. Ťăłšőřĺğăűĺ£ ŕő ĺďěăńş. Ĺšőč ŕřěďżďşźěčő ăŋăńĺğă ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł: ďń£ šőčő ůšőąż ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě ś A őŕěřăűĺĺ ŋă ťăłšőřě łőńĳűă A ŕő ŋěłőšőřőňş řăğąĺěŋĺ¿ ążńĺ łőřřěłšŋż, ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż łńăśś [0] ążń ĺďěăńőň ć A, ă ćśě őśšăńĳŋżě łńăśśż [a] ĺňěńĺ ćĺď:

[a] = a + [0] = {~a∈A | ~a − a∈[0]} :

Ďń£ ďăŋŋőčő ĺďěăńă I ⊂ A ďćă ¡ńěňěŋšă a; b∈A, ďń£ łőšőřżţ a − ~a∈I, ŋăğżćă¿šś£ śřăćŋĺňżňĺ ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă I. Őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ŕőŕăřŋő-śřăćŋĺňżţ ďřşč ś ďřşčőň ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă ŋăğżćěšś£ łńăśśőň ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă.

2.5.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ťăłšőř-ňŋőęěśšćő —A łőńĳűă A šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ łőńĳűőň őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺľ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżţ ś A, łőčďă A £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň łńăśśőć ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ ŋěłőšőřőčő ĺďěăńă I ⊂ A.

Ŋăğćăŋĺě ĺ őąőğŋăůěŋĺě. Ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ şśńőćĺľ šěőřěňż ťăłšőř őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ

A=I ĺ ŋăğżćăěšś£ ťăłšőřőň łőńĳűă A ŕő ĺďěăńş I.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ś şů-ěšőň ćżÿěśłăğăŋŋőčő, ŋăň őśšăěšś£ šőńĳłő ŕřőćěřĺšĳ łőřřěłšŋőśšĳ őŕěřăűĺľ ŋă ňŋőęěśšćě łńăśśőć ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă. Ŕşśšĳ [a] = [~a] ĺ [b] = [~b], šő ěśšĳ ~a = a + r; ~b = b + s, čďě s; r ∈I. Šőčďă

a + b = (~a + ~b) + (r + s) ĺ (r + s)∈I;

ab = ~a~b + (rb + sa + rs) ĺ (rb + sa + sr)∈I:

Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

x3. Ŕřĺňěřż ĺďěăńőć

3.1. Šřĺćĺăńĳŋżě ĺďěăńż. Ĺďěăńż {0} ĺ A, ĺňě¿źĺěś£ ć ń¿ąőň łőńĳűě, ŋăğżćă¿šś£

šĺćĺăńĳŋżňĺ. Ŕřĺ ¡šőň A={0} = A ĺ A=A = {0}.

Ğăďăůă2.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ šőčő ůšőąż ĺďěăń śőćŕăďăń śő ćśěň łőńĳűőň ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż őŋ śőďěřęăń łăłőľ-ŋĺąşďĳ őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă. Ğăďăůă2.17. Ďőłăęĺšě, ůšő łőńĳűő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ŕőńěň, łőčďă ć ŋěň ŋěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ĺďěăńőć.

3.2. Ŋĺńĳřăďĺłăń. Ŋĺńĳřăďĺłăńőň łőńĳűă A ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő ćśěţ ŋĺńĳŕőšěŋšŋżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă A ć őąžěďĺŋěŋĺĺ ś ŋşńěň:

n = {a∈A | a^n = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő n∈N}:

Ŋĺńĳřăďĺłăń £ćń£ěšś£ ĺďěăńőň ć A. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ a^n = 0, šő ∀b∈A (ab)^n = a^nb^n = 0 ĺ ∀b : b^m = 0 ĺğ ťőřňşńż ąĺŋőňă ğăłń¿ůăěň, ůšő (a − b)^{n+m−1} = 0.

3.3. Čńăćŋżě ĺďěăńż. Čńăćŋżň ĺďěăńőň, ŕőřőęďěŋŋżň d ∈ A ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő ćśěţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă, łřăšŋżţ d: {ad| a ∈ A} (ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő ďěľśšćĺšěńĳŋő ĺďěăń). Őŋ őąőğŋăůăěšś£ śĺňćőńőň (d) ĺńĺ dA. Ťăłšőř-łőńĳűő A=(a) ŋăğżćăěšś£ łőńĳűőň ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ a. Ć ůăśšŋőśšĺ, Z=nZěśšĳ Z=(n), čďě (n) ⊂ Z| čńăćŋżľ ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ n. Šřĺćĺăńĳŋżě ĺďěăńż šăłęě čńăćŋżě: {0} = (0); A = (1). Łőńĳűő, ć łőšőřőň ćśě ĺďěăńż ĺśůěřŕżćă¿šś£ čńăćŋżňĺ, ŋăğżćăěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Śńěďş¿źĺľ ťăłš £ćń£ěšś£ ćăęŋěľÿĺň ć ăřĺťňěšĺłě űěńżţ ůĺśěń: 3.4. Šěőřěňă. Z£ćń£ěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ I ⊂ Z | ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ĺďěăń. Šőčďă őŋ śőďěřęĺš łăłĺě-ńĺąő

ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă. Ŕşśšĳ d | ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő ć I. § şšćěřęďă¿, ůšő I = (d).

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, (d) ⊂ I, ĺąő d∈I ⇒ kd∈I ∀k ∈Z:

Ďőłăęěň ŕřőšĺćőŕőńőęŋőě ćłń¿ůěŋĺě. Ŕşśšĳ a∈I | ń¿ąőě. Ďěń£ a ŋă d ś őśšăšłőň, ňż ňőęěň ŕřěďśšăćĺšĳ a ć ćĺďě a = kd+r, čďě 0 ≤ r ≤ d−1 | őśšăšőł, ă k ∈Z. Šăł łăł r = a−kd ĺ a; d ∈ I, šő r ∈I. Śńěďőćăšěńĳŋő, r = 0, ĺąő d ćążĺřăńőśĳ ŋăĺňěŋĳÿĺň ŋăšşřăńĳŋň ůĺśńőň ć I. Ğŋăůĺš, a = kd∈(d) ĺ I ⊂ (d).

§3: Ŕřĺňěřż ĺďěăńőć 27

Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

3.5. Łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋżě ĺďěăńż. Ŕşśšĳ A | łőńĳűő. Ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă ¡ńěňěŋšőć {a_1; a_2; : : : ; a_n} őąőğŋăůĺň ůěřěğ (a_1; a_2; : : : ; a_n) ĺńĺ a_1A + a_2A + · · · + a_nA ňŋőęěśšćő ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ć A, ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě

a = a_1x_1 + a_2x_2 + · · · a_nx_n c x_1; : : : ; x_n ∈ A:

Őŋő £ćń£ěšś£ ĺďěăńőň ć A, ĺ ŋăğżćăěšś£ ĺďěăńőň, ŕőřőęďěŋŋżň (a_1; a_2; : : : ; a_n). Śăňĺ ¡ńěňěŋšż a_i ć ¡šőň śńşůăě ŋăğżćă¿šś£ őąřăğş¿źĺňĺ ĺďěăńă.

Ğăďăůă2.18. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺďěăń (x; y), ŕőřőęďěŋŋżľ x ĺ y ć łőńĳűě k[x; y] ňŋőčőůńěŋőć őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ, ŋě £ćń£ěšś£ čńăćŋżň.

3.6. ŊŐĎ ĺ ćğăĺňŋă£ ŕřőśšőšă ć łőńĳűě Z. Ŕşśšĳ m1; : : : ; mk ∈ Z | łăłĺě-šő űěńżě ůĺśńă. Ĺďěăń (m_1; m_2; : : : ; m_k) ⊂ Z śőśšőĺš ĺğ ćśěţ űěńżţ ůĺśěń m, ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě m = m_1x_1 + · · · + m_kx_k ś űěńżňĺ x_1; : : : ; x_k (čěőňěšřĺůěśłĺ | ¡šő ňŋőęěśšćő ćśěţ ćěłšőřőć ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ, łőšőřżě ňőęŋő őšńőęĺšĳ, ĺňě£ k ćěłšőřőć m_1, · · ·, m_k). Ŕő šěőřěňě Šěőř.3.4 őŋ £ćń£ěšś£ čńăćŋżň, š. ě. (m_1; m_2; : : : ; m_k) = (d) ďń£ ŋěłőšőřőčő d∈N. Ůĺśńő d ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě d = m_1x_1 + · · · + m_kx_k;

ďěńĺš łăęďőě ĺğ ůĺśěń m_ν ĺ ďěńĺšś£ ŋă ń¿ąőě ďřşčőě ůĺśńő D, £ćń£¿źěěś£ őąźĺň ďěńĺšěńěň ďń£ ćśěţ m_ν . Šăłĺň őąřăğőň, d = ŊŐĎ(m_1; m_2; : : : ; m_k) | ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ. Ğăňěůş, ůšő ŕő ÿłőńĳŋőňş őŕřěďěńěŋĺ¿ ŊŐĎ ěśšĳ ŋăĺąőńĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ďěń£źěě łăęďőě ĺğ m_ν, ĺ a priori ŋě£śŋő, ůšő őŋő ďőńęŋő ďěńĺšĳś£ ŋăűěńő ŋă ń¿ąőľ ďřşčőľ ďěńĺšěńĳ ĺ ŕřěďśšăćń£šĳś£ ć ćĺďě m_1x_1 + · · · + m_kx_k.

Ůĺśńă m_1; : : : ; m_k ŋăğżćă¿šś£ ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ ć śőćőłşŕŋőśšĺ, ěśńĺ

ŊŐĎ(m_1; m_2; : : : ; m_k) = 1;

ĺ ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ, ěśńĺ

ŊŐĎ(m_i; m_j) = 1 ∀i ≠ j:

Śőćőłşŕŋă£ ćğăĺňŋă£ ŕřőśšőšă řăćŋőśĺńĳŋă (ŕő ŕřěďżďşźěňş) ćőğňőęŋőśšĺ ŕřěďśšăćĺšĳ ěďĺŋĺűş ć ćĺďě 1 = m_1x_1 + · · · + m_kx_k ś űěńżňĺ x_ν. Ć ůăśšŋőśšĺ, ďćă ůĺśńă a ĺ b ćğăĺňŋő ŕřőśšż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćş¿š űěńżě x ĺ y šăłĺě, ůšő ax + by = 1.

3.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě.

ă) Ěśńĺ a ďěńĺš bc (a; b; c∈Z) ĺ a ĺ b ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő a ďěńĺš c. ą) Ěśńĺ a ĺ b ćğăĺňŋő ŕřőśšż ĺ ďěń£š c, šő ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě ab šăłęě ďěńĺš c.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Şňŋőęă£ ŋă c řăćěŋśšćő ax + by = 1, ŕőńşůăěň c = acx + bcy. Ŕřăćă£ ůăśšĳ ¡šőčő řăćěŋśšćă ďěńĺšś£ ŋă a ŕřĺ bc ďěń£źěňś£ ŋă a, ĺ ďěńĺšś£ ŋă ab ŕřĺ c ďěń£źěňś£ ĺ ŋă a ĺ ŋă b (š. ě. ŕřĺ c = ar = bs).

3.6.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Z=pZšőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ŕőńěň, łőčďă p | ŕřőśšőě ůĺśńő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ n = n1n2 ∈ N | ŋě ŕřőśšőě (š. ě. n1 ≠ n ĺ n2 ≠ n), šő ć Z=nZĺňěěň [n_1][n_2] = [n] = [0], š. ě. [n_1] ĺ [n_2] | ďěńĺšěńĺ ŋşń£, ůšő ŋěćőğňőęŋő ć ŕőńě.

Ŋăőąőřőš, ěśńĺ n = p ∈ N | ŕřőśšőě, šő ∀[m] ≠ [0] ůĺśńő m ąşďěš ćğăĺňŋő ŕřőśšő ś p, ă śšăńő ążšĳ mx + py = 1 ďń£ ŋěłőšőřżţ űěńżţ x ĺ y. Ŋő šőčďă [m][x] = [mx] = [1 − py] = [1] ĺ [m] őąřăšĺň. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

3.7. Ŕřőśšżě ĺ ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż. Ďń£ šőčő, ůšőąż ć śńşůăě ŕřőĺğćőńĳŋőčő łőńĳűă

A şňěšĳ ćż£śŋ£šĳ, £ćń£ěšś£ ńĺ ťăłšőř A=p ŕő ďăŋŋőňş ĺďěăńş p ŕőńěň, ňőęŋő ŕőŕżšăšĳś£ śťőřňşńĺřőćăšĳ şśńőćĺě \p | ŕřőśšőě ůĺśńő" ć šěřňĺŋăţ śćőľśšć ĺďěăńă (p). Ŕőśłőńĳłş ůĺśńő p ŕřőśšő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšő ś ń¿ążň ůĺśńőň ŋě ńěęăźěň ć (p), ĺďě¿ ďń£ ŋşęŋőľ ŋăň ŕěřěťőřňşńĺřőćłĺ ňőęŋő ćğ£šĳ ĺğ Ŕř.3.6.1.

Ă ĺňěŋŋő, ĺďěăń p ∈ A ć ŕřőĺğćőńĳŋőň łőňňşšăšĺćŋőň łőńĳűě A ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ ∀a; b∈A ĺğ ab∈p ĺ a ∉ p śńěďşěš, ůšő b∈p.

Ğăďăůă2.19. Ďőłăęĺšě, ůšő (p) ⊂ Zŕřőśš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă p | ŕřőśšőě ůĺśńő.

3.7.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ťăłšőř łőńĳűő A=p šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ űěńőśšŋżň, łőčďă p | ŕřőśšőľ ĺďěăń.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őšśşšśšćĺě ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ć A=p řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ∀a; b∈A řăćěŋśšćő [a][b] = [ab] = [0] = p ŕřĺ şśńőćĺĺ [a] ≠ [0] ćńěůěš ğă śőąőľ [b] = [0] = p. Ŋő ¡šő ĺ őğŋăůăěš, ůšő ĺğ ab∈p ĺ a∉p śńěďşěš b∈p. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

Őďŋăłő, ŋě ćś£łőě űěńőśšŋőě łőńĳűő | ŕőńě, ĺ ć ůăśšŋőśšĺ, ťăłšőř ŕő ŕřőśšőňş ĺďěăńş ňőęěš ĺ ŋě ążšĳ ŕőńěň.

Ğăďăůă2.20. Ŕřőćěřĳšě, ůšő čńăćŋżľ ĺďěăń (x^2 − y) ⊂ C [x; y] ŕřőśš, ĺ ŋăľďĺšě ć ťăłšőřě ŕő ŋěňş ŋěőąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż.

Ĺďěăń m ŋăğżćăěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň, ěśńĺ őŋ ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőň ďřşčőň ŋěšřĺćĺăńĳŋőň ĺďěăńě. İšő şśńőćĺě řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ć ťăłšőřě A=m ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ĺďěăńőć ŋěš ćőőąźě. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ I ⊂ A=m | šăłőľ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ĺďěăń, šő ŕőďňŋőęěśšćő ~I = {a∈A | [a]m∈I} ⊂ A śőśšăćĺš ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ĺďěăń ć A, śšřőčő śőďěřęăźĺľ m.

Ğăďăůă2.21. Ŕřőćěřĳšě ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě. Ğăďăůă2.22. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń ŕřőśš. Ğăďăůă2.23. Ďőłăęĺšě, ůšő A=m | ŕőńě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă m | ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń.

x4. Ŕřĺňěřż čőňőňőřťĺğňőć

Čőňőňőřťĺğň łőńěű f: A −→ B őŕřěďěń£ěšś£ ďőśńőćŋő šăłęě, łăł ĺ čőňőňőřťĺğň ŕőńěľ: ¡šő šăłőě őšőąřăęěŋĺě, ŕřĺ łőšőřőň ∀a_1; a_2 ∈ A ć łőńĳűě B ćżŕőńŋěŋż śőőšŋőÿěŋĺ£:

f(a_1 + a_2) = f(a_1) + f(a_2)

f(a_1a_2) = f(a_1)f(a_2)

Ğăďăůă2.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f: A −→ B | čőňőňőřťĺğň, šő f(0) = 0 ĺ f(−a) =

−f(a).

Řăśśňőšřĺň ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć.

4.1. Čőňőňőřťĺğň őąřăšŋőčő őąřăğă, Ąőńĳÿă£ ůăśšĳ čőňőňőřťĺğňőć ňěęďş łőńĳűăňĺ, ćśšřěůă¿źĺňĺś£ ć ăŋăńĺğě, čěőňěšřĺĺ ĺ šőŕőńőčĺĺ, śšřőĺšś£ ŕő śńěďş¿źěľ śţěňě. Ŕşśšĳ X ĺ Y | ďćă ňŋőęěśšćă, A | łőńĳűő, ĺ A^X; A^Y | łőńĳűă ťşŋłűĺľ ŋă X ĺ Y śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć A. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő őšőąřăęěŋĺ£ ňŋőęěśšć

’: X −→ Y ćőğŋĺłăěš čőňőňőřťĺğň łőńěű ’^∗: A^Y −→ A^X

ŋăğżćăěňżľ čőňőňőřťĺğňőň őąřăšŋőčő őąřăğă ĺńĺ ŕőďŋ£šĺ£ (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ůšő őŋ ďěľśšćşěš ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ŕřőšĺćőŕőńőęŋőň ’).

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ďń£ łăęďőľ ťşŋłűĺĺ F ŋă Y ťşŋłűň£ ’^∗(F ) ŋă X ďěľśšćşěš ŋă ¡ńěňěŋšż x ∈ X ŕő ŕřăćĺńş: ’^∗(F )(x) = F ( ’(x) ) , š. ě. £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ ĺśţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ F ĺ őšőąřăęěŋĺ£ ’.

Ğăďăůă2.25. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ’^∗ ďěľśšćĺšěńĳŋő čőňőňőřťĺğň.

Őłăğżćăěšś£, ůšő ăńčěąřăĺůěśłĺě śćőľśšćă čőňőňőřťĺğňă ’^∗ ŋă śšřşłšşřŋőě ŕőďłőńĳűő ć A^Y (ć ŠŤŁŔ šăłőćżň śńşęĺš łőńĳűő čőńőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ, ć ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőľ čěőňěšřĺĺ ĺ šőŕőńőčĺĺ | łőńĳűő čńăďłĺţ ĺńĺ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ, ć ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ | łőńĳűő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ) őůěŋĳ ţőřőÿő őšřăęă¿š čěőňěšřĺůěśłĺě śćőľśšćă łăł śăňőčő őšőąřăęěŋĺ£ ’ą šăł ĺ ŕřőśšřăŋśšć X ĺ Y .

4.2. Čőňőňőřťĺğňż ćżůĺśńěŋĺ£. Řăśśňőšřĺň ŕřěďżďşźş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ć śńşůăě, łőčďă

X = {p} śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ ĺ ’: {p} ,→ Y őšőęďěśšćń£ěš ¡šş šőůłş ś ŋěłőšőřőľ šőůłőľ y ∈ Y . Ğďěśĳ A^X = A ĺ čőňőňőřťĺğň ŕőďŋ£šĺ£ ąşďěš ďěľśšćőćăšĳ ĺğ A^Y ć A, śőŕőśšăćń££ ťşŋłűĺĺ F ∈A^Y ě-ě ğŋăůěŋĺě F (y) ć šőůłě y. Ć šăłőľ śĺšşăűĺĺ őŋ ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺľ ŋă Y ć šőůłě y ∈Y ĺ őąőğŋăůăěšś£

ev_y: A^Y −→ A:

Ďřşčĺě čőňőňőřťĺğňż ćżůĺśńěŋĺ£ ćśšřěůă¿šś£ ć ăŋăńĺğě. Ŋăŕřĺňěř, ďń£ ŋěłőšőřżţ ťőřňăńĳŋżţ ř£ďőć ĺğ C [[t]] (ŋăğżćăěňżţ śţőď£źĺňĺś£) ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺţ ğŋăůěŋĺě ć šőůłě

z ∈C . İšă łőŋśšřşłűĺ£ ŋě ăńčěąřăĺůěśłă£, ĺąő řěğşńĳšăš ŕőďśšăŋőćłĺ ůĺśńă ć ťőřňăńĳŋżľ

ř£ď őŕřěďěń£ěšś£ ŋě łăł řěğşńĳšăš łőŋěůŋőčő ůĺśńă ăńčěąřăĺůěśłĺţ ďěľśšćĺľ, ă ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕěřěţőďă ł ŕřěďěńş. Ć ¡šőň śńşůăě śćőľśšćő ev_y ążšĳ čőňőňőřťĺğňőň ŕěřěśšă-ěš ążšĳ šřĺćĺăńĳŋżň ĺ ŕřěćřăźăěšś£ ć śőďěřęăšěńĳŋş¿ šěőřěňş ĺğ ăŋăńĺğă. Ăńčěąřăĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě ¡šőľ šěőřěňż śőśšőĺš ć šőň, ůšő ćśě ťőřňăńĳŋżě šőęďěśšćă ňěęďş ř£ďăňĺ ć łőńĳűě C [[t]] ŕřĺ ŕřĺňěŋěŋĺĺ ł śţőď£źĺňś£ ř£ďăň ćńěłşš ğă śőąőľ śőőšćěšśšćş¿źĺě šőęďěśšćă ňěęďş ůĺśńăňĺ ć C ĺńĺ ňěęďş ťşŋłűĺ£ňĺ ć C C .

4.3. Čőňőňőřťĺğň ťăłšőřĺğăűĺĺ. Őšőąřăęěŋĺě ın: Z−→ Z=nZ, ŕřĺ łőšőřőň m → [m]n £ćń£ěšś£ (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őŕěřăűĺľ ć Z=nZ) čőňőňőřťĺğňőň. Őŋ ŋăğżćăěšś£ řěďşłűĺěľ ŕő ňőďşń¿ n. İšőš čőňőňőřťĺğň ś¿řĳěłšĺćěŋ, š. ě. ş ń¿ąőčő x∈Z=nZĺňěěšś£ ŕřőőąřăğ^4 .

Ăŋăńőčĺůŋő, ďń£ ń¿ąőčő ĺďěăńă I ć ŕřőĺğćőńĳŋőň łőńĳűě A ĺňěěšś£ ¡ŕĺňőřťĺğň ıI: A −→ A=I řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ ¡šőčő ĺďěăńă.

4.4. Ŕřőśšőě ŕőďŕőńě ĺ ţăřăłšěřĺśšĺłă. Ŕşśšĳ k | ń¿ąőě ŕőńě, 1∈k | ěďĺŋĺűă ć ¡šőň ŕőńě. Őŕřěďěńĺň őšőąřăęěŋĺě f: Z−→ k, ŕőńăčă£:

f(0) = 0 f(n) = 1 + 1 + · · · + 1 n f(−n) = −1 − 1 − · · · − 1 n ; čďě n | ń¿ąőě ŋăšşřăń¿ŋőě ůĺśńő. Őůěćĺďŋő, ůšő f | ¡šő čőňőňőřťĺğň łőńĳűă Zć ŕőńě k.

4Ś¿řĳěłšĺćŋżě čőňőňőřťĺğňż ŋăğżćă¿š šăłęě ¡ŕĺňőřťĺğňăňĺ.

Ěśńĺ f £ćń£ěšś£ ćńőęěŋĺěň, čőćőř£š, ůšő ŕőńě k ĺňěěĺš ţăřăłšěřĺśšĺłş ŋşńĳ, ĺ ŕĺÿşš: char(k) = 0. Ć ¡šőň śńşůăě f őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęăěšś£ ŕő ťőřňşńě f(m=n) = f(m)=f(n) ďő ćńőęěŋĺ£ ŕőńěľ Q −→ k, šăł ůšő k śőďěřęĺš łăŋőŋĺůěśłĺ őŕřěďěńěŋŋőě ŕőďŕőńě, ĺğőňőřťŋőě

Q._{Ěśńĺ f ŋě £ćń£ěšś£ ćńőęěŋĺěň, śłăęěň f(m) = f(s) ďń£ ŋěłőšőřżţ m; s ∈} Z, ĺ, śłăęěň,

m > s, šő f(m − s) = f(m) − f(s) = 0. Ğŋăůĺš, ĺňěěšś£ ŋăšşřăńĳŋőě n, šăłőě ůšő

f(n) = 1 + 1 + · · · + 1 n = 0:

Ŋăĺňěŋĳÿěě šăłőě n ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ ŕőń£ k ĺ őąőğŋăůăěšś£ char(k). Ŕřĺ ¡šőň čőćőř£š, ůšő ŕőńě ĺňěěš ŕőńőęĺšěńĳŋş¿ ţăřăłšěřĺśšĺłş (ć őšńĺůĺě őš śńşůă£ ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ).

Ğăďăůă2.26. Şąěďĺšěśĳ, ůšő char(Z=pZ) = p (čďě p∈N | ŕřőśšőě).

§śŋő, ůšő ĺ ć őąźěň śńşůăě char(k) | ŕřőśšőě ůĺśńő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ char(k) = n = sr, čďě s < n ĺ r < n (šăł ůšő f(s) ĺ f(r) ŋěŋşńěćżě ć k), šő

0 = 1 + 1 + · · · + 1 n = (1 + 1 + · · · + 1) r (1 + 1 + · · · + 1) s = f(r)f(s);

ůšő ŋěćőğňőęŋő, ĺąő ć ŕőńě ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£.

Ŕřĺ char(k) = p > 0 őąřăğ čőňőňőřťĺğňă f (š. ě. f(Z) ⊂ k) śőśšăćń£ěš ŕőďŕőńě ć k, ĺğőňőřťŋőě ŕőń¿ Z=pZ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ¡šőš őąřăğ ąşďěš ŕőďłőńĳűőň ć k, łőšőřőě ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ťăłšőř łőńĳűă Zŕő řăğąĺěŋĺ¿, őąžěďĺŋ£¿źěňş ć őďĺŋ łńăśś ćśě ůĺśńă, ĺňě¿źĺě őďĺŋăłőćżľ őąřăğ ć k. Ŋő ňż ćĺďěńĺ, ůšő šăłőě łőńĳűő ďőńęŋő ążšĳ ťăłšőřőň Z ŕő ĺďěăńş, śőśšő£źěňş ĺğ ćśěţ ůĺśěń n, ďń£ łőšőřżţ f(n) = 0. Ŋăĺňěŋĳÿěě šăłőě ůĺśńő |p, ĺ ğŋăůĺš ĺďěăń ¡šőš śőćŕăďăěš ś (p), ă f(Z) ěśšĳ Z=pZ.

Ĺšăł, ć ń¿ąőň ŕőńě k ňőęŋő łăŋőŋĺůěśłĺ ćżďěńĺšĳ ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőďŕőńě, śőďěřęăźěě 0 ĺ 1. İšő ŕőďŕőńě ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň ŕőďŕőńěň. Őŋő ĺğőňőřťŋő Q ŕřĺ char(k) = 0 ĺ ĺğőňőřťŋő

Z=pZŕřĺ char(k) = p > 0. Śňżśń ¡ŕĺšěšă \łăŋőŋĺůěśłĺ" ŕřĺğćăŋă ŕřő£śŋĺšĳ śńěďş¿źă£

Ğăďăůă2.27. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ¡ńěňěŋšż ŕřőśšőčő ŕőďŕőń£ őśšă¿šś£ ŋă ňěśšě ŕřĺ ń¿ąőň ŋěŋşńěćőň čőňőňőřťĺğňě ĺğ k ć k.

4.5. Čőňőňőřťĺğň Ťřőąěŋĺşśă. Ěśńĺ char(k) = p, šő őšőąřăęěŋĺě F : x → x^p £ćń£ěšś£

čőňőňőřťĺğňőň ĺğ ŕőń£ k ć śěą£ (őŋ ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň Ťřőąěŋĺşśă).

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, (xy)^p = x^py^p. Řăśłřżćă£ śłőąłĺ ć (x + y)^p ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň, ňż ŕőńşůĺň śşňňş, śőśšő£źş¿ ĺğ śńăčăěňżţ ćĺďă x^ky^{p−k}. Łăł őąž£śŋ£ńőśĳ ŋă śšř.12, ćśěčő ůńěŋőć, řăćŋżţ ťĺłśĺřőćăŋŋőňş x^ν y^{p−ν}, ąşďěš^{(p}_ν^), š. ě. łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^νy^{p−ν} ąşďěš řăćěŋ

1 + 1 + · · · + 1 (^p_ν) = f ( p! !(p − )! )

(čďě f | čőňőňőřťĺğň ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă). Ŋő^{p!}_{ν!(p−ν)!} = 1 ŕřĺ = 0 ĺ = p, ă ćő ćśěţ őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ ďěńĺšś£ ŋă p, ĺąő ůĺśńĺšěńĳ ďřőąĺ ďěńĺšś£ ŋă p, ă ğŋăňěŋăšěńĳ ćğăĺňŋő ŕřőśš ś p ŕřĺ ŕřőśšőň p. Ŕő¡šőňş ćśě śńăčăěňżě ć řăğńőęěŋĺĺ (x + y)^p, łřőňě x^p ĺ y^p śőłřăš£šś£, ĺ (x + y)^p = x^p + y^p.

4.5.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Ňăńă£ šěőřěňă Ťěřňă.) Ěśńĺ p | ŕřőśšőě ůĺśńő, šő ∀a ∈ Z ćżŕőńŋěŋő śřăćŋěŋĺě a^p ≡ a ( mod p). Ěśńĺ ęě a ŋě ďěńĺšś£ ŋă p, šő a^{p−1} ≡ 1 ( mod p).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Čőňőňőřťĺğň Ťřőąěŋĺşśă šőęďěśšćěŋŋő ďěľśšćşěš ŋă Z=pZ(őŋő ěśšĳ ŕřőśšőě ŕőďŕőńě śăňőčő śěą£), ĺ ğŋăůĺš, [a^p] = [a]^p = [a] ∀a∈Z, šő ěśšĳ a ≡ a ( mod p).

Ěśńĺ ęě a ŋě ďěńĺšś£ ŋă p, šő [a] őąřăšĺň ć Z=pZ, ĺ şňŋőęă£ ŋă [a]^{−1} řăćěŋśšćő [a^p] = [a], ŕőńşůĺň [a^{p−1}] = [1], š. ě. a^{p−1} ≡ 1 ( mod p).

4.6. Śšřőěŋĺě čőňőňőřťĺğňőć. Ŕřěďżďşźĺě ŕřĺňěřż ŕőłăğżćă¿š, ůšő čőňőňőřťĺğňż łőńěű (ć őšńĺůĺě őš čőňőňőřťĺğňőć ŕőńěľ) ňőčşš ŋě ążšĳ ćńőęěŋĺ£ňĺ. Šěň ŋě ňěŋěě, ĺţ śšřőěŋĺě ňőęěš ążšĳ ďěšăńĳŋő őŕĺśăŋő.

4.7. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ f: A −→ B | čőňőňőřťĺğň łőńěű. Ŕőďňŋőęěśšćő

ker(f) = {a∈A | f(a) = 0} ⊂ A

ŋăğżćăěšś£ £ďřőň čőňőňőřťĺğňă f, ă ŕőďňŋőęěśšćő

im(f) = {b∈B | ∃a∈A: f(a) = b} ⊂ B

ŋăğżćăěšś£ őąřăğőň čőňőňőřťĺğňă f.

4.7.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Őąřăğ čőňőňőřťĺğňă f: A −→ B £ćń£ěšś£ ŕőďłőńĳűőň ć B, ă £ďřő | ĺďěăńőň ć A. Ŕřĺ ¡šőň śşźěśšćşěš łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň

~f: A= ker(f)_~−→im(f);

ŕřĺ łőšőřőň łńăśśş [a] ŕő ňőďşń¿ ker(f) śőőšćěšśšćşěš f(a)∈im(f).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ a; ~a ∈ ker(f), šő f(a − ~a) = f(a) − f(~a) = 0 − 0 = 0, šăł ůšő

a−~a ∈ ker(f). Ăŋăńőčĺůŋő, ěśńĺ a∈ker(F ), ĺ b∈A | ń¿ąőľ, šő f(ab) = f(a)f(b) = 0·f(b) = 0, šăł ůšő ab ∈ ker(f). Śńěďőćăšěńĳŋő, ker(f) | ĺďěăń.

Ŕşśšĳ ~A = A= ker(f) | śőőšćěšśšćş¿źĺľ ťăłšőř. Őšőąřăęěŋĺě ~f: [a] → f(a) ďěľśšćşěš ĺğ ~A ć im(f). Őŋő őŕřěďěńěŋő łőřřěłšŋő, ŕőśłőńĳłş ∀~a : [~a] = [a] ĺňěěň ~a = a + r (čďě r ∈ker(f)), ĺ f(~a) = f(a) + f(r) = f(a). İšő őšőąřăęěŋĺě £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň (ĺąő f | čőňőňőřťĺğň) ĺ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő, ŕőśłőńĳłş ş łăęďőčő b = f(a) ∈ im(f) ěśšĳ ŕřőőąřăğ [a] ∈ ~A, ŕřĺůěň řőćŋő őďĺŋ, š.ł. b = f(a) = f(~a) őğŋăůăěš, ůšő f(a − ~a) = f(a) − f(~a) = 0, őšłşďă a − ~a ∈ ker(f) ĺ [a] = [~a].

Šăłĺň őąřăğőň, ~f ĺ ć śăňőň ďěńě őšőęďěśšćń£ěš ~A ś im(f) ś śőţřăŋěŋĺěň őŕěřăűĺľ, ć ůăśšŋőśšĺ, im(f) | ŕőďłőńĳűő ć B.

2_{4.7.2. Śńěďśšćĺě. Ŕřőĺğćőńĳŋżľ čőňőňőřťĺğň f: A −→ B ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋ ć łőň-}

ŕőğĺűĺ¿ ¡ŕĺňőřťĺğňă řěďşłűĺĺ A ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă ker(f), ĺğőňőřťĺğňă

~f: A=ker(f)_~−→im(f)

ĺ ćńőęěŋĺ£ ŕőďłőńĳűă im(f) ć B.

2_{Śţěňăšĺůěśłĺ ¡šő ĺğőąřăęăěšś£ łőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňőľ:}

A^f−→ B

ı_{ker(f )}

A= ker(f)^{f̃}−→ im(f)

İŕĺšěš \łőňňşšăšĺćŋżľ" őğŋăůăěš, ůšő řěğşńĳšăš ŕěřěŋőśă ń¿ąőčő ¡ńěňěŋšă a ∈ A ć B ŕő śšřěńłăň ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕşšĺ (ć ďăŋŋőň śńşůăě šăłĺţ ŕşšěľ 2). 4.8. Ŕř£ňżě śşňňż łőńěű. Ć ğăłń¿ůěŋĺě ńěłűĺĺ ŕřĺćěďěň ěźě őďŋş ůăśšő ćśšřěůă¿źş- ¿ś£ łőŋśšřşłűĺ¿ ś łőńĳűăňĺ. Ŕşśšĳ A_1, A_2, : : : , A_n | n łőńěű. 4.9. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕř£ňőľ śşňňőľ_n ⨁ ν=1 A_ν = A_1 ⊕ A_2 ⊕ · · · ⊕ A_n

ŋăğżćăěšś£ łőńĳűő, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő śńşęăš ŋăąőřż:

a = (a_1; a_2; : : : ; a_n); čďě a_ν ∈A_ν;

ă őŕěřăűĺĺ őŕřěďěń£¿šś£ ŕőłőňŕőŋěŋšŋő: ěśńĺ a = (a_1; a_2; : : : ; a_n); b = (b_1; b_2; : : : ; b_n), šő

a + b = (a_1 + b_1; a_2 + b_2; : : : ; a_n + b_n)

ab = (a_1b_1; a_2b_2; : : : ; a_nb_n)

Ŋşńěň őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šĺţ őŕěřăűĺľ ąşďěš ŋăąőř (0; 0; : : : ; 0), ă ěďĺŋĺűěľ | ŋăąőř (1; 1; : : : ; 1).

Ğăďăůă2.28. Ďőłăęĺšě, ůšő A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ An | łőńĳűő (ŕřőćěřĳšě ăłśĺőňż). Ŕř£ňă£ śşňňă ŕő śćőĺň śćőľśšćăň ďăńĳÿě őšśšőĺš őš ŕőń£, ůěň śńăčăěňżě. Ŋăŕřĺňěř, ć ŋěľ ćśěčďă ěśšĳ ďěńĺšěńĺ ŋşń£: (0; 1)(1; 0) = (0; 0). Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕř£ňă£ śşňňă ŕőńěľ ěśšĳ łőńĳűő, ŋő ŋě ŕőńě.

Ğăďăůă2.29. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć łőńĳűě

Z=n1Z⊕ Z=n2Z⊕ · · · ⊕ Z=nkZ

ćśěčő ĺňěěšś£ řőćŋő n_1n_2 · · · n_k ¡ńěňěŋšőć.

Ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă, ĺńń¿śšřĺřş¿źěčő ćśě łőŋśšřşłűĺĺ ¡šőľ ńěłűĺĺ, şłăęěň \ŋăşůŋőě" ďőłăğăšěńĳśšćő őďŋőľ ĺğćěśšŋőľ šěőřěňż ăřĺťňěšĺłĺ. Šěň, łšő ğŋăěš ěě \¡ńěňěŋšăřŋőě" ďőłăğăšěńĳśšćő, ŕőşůĺšěńĳŋő ąşďěš śřăćŋĺšĳ ěčő ś ŋăÿĺň ĺ őšňěšĺšĳ ďń£ śěą£ šě ăńčěąřăĺůěśłĺě ŕřşęĺŋż, łőšőřżě ĺň ďćĺęşš.

4.9.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ.) Ŕşśšĳ (n1; n2; : : : ; nk) | ŋăąőř ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ůĺśěń. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă (r_1; r_2; : : : ; r_k) őśšăšłőć őš ďěńěŋĺ£ ŋă n_1, n_2, : : : , n_k śőőšćěšśšćěŋŋő ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ šăłőě űěńőě ůĺśńő a, łőšőřőě ďőćăńő ąż őśšăšőł r_1 őš ďěńěŋĺ£ ŋă n_1, őśšăšőł r_2 őš ďěńěŋĺ£ ŋă n_2, ĺ šăł ďăńěě.

Ąőńěě šőčő, ěśńĺ ~a | ďřşčőě šăłőě ůĺśńő, šő řăğŋőśšĳ a − ~a ďěńĺšś£ ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺě n_1n_2 · · · n_k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ N = n1n2 · · · nk. Łőńĳűă

A = Z=NZ ĺ B = Z=n1Z⊕ Z=n2Z⊕ · · · ⊕ Z=nkZ

śőśšő£š ĺğ őďĺŋăłőćőčő ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć. Őšőąřăęěŋĺě f: A −→ B, ŕěřěćőď£źěě łńăśś [a]_N ć ŋăąőř łńăśśőć ([a]_{n1}; [a]_{n2}; : : : ; [a]_{n2}) łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋő, š. ě. ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕřěďśšăćĺšěń£ a∈[a]_N, ĺ £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň.

Ěčő £ďřő śőśšőĺš ĺğ šăłĺţ łńăśśőć [a]_N , ůšő a ďěńĺšś£ ŋă łăęďőě ĺğ ůĺśěń n_ν . Ŋő šăł łăł ůĺśńă n_ν ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő łăęďőě šăłőě a ąşďěš ďěńĺšĳś£ ĺ ŋă ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě N (ŕőůěňş?), ă śăńő ążšĳ [a]_N = [0]_N ĺ ker(f) = {0}.

Őąřăğ im(f) ĺğőňőřťěŋ A=ker(f) = A. Ć ůăśšŋőśšĺ, őŋ śőśšőĺš ĺğ šőčő ęě łőńĺůěśšćă ¡ńěňěŋšőć, ůšő ĺ A, ă ŕő¡šőňş śőćŕăďăěš ś B.

Ĺšăł, f | ĺğőňőřťĺğň. Ŋő ¡šő ć šőůŋőśšĺ ĺ śőśšăćń£ěš şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż.