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Письменный экзамен за второй семестр

Задачиможно решать в любомпорядке. Полное решение каждой задачи оценивается в 10
баллов. Один ответ без объяснений оценивается в нуль баллов вне зависимости от того,
верный он или нет. Для получения 100%-ного результата достаточно набрать 60 баллов.

Задача 1 (10 баллов). Всякие ли две вещественные 𝑛 × 𝑛 матрицы 𝐴 и 𝐵, сопряжённые¹ друг другу
над полем ℂ, сопряжены также и над ℝ (т. е. посредством вещественной матрицы 𝐶) ?

Задача 2 (10 баллов). Грани кубика красят в красный, в белый, или в синий цвет. Сколько разных
крашеных кубиков можно получить таким образом?

Задача 3 (10 баллов). Существуют ли простые группы порядка 12?

Задача 4 (10 баллов). Из скольких точек состоит поверхность 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 = 0 в проективном
пространстве ℙ над полем² 𝔽 ?

Задача 5. На конечномерном пространстве 𝑉 над алгебраически замкнутым полем 𝕜 характери-
стики нуль задана невырожденная билинейная форма³ 𝛽 ∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝕜 и изометрический опера-
тор⁴ 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑉. Верно ли, что⁵

а) (10 баллов) 𝑓 обязательно диагонализуем
б) (10 баллов) линейные оболочки двух жордановых цепочек разной длины оператора 𝑓 дву-

сторонне ортогональны друг другу
в) (10 баллов) всякий оператор ℎ ∈ GL(𝑉) однозначно записывается в виде композиции ℎ =

= 𝑔𝑠 , в которой 𝑔 изометричен, а 𝑠 самосопряжён⁶?

Задача 6 (10 баллов). Найдите все кватернионы с квадратом −1 , коммутирующие с кватернионом
𝒙, удовлетворяющим линейному уравнению 𝒙 ⋅ (1 − 𝒋 + 2𝒌) = 35 − 7𝒊 + 3𝒋 + 5𝒌 .

¹т. е. существует такая матрица 𝐶 ∈ GL (ℂ), что 𝐶𝐴𝐶− = 𝐵
²напомню, что 𝔽 = {𝑎 + 𝑏𝜔 | 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ/(2) , 𝜔 = 1 , 𝜔 ≠ 1 }
³не обязательно симметричная или кососимметричная
⁴т. е. такой, что ∀ 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 𝛽(𝑓𝑢, 𝑓𝑤) = 𝛽(𝑢,𝑤)
⁵если да, докажите, если нет, приведите контрпример
⁶т. е. таков, что ∀ 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 𝛽(𝑠𝑢,𝑤) = 𝛽(𝑢, 𝑠𝑤)


