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Письменный экзамен за первый семестр

Задачиможно решать в любомпорядке. Полное решение каждой задачи оценивается в 10
баллов. Один ответ без объяснений оценивается в нуль баллов вне зависимости от того,
верный он или нет. Для получения 100%-ного результата достаточно набрать 60 баллов.

Задача 1 (10 баллов). Пусть подгруппа 𝐴 некоей абелевой группы содержится в объединении ко-
нечного числа подгрупп. Следует ли отсюда, что 𝐴 целиком содержится в одной из них?

Задача 2 (10 баллов). Найдите наибольшую из степеней всех неприводимых делителей многочле-
на 𝑥ೖ − 𝑥 над полем 𝔽 = ℤ∕(𝑝).

Задача 3 (10 баллов). В вершинах куба проставлены числа 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏଼. При каких условиях на эти
числа можно написать ещё 6 чисел на грани так, чтобы число в каждой из вершин оказалось
равно сумме чисел, написанных на трёх сходящихся в этой вершине гранях? Опишите все ре-
шения этой задачи при всех 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏଼, для которых она имеет решения.

Задача 4 (10 баллов). Матрица 𝐴 размера 𝑛 × 𝑛 имеет ранг 𝑛 − 1. Каков ранг у её присоединённой
матрицы¹ 𝐴∨?

Задача 5 (10 баллов). Пусть 𝐴 = 𝑎𝑥 + 𝑎ଵ𝑥−ଵ + ⋯ + 𝑎−ଵ𝑥 + 𝑎 и 𝐵 = 𝑏𝑥 + 𝑏ଵ𝑥−ଵ + ⋯ + 𝑏−ଵ𝑥 + 𝑏
имеют коэффициенты в произвольном поле 𝕜, причём 𝑎, 𝑏 ≠ 0 и 𝑛 ⩾ 𝑚. Обозначим через 𝑑
определитель матрицы, которая получается выкидыванием по 𝑘 строк и столбцов сверху, снизу,
слева и справа из матрицы
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Покажите, что индекс первого ненулевого члена последовательности 𝑑, 𝑑ଵ, 𝑑ଶ, … равен степе-
ни наибольшего общего делителя² 𝐴 и 𝐵 в 𝕜[𝑥].

Задача 6. Рассмотрим ℤ-модуль целозначных многочленов 𝑀 ≝ {𝑓 ∈ ℚ[𝑥] | ∀𝑚 ∈ ℤ 𝑓(𝑚) ∈ ℤ} и
обозначим через 𝑀ௗ ⊂ 𝑀 подмодуль многочленов степени ⩽ 𝑑.

а) (10 баллов) Образуют ли многочлены 𝛽(𝑥) = ම௫++ௗ
ௗ ඹ = (𝑥 + 𝑘 + 1)(𝑥 + 𝑘 + 2) ⋯ (𝑥 + 𝑘 + 𝑑)∕𝑑!,

где 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑑, базис модуля 𝑀ௗ над ℤ ?
б) (10 баллов) Сколько элементов в факторе 𝑀ௗ∕(𝑀ௗ ∩ ℤ[𝑥]) ?
в) (10 баллов) Покажите, что кольцо ℤ-линейных эндоморфизмов 𝑀 → 𝑀, перестановочных

со всеми операторами сдвига: 𝑓(𝑥) ↦ 𝑓(𝑥+𝑛), изоморфно ℤ[[∇]], где ∇ ∶ 𝑓(𝑥) ↦ 𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥−1).

¹напомним, что 𝑎∨
 = (−1)+𝑎 ̂ ̂ есть алгебраическое дополнение к 𝑎

²в частности, 𝐴 и 𝐵 взаимно просты тогда и только тогда, когда исходная матрица невырождена


