é.œ. áÒÔÁÍËÉÎ á.ì. çÏÒÏÄÅÎÃÅŒ á.ç. ëÕÌÁËÏŒ í.á. ðÒÏÈÏÒÏŒ ó.í. èÏÒÏÛËÉÎ á.œ. èÏÈÌÏŒ

þÉÓÌÁ É ÓÕÍÍÙ

(ÐÏÓÏÂÉÅ ÄÌÑ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉŒÎÙÈ ÚÁÎÑÔÉÊ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ Œ 7{8 ËÌÁÓÓÅ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ)

... , , , , , , . , , , . , .

, , ; , , . : , ; ; , , ... .

. . 1.

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 œŒÅÄÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

ëÁË ÞÉÔÁÔØ ÜÔÕ ËÎÉÇÕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

§ 1 æÏÒÍÕÌÙ É ÐÌÏÝÁÄÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 § 2 þÉÓÌÁ É ÆÉÇÕÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 § 3 òÁÚÒÅÚÁÎÉÑ É ÓÕÍÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 § 4 áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

§ 5 õÇÁÄÁÊ ÏÔŒÅÔ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 òÁÚÂÉÅÎÉÑ Œ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

§ 6 âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

íÅÔÏÄ áÒÈÉÍÅÄÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

§ 7 çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

ðÁÒÁÄÏËÓ úÅÎÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 úÁÄÁÞÁ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ ÐÉÒÏÇÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 óÕÍÍÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ . . . . . . . . . 19

§ 8 åÝ-Å Ï ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ . . . . . . . . . . . . . . 21

óÒÅÄÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

§ 9 äÒÕÇÉÅ ÐÒÉ-ÅÍÙ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 íÅÔÏÄ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÅÍÙ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

§ 10 óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ É ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . 28

íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ðÁÓËÁÌÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

ïÔŒÅÔÙ, ÒÅÛÅÎÉÑ, ÐÏÄÓËÁÚËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

œŒÅÄÅÎÉÅ

üÔÁ ËÎÉÇÁ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÞÉÓÌÁ. óËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ, œÙ ÕŒÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. é ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁË, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÄŒÁ ÉÌÉ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ. óÌÏÖÅÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ ÕÖÅ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓËÕÞÎÙÍ ÚÁÎÑÔÉÅÍ. ïÔÙÓËÁÔØ ÖÅ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÙÈ ÓÔÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÈŒÁÔÉÔ ÔÅÒÐÅÎÉÑ ÌÉÛØ Õ ÎÅÍÎÏÇÉÈ. îÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÅËÕÎÄ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ ÄÏ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏĄ ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÅÊÓÔŒÉÊ! á ËÁË ÎÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÐÅÒŒÙÈ ÓÔÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? ðÒÏÞÉÔÁŒ ÜÔÕ ËÎÉÇÕ, œÙ ÓÍÏÖÅÔÅ ÒÅÛÁÔØ ËÁË ÜÔÉ, ÔÁË É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. œÙ ÎÁÕÞÉÔÅÓØ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, ÎÁÈÏÄÉÔØ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÁËÏÎÏÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ Œ ÒÑÄÁÈ ÞÉÓÅÌ É ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÉÈ Œ ŒÉÄÅ ËÒÁÓÉŒÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ. œÙ ÕÚÎÁÅÔÅ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ, Ï ðÉÆÁÇÏÒÏŒÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Ï ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ É ÄÒÕÇÉÈ ÑÒËÉÈ ÏÂÒÁÚÁÈ, ÚÁÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÅÝÅ ÄÒÅŒÎÉÍÉ ÇÒÅËÁÍÉ.

ëÁË ÞÉÔÁÔØ ÜÔÕ ËÎÉÇÕ. úÁÎÑÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ | ÜÔÏ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁËÔÉŒÎÁÑ. é ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÎÅÌØÚÑ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ŒÏÄÉÔØ ÁŒÔÏÍÏÂÉÌØ, ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ÐÏÓÉÄÅŒ ÚÁ ÒÕÌÅÍ, ÎÅÌØÚÑ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÎÅ ÒÅÛÁÑ ÚÁÄÁÞÉ. úÁÄÁÞÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ É, ÒÁÂÏÔÁÑ ÎÁÄ ËÎÉÇÏÊ, œÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÁÒÁÔØÓÑ ÉÈ ÒÅÛÉÔØ. îÅ ÓÔÒÁÛÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ œÁÍ ÂÕÄÕÔ ÐÏÍÏÇÁÔØ ÄÒÕÚØÑ ÉÌÉ ÕÞÉÔÅÌØ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÙÅ). ïÔÞÁÓÔÉ œÁÍ ÐÏÍÏÖÅÔ É ÓÁÍÁ ËÎÉÇÁ | ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ (ËÒÏÍÅ ÚÁÄÁÞ ÉÚ § 11) ÓÎÁÂÖÅÎÁ ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ É ÏÔŒÅÔÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÐÏÍÏÝØ ÎÅ ÌÉÛÉÌÁ œÁÓ ÔÏÇÏ ÕÄÏŒÏÌØÓÔŒÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÛØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÄÏËÏÐÁŒÛÉÓØ ÄÏ ÒÅÛÅÎÉÑ!

åÓÌÉ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ œÁÍ ÐÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ œÙ ÞÉÔÁÅÔÅ, œÁÍ ÕÖÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏ, Á ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÉÛËÏÍ ÐÒÏÓÔÙ, | ÚÁÇÌÑÎÉÔÅ Œ ËÏÎÅÃ § 5 ÉÌÉ Œ §§ 9, 11. òÅÛÅÎÉÑ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ÔÁÍ ÚÁÄÁÞ (ÓÁÍÙÅ ÔÒÕÄÎÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÚŒÅÚÄÏÞËÏÊ) ÍÏÇÕÔ ÚÁÎÑÔØ ÍÎÏÇÏ ŒÒÅ- ÍÅÎÉ, Á ÔÏ É ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ÐÏ ÓÉÌÁÍ ÄÁÖÅ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ. îÅ ÏÔÞÁÉŒÁÊÔÅÓØ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ, | ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÅÝÅ ÒÁÚ!

é ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ. ëÎÉÇÕ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÞÉÔÁÔØ ÐÏÄÒÑÄ ĂÏÔ ËÏÒËÉ ÄÏ ËÏÒËÉĄ. îÁÞÁÔØ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ É Ó ÓÅÒÅÄÉÎÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó § 4 ÉÌÉ Ó § 6), É Ó ËÏÎÃÁ (§ 9 ÉÌÉ § 10) É ÄÁÖÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÅÓÔ. äÏŒÏÌØÎÏ ÓËÏÒÏ œÙ ÚÁÍÅÔÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ËÎÉÇÉ Ó ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ŒÅÝÉ. åÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÐÒÉÛÅÌÓÑ œÁÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÏ ŒËÕÓÕ, ÔÏ ÐÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÅÇÏ ÐÏÞÁÝÅ É ÏŒÌÁÄÅÔØ ÉÍ, ÎÏ ÎÅ ÚÁÂÙŒÁÊÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÁÓÔÅÒ ÐÒÅËÒÁÓÎÏ ŒÌÁÄÅÅÔ ŒÓÅÍÉ ÄÏÓÔÕÐÎÙÍÉ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÍÉ!

§ 1 æÏÒÍÕÌÙ É ÐÌÏÝÁÄÉ

ëÏÎÅÞÎÏ, ŒÓÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É b, ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ S = a · b. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ, ÎÏ É ÄÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ É ÄÁÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉÈ ÉÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÅÍ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÓÔÅÊÛÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

a^2 − b^2 = (a + b) · (a − b) (1-1)

ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ a × a ŒÙÒÅÚÁÔØ ËŒÁ- ÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÏÍ b × b, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÕ ÖÅ ÐÌÏÝÁÄØ, ÞÔÏ É ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a + b É a − b.

a a

b b a − b a + b

òÉÓ. 1.1. a^2 − b^2. òÉÓ. 1.2. (a + b)(a − b).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÕ (a + b)^2 = a^2 + 2ab + b^2 ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ a + b ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÞÁÓÔÉ: ÄŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É b É ÄŒÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ a × b:

b a^2 a ab a

ab b^2

òÉÓ. 1.3. (a + b)^2 = a^2 + 2ab + b^2.

É ÐÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 1.3 ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ É ÆÏÒ- ÍÕÌÕ (1-1) ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÒÁÚÒÅÚÁŒ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ ÒÉÓ. 1.1 ÎÁ ËÕÓËÉ É ÓÌÏÖÉŒ ÚÁÔÅÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÕÓËÏŒ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ ÒÉÓ. 1.2.

úÁÄÁÞÁ 1.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ a^2 − b^2 = (a − b)(a + b) ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅÍ É ÓËÌÁÄÙŒÁÎÉÅÍ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÉÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ?

œÏÏÂÝÅ, ÈÏÒÏÛÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÎÁÍÎÏÇÏ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÅÅ ÄÌÉÎÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ŒÙËÌÁÄÏË É ÇÏÒÁÚÄÏ ÌÕÞÛÅ ÚÁÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 1.2. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ

(a − b)^2 = a^2 − 2ab + b^2 :

úÁÄÁÞÁ 1.3. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ËÁÒÔÉÎËÕ, ÄÁÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ (a + b + c)^2, É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ. úÁÄÁÞÁ 1.4. îÁÊÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ^1 (a_1 + a_2 + · · · + a_n)^2.

1œÍÅÓÔÏ ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÂÕËŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÐÒÉÎÑÔÏ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÕËŒ ÎÅ ÈŒÁÔÁÅÔ) ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ĂÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ÂÕËŒÙĄ (ÂÕËŒÙ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ): a_1; a_2; a_3; : : : .

§ 2 þÉÓÌÁ É ÆÉÇÕÒÙ

œ ÚÁÄÁÞÁÈ Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÉÑÔÎÏ ÒÉÓÏŒÁÔØ ËÁÒÔÉÎËÉ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ. åÓ- ÌÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÄÕÔ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, ÔÏ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ËÌÅÔÏË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ÃÅÌÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É b, ÉÄÕÝÉÍÉ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÏË, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ab ËÌÅÔÏË. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÒÅŒÎÉÅ ÇÒÅËÉ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÌÉ ÓÅÂÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÒÉÓÕÑ ÅÅ ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 2.1. çÄÅ Œ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ? åÓÔØ ÌÉ Õ ÎÅÅ ÏÓØ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÉ? œÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÌÉ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏÞÅË? 1 2 3 4 1 2 3

4

òÉÓ. 2.1. ðÉÆÁÇÏÒÏŒÁ ÔÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (VI Œ. ÄÏ ò.è.).

úÁÄÁÞÁ 2.1. äÁÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: ab = ba, Ô. Å. ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

a + a + · · · + a

b ÒÁÚ

= b + b + · · · + b

a ÒÁÚ

úÁÄÁÞÁ 2.2. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÒÏŒÎÏ ÉÚ 12 ËÌÅÔÏÞÅË?

ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÒÉÓ. 2.1?

úÁÄÁÞÁ 2.3. îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ n, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÐÑÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÒÏŒÎÏ ÉÚ n ËÌÅÔÏÞÅË.

éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÆÉÇÕÒËÁÍÉ ÎÁ ËÌÅÔÞÐÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÓŒÑÚÙŒÁÅÔ Ó ÍÎÏÇÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÑÒËÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÒÁÚÙ. ôÁË, ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ a · a Ó ÁÎÔÉÞÎÙÈ ŒÒÅÍÅÎ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 2.4. œÙÐÉÛÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 13 ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÙ, ÑŒÌÑÀ- ÝÉÅÓÑ ÓÕÍÍÁÍÉ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

ðÏÍÉÍÏ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÐÒÉÓÔÁÌØÎÏÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÄÒÅŒÎÅÇÒÅÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ ÐÒÉŒÌÅËÁÌÉ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ T_n, ÒÁŒÎÙÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ËÌÅÔÏË Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÔÉÐÁ ÐÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 2.2. ðÅÒŒÙÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 2.3

T_1 = 1 T_2 = 3 T_3 = 6 T_4 = 10

òÉÓ. 2.2. ôÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÉÓ. 2.3. îÁÞÁÌÏ ÒÑÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 2.5. ðÒÏÄÏÌÖÉÔÅ ÜÔÏÔ ÒÑÄ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 10 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 2.6. þÔÏ ÚÁ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÐÁÒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: T_1 + T_2, T_2 + T_3, T_3 + T_4, : : : ? óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ.

úÁÄÁÞÁ 2.7. óÌÏÖÉÔÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÉÚ ÄŒÕÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ T_n. ëÁËÏŒÙ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ? ðÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ T_n.

úÁÄÁÞÁ 2.8. îÁ ÒÉÓ. 2.4 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÒÑÄ ĂÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈĄ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. óËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏÞÅË Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÅ? ëÁËÉÍ ÒÑÄÏÍ ÞÉÓÅÌ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÉ ? ëÁË ÜÔÏ ÏÂSS- ÑÓÎÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ?

, , , . . .

òÉÓ. 2.4. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. òÉÓ. 2.5. õÇÏÌÏË.

úÁÄÁÞÁ 2.9. ëÁË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÕÇÏÌÏË ÎÁ ÒÉÓ. 2.5 ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁŒÎÙÅ^1 ÞÁÓÔÉ? (^2)

úÁÄÁÞÁ 2.10. ëÁË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 9 È 16 ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ËŒÁÄÒÁÔ?

úÁÄÁÞÁ 2.11. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ äÉÏÆÁÎÔÁ: 8 T_n + 1 = (2n + 1)^2 (ÎÁÐÒÉÍÅÒ: 8 · 1 + 1 = (2 · 1 + 1)^2, 8 · 3 + 1 = (2 · 2 + 1)^2 É Ô. Ä.).

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÎÁÊÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄ. 2.11 : ËÁË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ËŒÁÄÒÁÔ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÎÁ 8 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ É ÏÄÉÎ ÌÉÛÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔÉË?

íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ a+b ŒÙÒÅÚÁÔØ ÄŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É b (ÓÍ. ÒÉÓ. 1.3). á ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ m + n ÏÔÒÅÚÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ m É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ n?

úÁÄÁÞÁ 2.12. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: T_{m+n} = T_m + T_n + mn.

1îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏŒÍÅÓÔÉÔØ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ. 2õÔÅÛÉÔÅÌØÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: ÒÁÚÒÅÖØÔÅ ËŒÁÄÒÁÔ ÎÁ ÐÑÔØ ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ.

§ 3 òÁÚÒÅÚÁÎÉÑ É ÓÕÍÍÙ

ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ÉÚ ÓËÏÌØËÉÈ ËÌÅÔÏÞÅË ÓÏÓÔÏÉÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ŒÙÓÏÔÏÊ Œ n ËÌÅÔÏ- ÞÅË. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÏÓËÉ ÛÉÒÉÎÏÊ Œ ÏÄÎÕ ËÌÅÔÏÞËÕ: 1 ËÌ. 2 ËÌ. 3 ËÌ.

n ËÌ.

òÉÓ. 3.1. òÁÚÒÅÚÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÏÌÏÓËÉ.

óÁÍÙÊ ŒÅÒÈÎÉÊ ÜÔÁÖ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔÏÞËÉ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ | ÉÚ ÄŒÕÈ, ÐÏÔÏÍ | ÉÚ ÔÒÅÈ É Ô. Ä. îÁ ÓÁÍÏÍ ÎÉÖÎÅÍ, n-ÏÍ ÜÔÁÖÅ, ÌÅÖÉÔ ÐÏÌÏÓËÁ ÉÚ n ËÌÅÔÏË. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, T_n = 1 + 2 + 3 + 4 + · · · + n, ÔÏ ÅÓÔØ n-ÏÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n. îÏ Œ ÚÁÄ. 2.7 ÍÙ ÕÖÅ ŒÙÞÉÓÌÉÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ T_n, ÒÁÚÒÅÚÁŒ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË n × (n + 1) ÎÁ ÄŒÁ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:

n

n + 1

T_n

T_n 2 T_n = n(n + 1)

òÉÓ. 3.2. æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ n-ÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÚÎÁÍÅÎÉÔÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ: T_n = 1 + 2 + 3 + ::: + n = n(n + 1) 2 . ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ĂÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊĄ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ŒÙÓÏÔÙ n (ÓÍ. ÚÁÄ. 2.8 É ÒÉÓ. 3.3).

n

òÉÓ. 3.3. òÁÚÒÅÚÁÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÐÏÌÏÓËÉ.

úÁÄÁÞÁ 3.1. óËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏÞÅË Œ k-ÏÍ, ÓÞÉÔÁÑ ÓŒÅÒÈÕ, ÜÔÁÖÅ? á Œ ÓÁÍÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÜÔÁÖÅ? îÁÐÉ- ÛÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÓÕÍÍÕ (Ô. Å. ÐÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÒÉÓ. 3.3 Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).

úÁÄÁÞÁ 3.2. œ ÚÁÄ. 2.8 É ÚÁÄ. 3.1 ÍÙ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÐÏÓÞÉÔÁÌÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÓÔÕÐÅÎ- ÞÁÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ëÁËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÍÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÌÉ? œÙÐÉÛÉÔÅ ÅÅ ÑŒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 3.3. ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ĂÓÔÕÐÅÎÞÁÔÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕĄ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÅ- ÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 1 + 5 + 9 + 13 + · · ·

n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÆÉÇÕÒÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÌÏÓËÉ, ÎÏ É, ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ ĂÕÇÏÌËÉĄ (ÇÒÅËÉ ÎÁÚÙŒÁÌÉ ç-ÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÉÇÕÒËÉ ĂÇÎÏÍÏÎÁÍÉĄ).

òÉÓ. 3.4. òÁÚÒÅÚÁÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ. òÉÓ. 3.5. òÁÚÒÅÚÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ ĂÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈĄ ÇÎÏÍÏÎÏŒ: , , , , : : : . óËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏÞÅË

Œ k-ÔÏÍ ÉÚ ÎÉÈ? ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÉÓ. 3.4, ÅÝÅ ÒÁÚ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ 1 + 3 + 5 + 7 + · · · + (2k − 1) = k^2.

úÁÄÁÞÁ 3.5. ëÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁ ÒÉÓ. 3.5 ÓÐÏÓÏÂÕ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n = 2‘ + 1 ËÌÅÔÏË)?

åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ É ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 3.6. éÚ ÓËÏÌØËÉÈ ËÌÅÔÏË ÓÏÓÔÏÉÔ ĂÒÁÍËÁĄ ÒÁÚÍÅÒÁ n×n Ó ÒÉÓ. 3.6? ëÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ n×n ÎÁ ÔÁËÉÅ ÒÁÍËÉ? (ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ n ÂÙŒÁÅÔ ÞÅÔÎÙÍ É ÎÅÞÅÔÎÙÍ ! )

n n

1 p

q

òÉÓ. 3.6. ĂòÁÍËÁĄ. òÉÓ. 3.7. ĂœÏÒÏÔÁĄ.

úÁÄÁÞÁ 3.7. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ É ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÎÁ ÐÒÑ- ÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ĂÒÁÍËÉĄ (ÒÉÓ. 3.6) ÉÌÉ ĂŒÏÒÏÔÁĄ (ÒÉÓ. 3.7) É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÈ ÓÕÍÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.8. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ðÉÆÁÇÏÒÏŒÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.1) ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n. þÔÏ ÚÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÜÔÕ ÔÁÂÌÉÃÕ ÐÏ ÖÉÒÎÙÍ ÌÉÎÉÑÍ ÎÁ ĂÔÏÌÓÔÙÅĄ ÕÇÏÌËÉ? (óÏŒÅÔÕÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÐÌÏÝÁÄØ k-ÔÏÇÏ ÕÇÏÌËÁ.)

§ 4 áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ

úÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÇÅÎÄÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ Œ 1787 ÇÏÄÕ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÁËÓÏÎÓËÉÈ ÎÁÒÏÄ- ÎÙÈ ÛËÏÌ ÐÒÏÉÚÏÛÅÌ ÔÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊ. õÞÉÔÅÌØ, ÖÅÌÁÑ ÚÁÎÑÔØ ÕÞÅÎÉËÏŒ ÎÁ ÃÅÌÙÈ ÕÒÏË, ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÍ ÓÌÏÖÉÔØ ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÄÏ ÓÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.1. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÁ 1 + 2 + 3 + · + 100?

îÅ ÕÓÐÅÌ ÕÞÉÔÅÌØ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÄÏÓËÅ, ËÁË ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÞÅÎÉËÏŒ ŒÓÔÁÌ É ÐÏÌÏÖÉÌ ÎÁ ÕÞÉÔÅÌØÓËÉÊ ÓÔÏÌ ÓŒÏÀ ÇÒÉÆÅÌØÎÕÀ ÄÏÓËÕ Ó ÏÔŒÅÔÏÍ. óÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÎÁÒÏÄÎÙÈ ÛËÏ- ÌÁÈ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÅÎÉË ÉÍÅÌ ÓŒÏÀ ÉÍÅÎÎÕÀ ÇÒÉÆÅÌØÎÕÀ ÄÏÓËÕ. ëÏÇÄÁ ÕÞÅÎÉË ŒÙÐÏÌÎÑÌ ÚÁÄÁÎÉÅ, ÏÎ ËÌÁÌ ÓŒÏÀ ÇÒÉÆÅÌØÎÕÀ ÄÏÓËÕ Œ ÓÔÏÐËÕ ÎÁ ÓÔÏÌ ÕÞÉÔÅÌÑ ÓŒÅÒÈÕ. ðÒÏŒÅÒÑÑ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÕÞÉÔÅÌØ ÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÕÞÅÎÉË, ÞØÑ ÄÏÓËÁ ÌÅÇÌÁ ÓŒÅÒÈÕ, ÓÄÅÌÁÌ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ, Á ÔÏÔ, ÞØÑ ÄÏÓËÁ ÌÅÖÉÔ ÓÎÉÚÕ | ÐÅÒŒÙÍ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÕÞÉÔÅÌØ ÐÏÎÁÞÁÌÕ ÏÞÅÎØ ÒÁÓÓÅÒÄÉÌÓÑ, ÒÅÛÉŒ, ÞÔÏ ÕÞÅÎÉË ÐÏÌÅ- ÎÉÌÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÁËËÕÒÁÔÎÏ É ÓÄÁÌ ÓŒÏÀ ÄÏÓËÕ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÄÅÌÁÔØÓÑ ÏÔ ÚÁÄÁÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ, Ë ÕÄÉŒÌÅÎÉÀ ÕÞÉÔÅÌÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÂÙÌ ÎÁÐÉÓÁÎ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÇÒÉÆÅÌØÎÏÊ ÄÏÓËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ Œ ÓÁÍÏÍ ÎÉÚÕ. õÞÅÎÉËÁ, ÂÙÓÔÒÏ É ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÒÅÛÉŒÛÅÇÏ ÚÁÄÁÞÕ, ÚŒÁÌÉ ëÁÒÌ æÒÉÄÒÉÈ çÁÕÓÓ. œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÏÎ ÓÔÁÌ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ ÍÉÒÁ.

œ ÜÔÏÊ ÉÓÔÏÒÉÉ ÎÅÍÁÌÏ ŒÏÐÒÏÓÏŒ. ëÁË ÕÄÁÌÏÓØ ÀÎÏÍÕ çÁÕÓÓÕ ÔÁË ÂÙÓÔÒÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÓÔÁ ÞÉÓÅÌ? ðÏÞÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÂÙÌ ÔÏÌØËÏ Õ ÎÅÇÏ? ïÛÉÂËÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÞÅÎÉËÏŒ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ É ÐÒÏÓÔÉÔØ: ŒÅÄØ ÏÎÉ ÓÔÏ ÒÁÚ ÓËÌÁÄÙŒÁÌÉ ÞÉÓÌÁ; ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ÏÛÉÂÉÔØÓÑ ÚÄÅÓØ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ. çÁÕÓÓ ÖÅ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÌ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: ðÅÒŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 4.1 (ÓÐÏÓÏÂ çÁÕÓÓÁ): îÁÐÉÛÅÍ ÓÕÍÍÕ ÄŒÁ ÒÁÚÁ, ÔÏÌØËÏ ŒÔÏÒÏÊ ÒÁÚ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, É ÓÌÏÖÉÍ ÞÉÓÌÁ Œ ÓÔÏÌÂÉË:

S = 1 + 2 + 3 + · · · + 98 + 99 + 100 S = 100 + 99 + 98 + · · · + 3 + 2 + 1 2 S = 101 + 101 + 101 + · · · + 101 + 101 + 101

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ 100 ÛÔÕË, 2 S = 100 · 101. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S = 100 · 101 2 = 50 · 101 = 5050 :

ïÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÐÒÁŒÄÕ, ÞÔÏ çÁÕÓÓ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË ŒÙÞÉÓÌÉÌ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ | ŒÅÄØ ÕÍÎÏÖÉÔØ 50 ÎÁ 101 ÌÅÇËÏ É Œ ÕÍÅ. îÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 4.1. œÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 4.1. óÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅ ÔÁË, ËÁË ÏÎÉ ÎÁÐÉÓÁÎÙ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ:

100 + (99 + 1) + (98 + 2) + · · · + (51 + 49) + 50 = = 100 + 100 · 9 + 50 = 100 · 50 + 50 = 5050

íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ É ÔÁË:

(1 + 100) + (2 + 99) + (3 + 98) + · · · + (50 + 51) = 50 · 101 = 5050

úÁÄÁÞÁ 4.2. ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ŒÔÏÒÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÓÕÍÍÕ 1 + 2 + 3 + · · · + 49 É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÏÔŒÅÔ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.3. ëÁËÉÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÁÒÔÉÎËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÐÅÒŒÙÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 4.1?

úÁÄÁÞÁ 4.4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ:

Á) 1 + 2 + 3 + 4 + · · · + 999 + 1000 Â) 101 + 102 + 103 + · · · + 200 Œ) 101 + 103 + 105 + · · · + 197 + 199 Ç) 400 + 401 + 402 + · · · + 700 ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÏÚŒÏÌÉÌÏ ÀÎÏÍÕ çÁÕÓÓÕ ÔÁË ÂÙ- ÓÔÒÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÓÔÁ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ ÎÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ a_1; a_2; : : : ; a_k:

S = a_1 + a_2 + a_3 + · · · + a_{k−1} + a_k S = a_k + a_{k−1} + a_{k−2} + · · · + a_2 + a_1 2 S = (a_1 + a_k) + (a_2 + a_{k−1}) + (a_3 + a_{k−2}) + · · · + (a_{k−1} + a_2) + (a_k + a_1)

þÔÏÂÙ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ÒÁÂÏÔÁÌ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÓËÏÂËÉ ÂÙÌÉ ÒÁŒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

a_1 + a_k = a_2 + a_{k−1} = a_3 + a_{k−2} = · · ·

üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:

1; 2; 3; 4; : : : ; 1000 ;

101; 103; 105; : : : ; 197; 199 ;

3; 6; 9; 12; : : : ; 135 ;

É ŒÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÏ- ÓÔÏÑÎÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a_2 − a_1 = a_3 − a_2 = a_4 − a_3 = · · · = a_k − a_{k−1}, ÔÏ É a_1 + a_k = a_2 + a_{k−1} = a_3 + a_{k−2} = · · · .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÇÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ d, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ, Á ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ a_1; a_2; : : : ; a_k Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ d ÍÙ ÉÍÅÅÍ d = a_2 − a_1 = a_3 − a_2 = · · · = a_k − a_{k−1}.

úÁÄÁÞÁ 4.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÒÁŒÎÁ ÐÏÌÕÓÕÍÍÅ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÞÌÅÎÏŒ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, Ô. Å. ÞÔÏ S = n (a_1 + a_n)=2. îÁÚŒÁÎÉÅ ĂÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑĄ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÒÁŒÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÄŒÕÈ ÓŒÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 4.7. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ, Ô. Å. ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a_i = (a_{i−1} +a_{i+1})=2 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 2; 3; : : : ; (k − 1).

úÁÄÁÞÁ 4.8. äÏËÁÖÉÔÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_1; a_2; : : : ; a_k ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ, ËÒÏÍÅ ÄŒÕÈ ËÒÁÊÎÉÈ, ÒÁŒÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÓŒÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 4.9. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙ:

Á) ÐÅÒŒÙÈ ÓÔÁ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ;

Â) ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈÓÏÔ ÞÅÔÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ;

Œ) ÐÅÒŒÙÈ ÐÑÔÉÄÅÓÑÔÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÁÀÝÉÈ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 3; Ç) ŒÓÅÈ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 13.

úÁÄÁÞÁ 4.10. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÏ:

Á) 1990-ÏÅ ÞÅÔÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ; Â) 109-ÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ; Œ) n-ÏÅ ÞÅÔÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ; Ç) n-ÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ;

Ä) n-ÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4; Å) n-ÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 6 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 8.

úÁÄÁÞÁ 4.11. þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ n-ÙÊ ÞÌÅÎ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó a_1 É ÉÍÅÀÝÅÊ ÒÁÚÎÏÓÔØ d ?

úÁÄÁÞÁ 4.12. œ ÞÅÍÐÉÏÎÁÔÅ ÐÏ ÆÕÔÂÏÌÕ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÌÏ 16 ËÏÍÁÎÄ. þÅÍÐÉÏÎÁÔ ÐÒÏŒÏÄÉÌÓÑ ÐÏ ËÒÕ- ÇÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ Œ ÄŒÁ ËÒÕÇÁ | ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÁÎÄÁ ÉÇÒÁÌÁ Ó ËÁÖÄÏÊ ÄŒÁ ÍÁÔÞÁ. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÍÁÔÞÅÊ ÂÙÌÏ ÓÙÇÒÁÎÏ? óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÏÞËÏŒ ÂÙÌÏ ÒÁÚÙÇÒÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁ ÐÏÂÅÄÕ ÄÁŒÁÌÏÓØ 2 ÏÞËÁ, ÚÁ ÎÉÞØÀ | 1, ÚÁ ÐÏÒÁÖÅÎÉÅ 0 ÏÞËÏŒ?

úÁÄÁÞÁ 4.13. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ n ÔÏÞÅË. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ Ó ËÏÎÃÁÍÉ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ? úÁÄÁÞÁ 4.14. óËÏÌØËÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Œ ŒÙÐÕËÌÏÍ n-ÕÇÏÌØÎÉËÅ?

úÁÄÁÞÁ 4.15. îÁ ÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ ÄÅÌÑÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ n ÐÒÑÍÙÈ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ?

íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. õÐÏÍÉÎÁŒÛÉÅÓÑ ÎÁÍÉ ÒÁÎÅÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ T_1 = 1, T_2 = 1+2 = 3, T_3 = 1 + 2 + 3 = 6, T_4 = 1 + 2 + 3 + 4 = 10, : : : ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÉÓÏŒÁÔØ ÔÁË:

T_1 T_2 T_3 òÉÓ. 4.1. ôÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÏÄÏÂÎÙÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÉÓÏŒÁÔØ É ÞÅÔÙÒÅÈ-, É ÐÑÔÉ-, É ÛÅÓÔÉ-, É ŒÏÏÂÝÅ, n-ÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. œÏÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁÒÔÉÎËÉ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

1 4 9 16 É Ô.Ä. òÉÓ. 4.2. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÙ. ðÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ P_1 = 1, P_2 = 5, P_3 = 12, P_4 = 22, : : : ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÔÁË:

... • • • • ••• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •

• òÉÓ. 4.3. ðÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.16. îÁÒÉÓÕÊÔÅ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 4 ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.17. óÕÍÍÁÍÉ ËÁËÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÑÔÉ- É ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ? á k-ÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ? îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ n-ÏÇÏ ÐÑÔÉ-, ÛÅÓÔÉ-, ÓÅÍÉ- É k-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 4.18.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n-ÏÅ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ n ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÓÕÍÍÁ n-ÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ É ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ.

Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÅÍÉ- É ŒÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. Œ) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ n-ÔÙÈ (k + 1)-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ É (l + 1)-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ ÎÁ n ÂÏÌØÛÅ n-ÔÏÇÏ (k + l)-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?

úÁÄÁÞÁ 4.19. œ ÓÏÒÅŒÎÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ÓÔÒÅÌØÂÅ ÚÁ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÍÁÈ Œ ÓÅÒÉÉ ÉÚ 25 ŒÙÓÔÒÅÌÏŒ ÓÔÒÅÌÏË ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÛÔÒÁÆÎÙÅ ÏÞËÉ: ÚÁ ÐÅÒŒÙÊ ÐÒÏÍÁÈ | ÏÄÎÏ ÛÔÒÁÆÎÏÅ ÏÞËÏ, Á ÚÁ ËÁÖÄÙÊ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÊ | ÎÁ 1=2 ÏÞËÁ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÚÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÐÏÐÁÌ Œ ÃÅÌØ ÓÔÒÅÌÏË, ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÊ 7 ÛÔÒÁÆÎÙÈ ÏÞËÏŒ?

§ 5 õÇÁÄÁÊ ÏÔŒÅÔ

œÏÐÒÅËÉ ÒÁÓÈÏÖÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ | ÜÔÏ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÎÁÕËÁ. ôÏÌØËÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÒÏŒÏÄÑÔ ÎÅ ÓÌÉŒÁÑ, ÐÏÄÖÉÇÁÑ ÉÌÉ ŒÚÒÙŒÁÑ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ, Á Œ ÕÍÅ, ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ, ÉÌÉ, Œ ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ œÁÍ ÐÏÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÉÒÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÇÁÄÁÔØ ÏÔŒÅÔ Œ ÚÁÄÁÞÅ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔ | ÜÔÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÂÏ ÞÁÓÔÏ ÔÁË ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÏĄ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÕÖÅ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÔÁË ÓÌÏÖÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 1 1 · 2 + 1 2 · 3 + 1 3 · 4

+ + : : : + 1 99 · 100 . ðÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÎÁÊÔÉ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÐÕÔÅÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÕÍ- ÍÙ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ, ÚÁÔÅÍ | ÐÅÒŒÙÈ ÔÒÅÈ, ÚÁÔÅÍ | ÞÅÔÙÒÅÈ É Ô. Ä. ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ^1. äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ ÒÁÚÕÍÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ÔÁÂÌÉÃÕ^2:

1ïÂÙÞÎÏ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÐÒÏÓÑÔ ÓÌÏÖÉÔØ ÓÔÏ ÞÉÓÅÌ, ÏÎ ÇÏŒÏÒÉÔ: ĂóÌÏÖÉÔØ ÓÔÏ ÞÉÓÅÌ | ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÄÏÌÇÏ É ÓÌÏÖÎÏ, ÄÁŒÁÊÔÅ-ËÁ Ñ ÌÕÞÛÅ ÓÌÏÖÕ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÓÍÏÔÒÀ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÎÁ ÏÔŒÅÔ; ÓÌÏÖÕ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ | É ÅÝÅ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ ÐÏÓÍÏÔÒÀ ÎÁ ÏÔŒÅÔ... á ÔÁÍ, ÇÌÑÄÉÛØ, ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ É ÐÒÉÄÕÍÁÀ!Ą

2œ ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÅÚ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ, ÎÏ ÏÎÁ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ É ÐÏÄÍÅÔÉÔØ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ

þÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ 1 2 3 4 5 6

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ 1=2 1=6 1=12

óÕÍÍÁ 1=2 2=3

åÓÌÉ œÙ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏÇÁÄÁÅÔÅÓØ, ÞÅÍÕ ÂÕÄÕÔ ÒÁŒÎÙ ÓÕÍÍÙ É ÐÑÔÉÄÅÓÑÔÉ, É ÄÅŒÑÎÏÓÔÏ ÄÅŒÑÔÉ, É ÓÔÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 5.2. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÁ 1 1 · 2 + 1 2 · 3 + · · · + 1 n(n + 1) ? åÓÌÉ œÙ ÕÇÁÄÁÌÉ ÏÔŒÅÔ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÐÏÄÍÅÔÉŒ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ Õ ÓÕÍÍ ÄŒÕÈ, ÔÒÅÈ, ÞÅÔÙÒÅÈ, ÐÑÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ËÔÏ-ÔÏ ŒÙÐÉÓÁÌ É ÂÏÌØÛÅ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ), ÔÏ ÜÔÏÔ ÏÔŒÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ^1. ôÁËÕÀ ÐÒÏŒÅÒËÕ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ, ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÐÒÅÄÌÁ- ÇÁÅÍÕÀ œÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏŒÅÒËÁ ÆÏÒÍÕÌÙ 1 + 3 + 5 + : : : + (2n − 1) = n^2 ÄÌÑ n = 1; 2; 3; 4 ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

n = 1 1 = 1^2 n = 2 1 + 3 = 2^2 n = 3 1 + 3 + 5 = 3^2 n = 4 1 + 3 + 5 + 7 = 4^2

ðÏÄÏÂÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔŒÅÒÇÁÔØ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ œÁÛ É ÎÁÛ^2 ÏÔŒÅÔ Œ ÚÁÄÁÞÅ 4.2 ÐÒÉ n = 1; 2; 3; 4, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÓÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ: äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÍÏÖÎÏ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ÎÁ ÓËÏÌØËÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ œÁÛ ÇÉÐÏ- ÔÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÔŒÅÔ ÐÒÉ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÉ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ É ÓÒÁŒÎÉÔØ ÜÔÏ Ó ÔÅÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ÚÄÅÓØ-ÔÏ É ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ 2-ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÉÚ œÁÛÉÈ ÔÁÂÌÉÃ.

úÁÄÁÞÁ 5.4. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÁ 1 2 + 1 4 + 1 8 + · · · + 1 2^n

? îÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÏÔŒÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÒÉ n = 1; 2; 3 !

úÁÄÁÞÁ 5.5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 2 3 + 2 9 + · · · + 2 3^n . úÁÄÁÞÁ 5.6. óÏÓÞÉÔÁÊÔÅ 1 + 2 + 4 + · · · + 2^n É 1 + 3 + 9 + 27 + · · · + 3^n. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ n! = 1 · 2 · 3 · · · · · n (ÞÉÔÁÅÔÓÑ ĂÜÎ ÆÁËÔÏÒÉÁÌĄ); ÞÔÏÂÙ ÏÓŒÏÉÔØÓÑ Ó ÆÁËÔÏÒÉÁÌÁÍÉ, ÓÏŒÅÔÕÅÍ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ 1!, 2!, 3!, 4!, 5! É (n + 2)!=n!.

úÁÄÁÞÁ 5.7. îÁÊÄÉÔÅ 1 · 1! + 2 · 2! + · · · + n · n! É 1 2! + 2 3! + 3 4! + · · · + n − 1 n! . úÁÄÁÞÁ 5.8. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ÓÕÍÍÕ 1^3 + 2^3 + · · · + n^3.

ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊÓÑ ŒÎÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ÌÁÂÉ- ÒÉÎÔ, ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 5.1. õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÅÇÏ ÜÔÁÖÉ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ, Á ËÏÍÎÁÔÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÖÅ | ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÔÁËÖÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ.

1ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÇÌÑÎÕÔØ Œ ËÏÎÅÃ ËÎÉÇÉ, ÎÏ ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÏÔŒÅÔÁ ÔÁÍ ÎÅÔ?! 2Ô. Å. ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ Œ ËÏÎÃÅ ËÎÉÖËÉ œÈÏÄ

òÉÓ. 5.1. ìÁÂÉÒÉÎÔ ðÁÓËÁÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 5.9. ðÕÓÔØ Œ ÌÁÂÉÒÉÎÔ ÎÁ ÒÉÓ. 5.1 ÐÁÄÁÅÔ ÛÁÒÉË É ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÐÒÏŒÁÌÉŒÁÅÔÓÑ ŒÎÉÚ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÑ ÎÁÌÅŒÏ-ÎÁÐÒÁŒÏ. îÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÍÎÁÔ ŒÅÒÈÎÉÈ 11 ÜÔÁÖÅÊ (Ó ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏ ÄÅÓÑÔÙÊ) ÎÁÐÉÛÉÔÅ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÐÕÔÑÍÉ ÛÁÒÉË ÍÏÖÅÔ ÄÏ ÎÅ-Å ÄÏÂÒÁÔØÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 5.10. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÅ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÂÙÓÔÒÏ ÚÁÐÏÌÎÑÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÜÔÁÖ, ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ (ÕÖÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÊ) ÜÔÁÖ.

þÉÓÌÏŒÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÄÁÀÝÉÊ ÏÔŒÅÔ Ë ÚÁÄ. 5.9 É ÚÁÄ. 5.10, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ðÁ- ÓËÁÌÑ. ïÎ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ (ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ) ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 5.11. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ ÒÑÄ ÅÄÉÎÉÃ 1 ; 1 ; 1 ; : : : , ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ 1 ; 2 ; 3 ; : : : , Á ÔÁËÖÅ ÒÑÄ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ T_1 ; T_2 ; T_3 ; : : :.

úÁÄÁÞÁ 5.12. òÁÓËÒÏÊÔÅ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Õ

(1 + x)^2 ; (1 + x)^3 ; (1 + x)^4 ; : : : ; (1 + x)^{10}

(ÎÁÐÒÉÍÅÒ: (1+x)^4 = (1+x)^3(1+x) = (1+3 x+3 x^2 +x^3)(1+x) = 1+4 x+6 x^2 +6 x^3 +x^4 . ) óÒÁŒ- ÎÉÔÅ œÁÛÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÚÁÄ. 5.9. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

úÁÄÁÞÁ 5.13. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Õ (a + b)^n ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ.

òÁÚÂÉÅÎÉÑ Œ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. ðÏÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ó ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. õÖÅ ÄŒÅ Ó ÐÏÌÏŒÉÎÏÊ ÔÙÓÑÞÉ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ ÓÔÁÌÉ ÚÁÎÉÍÁÔØ ŒÏÐÒÏÓÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ: ËÁ- ËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÌØÚÑ? á ËÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÉÌÉ ÔÒÅÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ, ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ É ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÇÏ? õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ É ÎÕÌØ, ÐÏÓÔÁŒÉŒ ÅÇÏ Œ ÒÑÄÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÈ, ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ É Ô. Ð. ÞÉÓÅÌ ÐÏÄ ÎÕÌÅŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 5.14. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ ÓÔÁ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ, Á ËÁËÉÅ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Á) ÄŒÕÈ Â) ÔÒÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ^1. þÅÔËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ŒÏÚÎÉËÛÉÅ Õ œÁÓ ÇÉÐÏÔÅÚÙ É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÉÈ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÔÎÅ ÞÉÓÅÌ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÏÐÑÔØ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÂÕÍÁÇÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÁ ËÌÅÔËÉ ÒÁŒÎÁ 1. ôÏÇÄÁ ÐÌÏÝÁÄØ ËÌÅÔËÉ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ 1. îÁÚÏŒÅÍ ĂÐÒÑÍÙÍĄ ËŒÁÄÒÁÔ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ

1ðÏÄÕÍÁÊÔÅ ÎÁÄ ÔÅÍ, ËÁËÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÏÂÌÅÇÞÉÌÁ ÂÙ œÁÍ ÒÁÂÏÔÕ Œ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ É ËÁË Œ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÈ ÐÕÎËÔÁ (Â) ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏŒ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ (Á).

ÉÄÕÔ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, Á ŒÅÒÛÉÎÙ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ÕÚÌÁÈ ËÌÅÔÏË. ëŒÁÄÒÁÔ Ó ŒÅÒ- ÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ËÌÅÔÏË, ÎÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍ ÂÕÍÁÇÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ĂËÏÓÙÍĄ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5.2).

úÁÄÁÞÁ 5.15. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÏÓÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ Ó ÐÌÏÝÁÄÑÍÉ 2, 5, 17 (É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÙÅ œÁÍÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ!).

úÁÄÁÞÁ 5.16. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÓÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ?

úÁÄÁÞÁ 5.17. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ËÏÓÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÐÌÏÝÁÄÉ 3 É 7?

òÉÓ. 5.2. ðÒÑÍÏÊ É ËÏÓÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.18^∗. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÏÔÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÌÏÝÁÄÑÍÉ ËÏÓÙÈ ÉÌÉ ÐÒÑÍÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ?

úÁÄÁÞÁ 5.19^∗. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÏÔÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ? œÙ- ÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ É ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÉÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. çÌÑÄÑ ÎÁ ÓŒÏÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ, ŒÙÑÓÎÉÔÅ:

Á) ËÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4 ÉÍÅÀÔ ÔÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ œÁÛÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ;

Â) ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 5.20^∗. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÏÔÎÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÌØÚÑ? ëÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É Ó ËÁËÉÍÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÔÅÈ É ÄÒÕÇÉÈ ÞÉÓÅÌ?

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ìÁÇÒÁÎÖ ÄÏËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÕÀ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ^1.

ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ: ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ (ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ É ÎÕÌÅŒÙÅ).

úÁÄÁÞÁ 5.21. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÏÔÎÉ.

úÁÄÁÞÁ 5.22. òÅÛÁÑ ÚÁÄ. 2.4 É ÚÁÄ. 2.5, œÙ, ÎÁŒÅÒÎÏÅ, ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ ÄÅÓÑÔÉ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ É ËŒÁÄÒÁÔÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 1, ÎÏ ÅÓÔØ É ÅÝÅ. ëÁËÏÅ? ðÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÎÁÊÔÉ É ÅÝÅ ÏÄÎÏ (ÔÒÅÔØÅ) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ É ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

úÁÄÁÞÁ 5.23^∗. ëÁË ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ? ëÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÉÈ ÞÉÓÌÏ?

1œÐÒÏÞÅÍ, ÈÏÔØ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ É ÎÏÓÉÔ ÉÍÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÏÎÁ, ŒÉÄÉÍÏ, ÂÙÌÁ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÅÝÅ äÉÏÆÁÎÔÕ. åÅ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ É ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ Œ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÇÅ: ë. áÊÅÒÌÅÎÄ, í. òÏÕÚÅÎ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ. í., ĂíÉÒĄ, 1987.

§ 6 âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ

œÙ, ÎÁŒÅÒÎÏÅ, ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ r ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Ï ŒÉÄÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÊ ÄÒÏ- ÂÉ, Ô. Å. Œ ŒÉÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ r = p=q. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÉÓÌÏ r ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÁ −196=17, 1=2, 1=3, Á ÔÁËÖÅ 1 = 1=1, 0 = 0=1 | ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÅ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÞÉÓÌÏ √ 2 | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ, ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÊ ÄÒÏÂÉ. þÁÓÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ. þÔÏÂÙ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ, ÓËÁÖÅÍ, 1=3 Œ ŒÉÄÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÄÅÌÅÎÉÅ ĂÕÇÏÌËÏÍĄ:

1,0 3

9 0; 333 : : : 1 0 9 1 0 9 : : :

üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÏÔŒÅÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ. ôÁËÕÀ ÄÒÏÂØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÅ ÚÁÐÉÓØ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÅÊÓÑ ÃÉÆÒÙ 3. éÎÏÇÄÁ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÀÔ ÔÁË: 0; (3) É ÇÏŒÏÒÑÔ ĂÎÏÌØ ÃÅÌÙÈ É ÔÒÉ Œ ÐÅÒÉÏÄÅĄ, ÎÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÞÁÝÅ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÔØÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ 0; 333 : : : , ÇÄÅ ÔÏÞËÉ ÇÏŒÏÒÑÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÏÊËÁ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔÓÑ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ: 5 17 37 = 5 + 17 37 ; ÄÅÌÉÍ 17 ÎÁ 37 ÕÇÏÌËÏÍ:

1 7,0 37 1 4 8 0; 4594 : : :

2 2 0 1 8 5

3 5 0 3 3 3

1 7 0 1 4 8 : : :

äÁÌØÛÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ 5 17 37 = 5; (459).

úÁÄÁÞÁ 6.1. úÁÐÉÛÉÔÅ Œ ŒÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÞÉÓÌÁ: 1=7, 3=14, 5=11, 1=17, 3=13, 3=250, 7=625, 1=15.

òÅÛÁÑ ÚÁÄÁÞÕ, œÙ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÓÑ- ÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÌÉÂÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÁ. óËÁÖÅÍ, 7=30 = 0; 2333 : : : = 0; 2(3), Á 1=25 = 0; 04. œÐÒÏÞÅÍ, ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÔÁËÖÅ ÍÏÖ- ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ: 0; 04 = 0; 04000 : : : = 0; 04(0).

úÁÄÁÞÁ 6.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ.

úÁÄÁÞÁ 6.3. ëÁËÉÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÅ ÄÒÏÂÉ p=q ÄÁÀÔ Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, Á ËÁËÉÅ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ?

ðÏÇÌÑÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÍÉ É ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ Ó ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÏÇÏ ËÏÎÃÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ, ÓËÁÖÅÍ,

0; 575757 : : : = 0; (57) ÉÌÉ 0; 12500 : : : = 0; 125(0) = 0; 125 :

íÏÖÅÔÅ ÌÉ œÙ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÕÀ ÄÒÏÂØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁÓÔ ÅÅ ÐÒÉ ÐÅÒÅŒÏÄÅ Œ ÄÅÓÑ- ÔÉÞÎÕÀ?

óÏ ŒÔÏÒÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ ÌÅÇËÏ: 0; 125 = 125=1000 = 1=8. á ŒÏÔ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉ- ÍÅÒÅ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÏÔŒÅÔ ÎÅ ÔÁË-ÔÏ É ÐÒÏÓÔÏ. œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ: Á ÌÀÂÕÀ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÄÒÏÂØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ Œ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÕÀ? íÅÔÏÄ áÒÈÉÍÅÄÁ. ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ŒÏÓÈÏÄÉÔ Ë áÒÈÉÍÅÄÕ. ïÎ ÓÏ- ÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ 0; 5757 : : : ÎÕÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ x É ÚÁÔÅÍ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÎÁ x ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÊÔÉ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ

x = 0; 575757 : : : :

õÍÎÏÖÉŒ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ 0; 01, ÐÏÌÕÞÉÍ:

0; 01 x = 0; 005757 : : : :

œÙÞÔÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ:

x − 0; 01 x = 0; 57 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x · ( 1 − 1 100 ) = 57 100 , ÏÔËÕÄÁ x = 57 100 : 99 100 = 19 33 . ðÒÏŒÅÒÉÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÓÔØ ÏÔŒÅÔÁ:

1 9,0 33 1 6 5 0; 575 : : :

2 5 0 2 3 1 1 9 0 1 6 5 : : :

úÁÄÁÞÁ 6.4. ëÁËÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÄÒÏÂÉ:

Á) 0; 777 : : : Â) 0; 363636 : : : Ä) 0; 3121212 : : : Œ) 0; 135135 : : : Ç) 0; 714685714685 : : : Å) 0; 9999 : : :

úÁÄÁÞÁ 6.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ √ 2 = 1:414213562373095048801689 : : :

ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 6.6. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÅÝÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 0; 1 00 1 0000 1 000000 1 000 : : : , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÏÑÔ ÎÁ 1-Í, 4-Í, 9-Í, 16-Í, 25-Í, 36-Í É Ô. Ä. ÍÅÓÔÁÈ, Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÎÕÌÉ?

úÁÄÁÞÁ 6.7. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ x ĂÚÁÛÉÆÒÏŒÁÎÙĄ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÚÁÐÉÓÑÍÉ: Á) √ 1 + √ 1 + √ 1 + · · · Â) √ 2 + √ 2 + √ 2 + · · · Œ)^3 √ 6 +^3 √ 6 +^3 √ 6 + · · · úÁÄÁÞÁ 6.8. îÁÊÄÉÔÅ:

Á) 1 1 + 1 1 + 1 1 + · · · Â) 1 1 − 1 1 + 1 1 − 1 1 + · · ·

Œ) 1 + 1 2 + 1 1 + 1 2 + 1 1 + · · · úÁÄÁÞÁ 6.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ √ 6 + √ 6 + √ 6 + · · · + √ 6 2000 ÒÁÄÉËÁÌÏŒ < 3

úÁÄÁÞÁ 6.10. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÐÅÒÅŒÏÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÒÏÂÉ Œ ÏÂÙË- ÎÏŒÅÎÎÕÀ: 0; a_1 : : : a_n(b_1 : : : b_m) = p=q, ÇÄÅ

p = a_1 : : : a_n b_1 : : : b_m − a_1 : : : a_n q = 99 : : : 9 m 00 : : : 0 n (ÚÁÐÉÓØ a_1 a_2 : : : a_n , ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ n-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÃÉÆÒÁÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_n . îÁÐÒÉÍÅÒ, 0; 21516161616 : : : =

21516 − 215 99000 .

§ 7 çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ

ðÁÒÁÄÏËÓ úÅÎÏÎÁ. úÅÎÏÎ üÌÅÊÓËÉÊ (V Œ. ÄÏ ò.è.), ÚÁÎÉÍÁÑÓØ ŒÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÙÍÉ ŒÏÐÒÏÓÁÍÉ Ï ÐÒÉÒÏÄÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÔÅÐÅÒØ ÐÁÒÁÄÏËÓÏÍ úÅÎÏ- ÎÁ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ áÈÉÌÌÅÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÂÉÒÁÅÔÓÑ ÄÏÇÎÁÔØ ÞÅÒÅÐÁÈÕ, ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÓÔÁÄÉÉ (ÐÒÉÍÅÒÎÏ 200 Í). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ áÈÉÌÌÅÓ ÉÄÅÔ ŒÄŒÏÅ ÂÙ- ÓÔÒÅÅ ÞÅÒÅÐÁÈÉ. ðÏËÁ áÈÉÌÌÅÓ ÄÏÊÄÅÔ ÄÏ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÞÅÒÅÐÁÈÉ, ÏÎÁ ÕÐÏÌÚÅÔ ÏÔ ÎÅÇÏ ÎÁ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÓÔÁÄÉÉ. ðÏËÁ áÈÉÌÌÅÓ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÜÔÉ ÐÏÌ ÓÔÁÄÉÉ, ÞÅÒÅÐÁÈÁ ÕÐÏÌÚÅÔ ÅÝÅ ÎÁ ÞÅÔŒÅÒÔØ ÓÔÁÄÉÉ. úÁÔÅÍ áÈÉÌÌÅÓÕ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÄÏ ÞÅÒÅÐÁÈÉ 1=8 ÓÔÁÄÉÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÁ ÕÐÏÌ- ÚÅÔ, ÐÏËÁ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÜÔÕ ÞÅÔŒÅÒÔØ, ÐÏÔÏÍ 1=16, 1=32 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ŒÅÓØ ÐÕÔØ áÈÉÌÌÅÓÁ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÁÇÏÎÉÔ ÞÅÒÅÐÁÈÕ, ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔÙÍ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÄŒÏÅ ËÏÒÏÞÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, É ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÐÁÒÁÄÏËÓ úÅÎÏÎÁ: Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, áÈÉÌÌÅÓ ÄÏÇÏÎÉÔ ÞÅÒÅÐÁÈÕ, ÉÂÏ ÉÄÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ, Ó ÄÒÕÇÏÊ | ÏÎ ÂÅÚ ËÏÎÃÁ ÏÔÓÔÁÅÔ ÏÔ ÎÅÅ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÁÄÏËÓ úÅÎÏÎÁ. ëÁË É ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÏÎ ÐÏÈÏÖ ÎÁ ÆÏËÕÓ. äÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÑ ÆÏËÕÓ, ÉÌÌÀÚÉÏÎÉÓÔ ÏÂÙÞÎÏ ÏÔŒÌÅËÁÅÔ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÐÕÂÌÉËÉ ÏÔ ÐÒÉÞÉÎ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ. ôÁË É úÅÎÏÎ | Œ ÓŒÏÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÏÎ ŒÓÅ ŒÒÅÍÑ ÇÏŒÏÒÉÔ Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÏÔŒÌÅËÁÑ ÎÁÛÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÏÔ ÔÁËÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ËÁË ŒÒÅÍÑ. íÅÖÄÕ ÔÅÍ, ŒÒÅÍÑ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÅ áÈÉÌÌÅÓ ÄÏÇÏÎÉÔ ÞÅÒÅÐÁÈÕ, ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÓÌÏÖÎÏ | Œ ÎÁÛÉ ÄÎÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ĂÐÒÏÈÏÄÑÔĄ Œ ÐÑÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË:

úÁÄÁÞÁ 7.1. éÚ ÐÕÎËÔÏŒ A É â, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ËÍ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÙÛÌÉ ÄŒÁ ÐÅÛÅÈÏÄÁ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ v_1ËÍ=Þ É v_2ËÍ=Þ, ÐÒÉÞÅÍ v_1 > v_2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 7.1). þÅÒÅÚ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ ÏÎÉ ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ É ÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÊÄÅÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ŒÓÔÒÅÞÉ?

úÁÄÁÞÁ 7.2. ðÕÓÔØ áÈÉÌÌÅÓ (ÐÅÒŒÙÊ ÐÅÛÅÈÏÄ) ÉÄÅÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v ÓÔÁÄÉÊ Œ ÞÁÓ, Á ÞÅÒÅÐÁÈÁ ŒÄŒÏÅ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ. œÙÑÓÎÉÔÅ:

Á) ÚÁ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ áÈÉÌÌÅÓ ÄÏÇÏÎÉÔ ÞÅÒÅÐÁÈÕ;

Â) ÚÁ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ áÈÉÌÌÅÓ É ÞÅÒÅÐÁÈÁ ÐÒÏÊÄÕÔ ÓŒÏÉ ÐÅÒŒÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ; Œ) ÚÁ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ áÈÉÌÌÅÓ É ÞÅÒÅÐÁÈÁ ÐÒÏÊÄÕÔ ÓŒÏÉ n-ÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ;

Ç) ËÁËÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ŒÒÅÍÑ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÅ áÈÉÌÌÅÓ ÐÒÏÊÄÅÔ ÓŒÏÉ ÐÅÒŒÙÅ n ÏÔÒÅÚËÏŒ; Ä) ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ; Å) ÒÁŒÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÌÕ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÍÅÔÏÄÏÍ ÚÁÄ. 7.1 ?

òÉÓ. 7.1. äŒÁ ÐÅÛÅÈÏÄÁ.

úÁÄÁÞÁ 7.3. úÁÐÉÛÉÔÅ ÏÂÝÉÊ ÐÕÔØ, ÐÒÏÊÄÅÎÎÙÊ áÈÉÌÌÅÓÏÍ, Œ ŒÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ É ŒÙÞÉ- ÓÌÉÔÅ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ^1, ÎÁÊÄÑ ÐÕÔØ ÏÂÙÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ | ËÁË Œ ÚÁÄ. 7.1.

úÁÄÁÞÁ 7.4. ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÚÁÄ. 7.1 ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄ. 7.2 É ÚÁÄ. 7.3 Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ Á) áÈÉÌÌÅÓ ÉÄÅÔ Œ 10 ÒÁÚ ÂÙÓÔÒÅÅ ÞÅÒÅÐÁÈÉ;

Â) ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÅÒÅÐÁÈÉ Ë ÓËÏÒÏÓÔÉ áÈÉÌÌÅÓÁ ÒÁŒÎÏ q (ÇÄÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, 0 < q < 1). ëÁËÉÅ ÓÕÍÍÙ œÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÞÉÓÌÉÌÉ?

úÁÄÁÞÁ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ ÐÉÒÏÇÁ. îÁ ÓŒÏÉ ÉÍÅÎÉÎÙ áÌÅÛÁ ÕÇÏÝÁÌ ÓŒÏÉÈ ÛÅÓÔÅÒÙÈ ÇÏÓÔÅÊ ÐÉÒÏ- ÇÏÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÉÒÏÇ ÂÙÌ ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ 7 ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÒÁÚÌÏÖÅÎ ÐÏ ÔÁÒÅÌËÁÍ. çÏÓÔÉ ÓŒÏÉ ËÕÓËÉ ÓSSÅÌÉ, Á áÌÅÛÁ ÒÁÚÄÅÌÉÌ ÓŒÏÀ ÞÁÓÔØ ÐÉÒÏÇÁ ÎÁ 7 ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÒÏÚÄÁÌ ÉÈ ÇÏÓÔÑÍ. ôÅ ÓÎÏŒÁ ÓSSÅÌÉ ÓŒÏÉ ÐÏÒÃÉÉ, Á áÌÅÛÁ ÏÐÑÔØ ÒÁÚÄÅÌÉÌ ÓŒÏÀ ÄÏÌÀ ÎÁ 7 ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É Ô. Ä. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ ÏÔ ÐÉÒÏÇÁ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÒÏÛÅË, ÐÒÉÌÉÐÛÉÈ Ë ÎÏÖÕ É ÔÁÒÅÌËÁÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.5. ëÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÉÒÏÇÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ Õ áÌÅÛÉ, Á ËÁËÉÅ ÄÏÓÔÁÌÁÓØ ÇÏÓÔÑÍ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒŒÏÇÏ, ŒÔÏÒÏÇÏ, É n-ÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ? úÁÐÉÛÉÔÅ Œ ŒÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÔÕ ÞÁÓÔØ ÐÉÒÏÇÁ, ÞÔÏ ÓSSÅÌÉ ÇÏÓÔÉ (Á ÓSSÅÌÉ-ÔÏ ÏÎÉ ŒÅÓØ ÐÉÒÏÇ!). þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÎÁÐÉÓÁÎÎÁÑ œÁÍÉ ÓÕÍÍÁ?

úÁÄÁÞÁ 7.6. úÁÐÉÛÉÔÅ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÕ ÞÁÓÔØ ÐÉÒÏÇÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÓSSÅÄÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅ n-ÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ?

œ ÉÓÔÏÒÉÉ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÉÒÏÇÁ, ËÁË É Œ ÐÁÒÁÄÏËÓÅ úÅÎÏÎÁ, ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÏÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Œ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. ôÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑÍÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ q ≠ 0; 1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ, Á ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

1ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÌÉ œÙ ÕÖÅ Ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Œ § 5 ?

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ b_1; b_2; : : : ; b_k ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q ÍÙ ÉÍÅÅÍ q = b_2=b_1 = b_3=b_2 = · · · = b_k=b_{k−1} ≠ 0; 1.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: 1, 2, 4, 8, 16, : : : | ÜÔÏ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2, Á ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: 27, 9, 3, 1, 1=3, 1=9, 1=27 | ÜÔÏ (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ cÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 1=3. îÁÂÏÒ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÉ- ÓÅÌ, ÓËÁÖÅÍ, { 7 ; 11 } ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË (ÓÏŒÓÅÍ ËÏÒÏÔÅÎØËÕÀ) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 11=7. åÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1, −1, 1, −1, 1, −1, : : : . ëÁËÏŒ ÔÕÔ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ?

úÁÄÁÞÁ 7.7. ëÁËÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ œÙ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÌÉ Œ ÚÁÄ. 7.1 É ÚÁÄ. 7.5 ? úÁÄÁÞÁ 7.8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ (ÏÔŒÅÔ ÏÂÏÓÎÕÊÔÅ): Á) k − 1 k + k − 1 k^2 + · · · + k − 1 k^n + · · · . Â) k − 1 k + k − 1 k^2 + · · · + k − 1 k^n åÝÅ ÒÁÚ Ï ÍÅÔÏÄÅ áÒÈÉÍÅÄÁ. œÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÎÁÄÏÌÇÏ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍ ÄÒÏÂÑÍ (ÓÍ. § 6) É ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÍÙ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÐÏÌÕÞÁÌÉ ÏÂÙË- ÎÏŒÅÎÎÕÀ:

x = 0; 575757 : : : 0; 01 x = 0; 005757 : : :

0; 99 x = 0; 57 =⇒ x = 57=99 ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, É ÚÄÅÓØ ÓÐÒÑÔÁÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ!

úÁÄÁÞÁ 7.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0; 1, 0; 01, 0; 001, : : : É 0; 57, 0; 0057, 0; 000057, : : : ÑŒÌÑÀÔÓÑ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑÍÉ. ëÁËÉÅ Õ ÎÉÈ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ? þÅÍÕ ÒÁŒÎÙ ÉÈ ÓÕÍÍÙ? œÙÒÁÚÉÔÅ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍÉ É ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ.

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÍÅÔÏÄ áÒÈÉÍÅÄÁ ËÁË ÎÁ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ: S = 57 100 + 57 100^2 + 57 100^3 + · · · 1 100 S = 57 100^2 + 57 100^3 + · · · 99 100 S = 57 100 =⇒ S = 57 99

úÁÄÁÞÁ 7.10. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÅÔÏÄÏÍ áÒÈÉÍÅÄÁ ÓÕÍÍÙ

Á) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ: 5 3 + 5 9 + 5 27 + · · · ; Â) ËÏÎÅÞÎÕÀ: 5 3 + 5 9 + · · · + 5 3^n óÕÍÍÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÇÏÔÏŒÏ Ë ÔÏ- ÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.11. ðÕÓÔØ a_0; a_1; a_2 : : : | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ cÏ ÚÎÁ- ÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ

a_0 + a_1 + a_2 + · · · = a_0 1 − q úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÌÉ ÕÖÅ ÃÅÌÙÈ ÔÒÉ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ | ÜÔÏ ÚÁÄ. 7.3 (ÄŒÉÖÅÎÉÅ), ÚÁÄ. 7.5 (ÄÅÌÅÎÉÅ ÐÉÒÏÇÁ) É ÚÁÄ. 7.10 (Á) (áÒÈÉ- ÍÅÄÏŒ ÍÅÔÏÄ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ). ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÍÅÔÏÄÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 7.12. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔŒÅÔ Œ ÚÁÄ. 7.3, ÚÁÄ. 7.2, ÚÁÄ. 7.5, ÚÁÄ. 7.9, ÚÁÄ. 7.10 (Á), ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.13. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÚÁÐÉÛÉÔÅ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ ÞÉÓÌÁ:

0; 575757 : : :, 0; 36363636 : : :, 0; 714714 : : :, 0; 3121212 : : : . œ ËÁËÕÀ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÞÉÓÌÏ 0; a_1 : : : a_n (b_1 : : : b_m) ?

ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÎÅ ÒÁÚ ŒÙÞÉÓÌÑÌÉ ÓÕÍÍÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÙÈ, ÎÅ ÚÁÄÁŒÁÑÓØ ŒÏÐÒÏÓÏÍ ÐÒÁŒÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ. ïÓÎÏŒÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÎÁÓ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÌÕÖÉÌÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÌÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÑÓÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ, ŒÅÄØ ÓÕÍÍÙ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÉÍÅÌÉ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ĂÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÊĄ ÓÍÙÓÌ. óÌÅÄÕÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÏÓÍÙ- ÓÌÅÎÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÕÍÍÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÏÖÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÒÁÚÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ É ÐÙÔÁÔØÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ

1 + 2 + 4 + 8 + 16 + · · · + 2^n + · · ·

ÐÏÓËÏÌØËÕ Ó ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÒÁÓÔÅÔ. çÏÒÁÚÄÏ ÈÕÖÅ ÄÅÌÏ ÏÂ- ÓÔÏÉÔ Ó ÓÕÍÍÏÊ S = 1 − 1 + 1 − 1 + · · · + (−1)^{n+1} + · · · (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ −1). îÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

S = 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + · · · = (1 − 1) + (1 − 1) + · · · = 0 + 0 + · · · = 0

ïÄÎÁËÏ, ÓËÏÂËÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÓÓÔÁŒÉÔØ É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÔÁË:

S = 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + · · · = = 1 − (1 − 1) − (1 − 1) − (1 − 1) = 1 − 0 − 0 − 0 − · · · = 1

ë ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÕÄÒÕÞÁÀÝÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÍÅÔÏÄ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ:

S = 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + · · · = 1 − (1 − 1 + 1 − 1 + · · · ) = 1 − S

ÏÔËÕÄÁ S = 1 − S, Á ÚÎÁÞÉÔ, 2 S = 1 É S = 1=2. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ŒÙŒÏÄ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ | ÓÕÍÍÁ 1 − 1 + 1 − 1 + · · · ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ^1. îÅ ÐÏÄŒÅÒÇÁÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ÓÏÍÎÅÎÉÀ É ÎÁÛÉ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ? ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ), ÞÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q ËÏÒÒÅËÔÎÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ |q| < 1 , Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ËÁË ÒÁÚ É ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ŒÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ (É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ) ÐÒÉÍÅÒÙ.

1óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÒÁÄÉ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÉÎÏÇÄÁ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ Œ ÆÉÚÉËÅ, ÓÐÅÃÉÆÉËÁ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÄÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÕÍÍÁ, ÐÒÅÄÐÉÓÙŒÁÅÔ É ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Å-Å ÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÏÄÎÏÍ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 1 − 1 + 1 − 1 + · · · = 0, Á Œ ÄÒÕÇÏÍ, | ÞÔÏ 1 − 1 + 1 − 1 + · · · = 1=2.

§ 8 åÝ-Å Ï ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ

úÁÄÁÞÁ 8.1. óÕÍÍÁÍÉ ËÁËÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ

Á) 77 : : : 7

2000 ÒÁÚ

Â) 0; 1313 : : : 13

2000 ÒÁÚ

Œ) 0; 131313 : : : ?

úÁÄÁÞÁ 8.2. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ Á) Œ ÄŒÁ, Â) Œ ÔÒÉ ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ Å-Å ÐÅÒŒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ; Œ) Œ ÔÒÉ, Ç) Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ ÍÅÎØÛÅ Å-Å ÐÅÒŒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 8.3. ðÕÓÔØ a_1; a_2 : : : | ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ a_2 = a_1 · q, a_3 = a_2 · q = a_1 · q^2. œÙÒÁÚÉÔÅ a_n ÞÅÒÅÚ a_1 É n (Ô. Å. ÎÁÐÉÛÉÔÅ ĂÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁĄ).

úÁÄÁÞÁ 8.4. (óÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ) ðÕÓÔØ a_1; a_2; : : : ; a_n | ËÏÎÅÞ- ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q, ÇÄÅ q ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÒÁŒÎÏÅ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÓÕÍÍÁ

S = a_1 + a_2 + · · · + a_n = a_1 ·

1 − q^n 1 − q

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ËÏÇÏ œÙ, ÒÅÛÁÑ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ŒÙÂÒÁÌÉ ÓÅÂÅ Œ ÐÏÍÏÝÎÉËÉ | áÒÈÉÍÅÄÁ, áÈÉÌÌÅÓÁ ÉÌÉ ÐÒÁÚÄÎÉÞÎÙÊ ÐÉÒÏÇ? íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ŒÓÐÏÍÎÉÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÕÂÏŒ:

x^2 − y^2 = (x − y)(x + y) x^2 − 1 = (x − 1)(x + 1) x^3 − y^3 = (x − y)(x^2 + xy + y^2) x^3 − 1 = (x − 1)(x^2 + x + 1)

É ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ Œ ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÄÁÌØÛÅ ŒÎÉÚ (ÚÁÐÏÌÎÉÔÅ ÐÒÏÐÕÓËÉ):

x^4 − y^4 = (x − y)(: : : + : : : + : : : + : : :) x^4 − 1 = (x − 1)(: : : + : : : + : : : + : : :) x^5 − y^5 = (x − y)(: : : + : : : + : : : + : : : + : : :) x^5 − 1 = (x − 1)(: : : + : : : + : : : + : : : + : : :)

úÁÄÁÞÁ 8.5. þÔÏ ÐÏ œÁÛÅÍÕ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÍÅÓÔÏ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÊ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ

x^n − y^n = (x − y)( : : : ) É x^n − 1 = (x − 1)( : : : )

äÏËÁÖÉÔÅ ŒÙÓËÁÚÁÎÎÙÅ œÁÍÉ ÇÉÐÏÔÅÚÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓËÒÙŒ ÓËÏÂËÉ) É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ.

éÔÁË, ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÕÂÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 8.6. þÔÏ œÙ ÍÏÖÅÔÅ ÓËÁÚÁÔØ ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ x^n + y^n (ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n) ? óÒÅÄÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ. îÁÚŒÁÎÉÅ ĂÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑĄ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÁËÉÍ ÅÅ ÚÁ- ÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÒÁÊÎÉÈ^1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓŒÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ (ÉÌÉ ÓÒÅÄÎÉÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ) ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ b É c, ÅÓÌÉ a = √ bc (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.1), ÞÔÏ ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË a^2 = bc, ÉÌÉ ËÁË c=a = a=b.

1Ô. Å. ÐÅÒŒÏÇÏ, Á ÅÓÌÉ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ, | ÔÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ

b c

√ bc S_2

S_1

S_3

òÉÓ. 8.1. óÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ. òÉÓ. 8.2. äÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.7. äÏËÁÖÉÔÅ, Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ, ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÉÈ, ÒÁŒÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÓŒÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.8. äÏËÁÖÉÔÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÓŒÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.9. ðÕÓÔØ a_1; a_2; : : : ; a_n | ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ (ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q ≠ 0; 1 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ q^{a1} , q^{a2} , : : :, q^{an} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ.

ëÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_1; a_2; : : : ; a_n ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÄÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏ- ÇÒÅÓÓÉÉ q^{a1} , q^{a2} , : : :, q^{an} ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÚÁÄ. 8.7?

úÁÄÁÞÁ 8.10. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 1 + 11 + 111 + · · · + 11 : : : 111

2000 ÅÄÉÎÉÃ . úÁÄÁÞÁ 8.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÄÒÁÔ Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ S. òÁÚÏÂØÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 4 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÁ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÇÏÌÏË, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÔÁËÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. þÅÔŒÅÒÔÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÓÎÏŒÁ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ 4 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÉÚ ÔÒÅÈ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÁŒÉÍ ÕÇÏÌÏË, Á Ó ÞÅÔŒÅÒÔÙÍ ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÔÕ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.2), ÐÏËÁ ŒÅÓØ ËŒÁÄÒÁÔ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÕÇÏÌËÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÎÏ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ÜÔÉÈ ÕÇÏÌËÏŒ S_1; S_2; S_3 : : : ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓ- ÓÉÀ. îÁÊÄÉÔÅ S_n.

Â) œÙÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ S_1 + S_2 + · · · + S_n É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ S_1 + S_2 + S_3 + · · · .

úÁÄÁÞÁ 8.12^∗. òÅÛÉÔÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ËŒÁÄÒÁÔ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m^2 ÒÁŒÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, Á ÕÇÏÌÏË ÂÅÒÅÔÓÑ ÛÉÒÉÎÏÊ Œ m − 1 ËŒÁÄÒÁÔ (ÄÌÑ m = 3 ÜÔÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 8.3 ).

S_2

S_1

S_3

òÉÓ. 8.3. ôÏÌÓÔÙÅ ÕÇÏÌËÏŒ. òÉÓ. 8.4. ôÏÎËÉÅ ÕÇÏÌËÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 8.13^∗. òÅÛÉÔÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏË ÂÅÒÅÔÓÑ ÛÉÒÉÎÏÊ Œ 1 ËŒÁ- ÄÒÁÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.4 ÄÌÑ m = 3)

úÁÄÁÞÁ 8.14. œ ËÕÂËÅ ÐÏ ÆÕÔÂÏÌÕ ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ 256 ËÏÍÁÎÄ. ëÕÂÏË ÒÁÚÙÇÒÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÏÌÉÍÐÉÊÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ | ÐÒÏÉÇÒÙŒÁÀÝÉÊ ŒÙÂÙŒÁÅÔ. óËÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÍÁÔÞÅÊ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÌÁÄÁÔÅÌÑ ËÕÂËÁ?

úÁÄÁÞÁ 8.15. ôÏÒÇÏŒÅÃ ÐÒÉÎÅÓ ÎÁ ÒÙÎÏË ÍÅÛÏË ÏÒÅÈÏŒ. ðÅÒŒÙÊ ÐÏËÕÐÁÔÅÌØ ËÕÐÉÌ ÏÄÉÎ ÏÒÅÈ, ŒÔÏÒÏÊ | ÄŒÁ ÏÒÅÈÁ, ÔÒÅÔÉÊ | ÞÅÔÙÒÅ, ÞÅÔŒÅÒÔÙÊ | ŒÏÓÅÍØ É Ô. Ä.: ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏ- ËÕÐÁÔÅÌØ ÐÏËÕÐÁÌ ŒÄÏŒÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÒÅÈÏŒ, ÞÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ËÕÐÉÌ 50 ËÇ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ Õ ÐÒÏÄÁŒÃÁ ÏÓÔÁÌÓÑ ÏÄÉÎ ÏÒÅÈ. óËÏÌØËÏ ËÉÌÏÇÒÁÍÍÏŒ ÏÒÅÈÏŒ ÂÙÌÏ Õ ÐÒÏÄÁŒÃÁ Œ ÎÁÞÁÌÅ?

úÁÄÁÞÁ 8.16. îÁ ÏŒÏÝÅÂÁÚÕ ÚÁŒÅÚÌÉ ÔÏÎÎÕ ËÁÒÔÏÆÅÌÑ. äÉÒÅËÔÏÒÕ ÂÁÚÙ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÚÁ 1 ÒÁÚ ÎÁ- ÐÒÁŒÉÔØ Œ ÍÁÇÁÚÉÎ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄÅÓÑÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔ ÉÍÅÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ ÏŒÏÝÅÂÁÚÅ ËÁÒÔÏÆÅÌÑ. õÄÁÓÔÓÑ ÌÉ ÅÍÕ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÐÏÓÔÕÐÉŒÛÅÇÏ ËÁÒÔÏÆÅÌÑ? á 900 ËÇ? á 999 ËÇ?

úÁÄÁÞÁ 8.17. (ðÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÚÄÅÌÁ ÎÁÓÌÅÄÓÔŒÁ)

Á) óÔÁÒÛÉÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÂÒÁÔØÅŒ ÐÏÌÕÞÉÌ ÎÁÓÌÅÄÓÔŒÏ É ÏÔÄÁÌ ÍÌÁÄÛÅÍÕ ÂÒÁÔÕ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÐÏÌÕÞÅÎ- ÎÏÊ ÉÍ ÓÕÍÍÙ. ôÏÔ, ÉÚ ÕŒÁÖÅÎÉÑ Ë ÓÔÁÒÛÉÎÓÔŒÕ, ŒÏÚŒÒÁÔÉÌ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÓÔÁÒÛÅÍÕ ÂÒÁÔÕ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÖÅ ÓÎÏŒÁ ŒÅÒÎÕÌ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÍÌÁÄÛÅÍÕ ÂÒÁÔÕ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. œ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÄÅÌÅÎÏ ÎÁÓÌÅÄÓÔŒÏ ÍÅÖÄÕ ÂÒÁÔØÑÍÉ?

Â) ëÁË ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÄÅÌÅÎÏ ÎÁÓÌÅÄÓÔŒÏ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÂÒÁÔ ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÔ ÄÒÕÇÏÍÕ ÎÅ ÐÏÌÏŒÉÎÕ Á ÏÄÎÕ n-ÔÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÄ ÜÔÉÍ ÄÏÌÉ?

Œ) ëÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÏÌÖÅÎ ŒÏÚŒÒÁÝÁÔØ ËÁÖÄÙÊ, ÞÔÏÂÙ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÄÉÎ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌ 51%, Á ÄÒÕÇÏÊ | 49%?

Ç) ëÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÏÌÖÅÎ ŒÏÚŒÒÁÝÁÔØ ËÁÖÄÙÊ, ÞÔÏÂÙ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÎÉ ÐÏÄÅÌÉÌÉÓØ ÂÙ ÐÏÒÏŒÎÕ?

úÁÄÁÞÁ 8.18^∗. éÍÅÅÔÓÑ n ÇÉÒØ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÂÒÁÔØ ÄŒÅ ÒÁŒÎÙÅ ÐÏ ŒÅÓÕ ËÕÞÉ, ÅÓÌÉ ŒÅÓÁ ÇÉÒØ ÓÕÔØ Á) 1, 2, 4, 8, 16, : : :, 2^n ÇÒÁÍÍÏŒ? Â) 1, 3, 9, 27, 81, : : :, 3^n ÇÒÁÍÍÏŒ?

úÁÄÁÞÁ 8.19. óÅÒÅÖÁ ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ÉÚ ÌÅÓÁ ÄÏÍÏÊ ÐÏ ÄÏÒÏÇÅ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ 10 ËÍ. ëÁË ÔÏÌØËÏ óÅÒÅÖÁ ŒÙÛÅÌ ÎÁ ÄÏÒÏÇÕ, ÅÇÏ ŒÅÒÎÙÊ ÐÅÓ âÉÍ ÐÕÓÔÉÌÓÑ ÂÅÖÁÔØ Ë ÄÏÍÕ, Á ÄÏÂÅÖÁŒ ÄÏ ÄÏÍÁ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏŒÅÒÎÕÌ É ÐÏÂÅÖÁÌ ÏÂÒÁÔÎÏ Ë óÅÒÅÖÅ; ÄÏÂÅÖÁŒ ÄÏ óÅÒÅÖÉ, ŒÎÏŒØ ÐÏÂÅÖÁÌ Ë ÄÏÍÕ É Ô.Ä. ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ óÅÒÅÖÁ ÎÅ ÐÒÉÛÅÌ ÄÏÍÏÊ. óËÏÒÏÓÔÉ óÅÒÅÖÉ É âÉÍÁ ÂÙÌÉ ŒÓÅ ŒÒÅÍÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ ÐÏ ŒÅÌÉÞÉÎÅ É ÒÁŒÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ 5 ËÍ/Þ É 15 ËÍ/Þ. îÁÊÄÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ËÉÌÏÍÅÔÒÏŒ ÐÒÏÂÅÖÁÌ âÉÍ:

Á) ŒÓÅÇÏ; Â) ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ Ë ÄÏÍÕ; Œ) ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÏÔ ÄÏÍÁ.

§ 9 äÒÕÇÉÅ ÐÒÉ-ÅÍÙ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ

ëÁË œÙ ÍÏÇÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ŒÓÅ ÎÉÔÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÐÒÉŒÑÚÁÎÙ Ë ÓÕÍÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ. çÌÑÄÑ ÎÁ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ Ó ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÄÌÑ ÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ: Œ § 2 ÐÏÑŒÉÌÉÓØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ; Œ § 3 ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÉÌÉ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÓÕÍÍÙ É ÄÒÕÇÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ; Œ § 4 ÓÕÍÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏ- ÇÒÅÓÓÉÉ ÂÙÌÁ (ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ) ŒÙÞÉÓÌÅÎÁ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÙÈ. äÌÑ ŒÙŒÏÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÔÁËÖÅ ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÓÐÏÓÏÂÁ: ÄŒÁ ÂÙÌÉ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó áÈÉÌÌÅÓÏÍ É áÒÈÉÍÅÄÏÍ, ÔÒÅÔÉÊ | Ó ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅÍ ÐÉÒÏÇÁ, É ÅÝÅ ÏÄÉÎ ŒÏÚÎÉË ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÔÉÐÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÕÂÏŒ.

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍ œÁÓ Ó ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÒÉÅÍÁÍÉ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÎÅ ÓŒÑ- ÚÁÎÎÙÍÉ ÎÁÐÒÑÍÕÀ Ó ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ. íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÐÏÍÎÉÍ ÚÁÄ. 5.2, ÇÄÅ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ 1 2 + 1 6 + 1 12 + · · · + 1 n(n + 1) : œÙÐÏÌÎÑÑ Œ ÓŒÏÅ ŒÒÅÍÑ ÛËÏÌØÎÙÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ŒÙÞÉÔÁÎÉÀ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, œÙ ÍÏÇÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÉ ÔÉÐÁ 1=6, 1=12 ÉÌÉ 1=20 ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÈ: 1 6 = 1 2 − 1 3 ; 1 12 = 1 3 − 1 4 ; 1 20 = 1 4 − 1 5 üÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ËÏ ŒÓÅÍ ÞÌÅÎÁÍ ÓÕÍÍÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 1 k · (k + 1) = 1 k − 1 k + 1

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 1 2 + 1 6 + 1 12 + · · · 1 n(n + 1) = = ( 1 − 1 2 ) + ( 1 2 − 1 3 ) + ( 1 3 − 1 4 ) + · · · + ( 1 n − 1 − 1 n ) + ( 1 n − 1 n + 1 )

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ, ÔÏ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ËÒÏÍÅ ÄŒÕÈ ËÒÁÊÎÉÈ, ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ É ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ 1 2 + 1 6 + 1 12 + · · · + 1 n(n + 1)

= 1 − 1 n + 1 = n n + 1 : óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. ðÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÒÁÚ- ÎÏÓÔÅÊ. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÕÍÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË ŒÓÅ ĂÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅĄ ÞÌÅÎÙ ÓÏËÒÁÔÉÌÉÓØ É ÏÓÔÁ- ÌÉÓØ ÌÉÛØ ÄŒÁ ËÒÁÊÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 9.1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ 1 + 3 + · · · + (2n + 1) ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. ëÁËÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ œÁÛÅÍÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ?

úÁÄÁÞÁ 9.2. îÁÊÄÉÔÅ 1 · 1! + 2 · 2! + · · · + n · n! É 1 2! + 2 3! + · · · + n (n + 1)!

. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ

ÓÕÍÍÁ 1 2! + 2 3! + 3 4! + · · · ?

úÁÄÁÞÁ 9.3. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) 1 1 · 3 + 1 3 · 5 + 1 5 · 7 + · · · + 1 99 · 101 Â) 1 1 · 2 · 3 + 1 2 · 3 · 5 + 1 3 · 4 · 5 + · · · + 1 99 · 100 · 101 Œ) 1 a_1a_2 + 1 a_2a_3 + · · · + 1 a_na_{n + 1}

, ÇÄÅ a_1; a_2; : : : ; a_n | ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ.

òÅÛÁÑ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ, œÙ, ŒÉÄÉÍÏ, ÄÏÇÁÄÁÌÉÓØ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÍÅÔÏÄ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÒÁÚ- ÎÏÓÔÅÊ | ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÁÒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Â«ÏÌØÛÁÑ ÉÈ ÞÁÓÔØ ÓÏËÒÁ- ÝÁÌÁÓØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÉÌÉ ÌÅÇËÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÌÁÓØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÝÅÐÉÔØÓÑ É ÎÁ ÄŒÁ, É ÎÁ ÔÒÉ, É ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞ- ÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓŒÏÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÓÕÍÍÙ. ðÏÑÓÎÉÍ ÜÔÕ ÍÙÓÌØ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 9.4. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÁ 1 · 2 + 2 · 2^2 + 3 · 2^3 + 4 · 2^4 + · · · + n · 2^n ? úÁÐÉÛÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ŒÉÄÅ k · 2^k = 2^k + 2^k + · · · + 2^k

k ÛÔÕË

. ôÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁ-

ŒÉÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅÊ:

1 · 2 + 2 · 2^2 + 3 · 2^3 + · · · + (n − 1) · 2^{n−1} + n · 2^n = = 2 + 2^2 + 2^3 + · · · + 2^{n−1} + 2^n + + 2^2 + 2^3 + · · · + 2^{n−1} + 2^n + + 2^3 + · · · + 2^{n−1} + 2^n + · · · · · · · · · + 2^{n−1} + 2^n + + 2^n

åÅ ÓÔÒÏËÉ ÓÕÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÒÁŒÎÁ 2 + 2^2 + · · · + 2^n = 2 ·

2^n − 1 2 − 1

= 2^{n+1} − 2, ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ | 2 + 2^3 + · · · + 2^n =

2^2 ·

2^{n−1} − 1 2 − 1

= 2^{n+1} − 2^2, Œ ÔÒÅÔØÅÊ | 2^{n+1} − 2^3, É Ô. Ä. œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÉÔ 2^n, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÄÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÏÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÁË 2^{n+1} − 2^n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ

(2^{n+1} − 2) + (2^{n+1} − 4) + · · · + (2^{n+1} − 2^n) = = ( 2^{n+1} + 2^{n+1} + · · · + 2^{n+1}

n ÒÁÚ ) − ( 2 + 4 + · · · + 2^n ) = n · 2^{n+1} − 2 ·

2^n − 1 2 − 1 = = n · 2^{n+1} − (2^{n+1} − 2) = 2 + 2^{n+1}(n − 1):

ôÅÐÅÒØ ÄÁŒÁÊÔÅ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ.

íÅÔÏÄ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. òÅÛÁÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÌÉ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÕÍÍÕ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÁÂÌÉÃÙ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ Œ ÄŒÕÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ | ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ. ôÁËÉÅ ÓÕÍÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÏÊÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ. ëÏÒÏÔËÏ ÎÁÛÅ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ^1 ÔÁË: n∑ k=1 k · 2^k = n∑ k=1 ( 2^k + 2^k + · · · + 2^k

k ÒÁÚ ) = n∑ k=1 k∑ i=1 2^k

úÁÔÅÍ, ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ (ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÁÅÔ ÎÁÛÉ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ k · 2^k), ÍÙ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÌÉ ÅÅ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ: n∑ k=1 k∑ i=1 2^k = n∑ i=1 n∑ k=1 2^k = n∑ i=1 ( 2^{n+1} − 2^i ) = n 2^{n+1} − n∑ i=1 2^i = (n − 1) 2^{n+1} + 2

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ Œ ÄŒÏÊÎÕÀ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÕÍÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ ŒÙÛÅ, ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÓÕÍÍÙ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÕÍÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 9.5. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ 1 · q + 2 · q^2 + 3 · q^3 + 4 · q^4 + · · · + n · q^n. úÁÄÁÞÁ 9.6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ (ÅÓÌÉ œÙ ÅÅ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÓÄÅÌÁÌÉ) ÓÕÍÍÕ

1 + 11 + 111 + 1111 + · · · + 111 : : : 1 n : úÁÄÁÞÁ 9.7. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙ

Á) n · x + (n − 1) · x^2 + (n − 2) · x^3 + · · · + 2 · x^{n−1} + 1 · x^n;

Â)^n ∑ k=1 k · (k + 1) · x^k;

Œ) 1 + 3 2 + 5 4 + 9 8 + 17 16 + · · · (ŒÓÅÇÏ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).

óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, ÏÔÐÒÁŒÌÑÑÓØ ÏÔ ÚÁÒÁÎÅÅ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÔÏÇÏŒÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÌÁÓØ Œ ŒÉÄÅ: ( 1^2 − 0^2 ) + ( 2^2 − 1^2 ) + ( 3^2 − 2^2 ) + ( 4^2 − 3^2 ) + · · · + ( (n + 1)^2 − n^2 ) = = (n + 1)^2 − 0^2 = (n + 1)^2 :

ëÁËÕÀ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ? ïÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ a_k = (k + 1)^2 − k^2 = 2k + 1. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÙ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÙÈ n ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

1 + 3 + 5 + · · · + (2n + 1) = (n + 1)^2 :

üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ É ÓÕÍÍÕ 1 + 2 + · · · + n ŒÓÅÈ ÐÅÒŒÙÈ n ÞÉÓÅÌ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ

(n + 1)^2 = 1 + 3 + 5 + · · · + (2n + 1) = = (2 · 0 + 1) + (2 · 1 + 1) + (2 · 2 + 1) + · · · + (2 · n + 1) =

= 2 · (0 + 1 + 2 + · · · + n) + ( 1 + 1 + 1 + · · · + 1

(n + 1) ÒÁÚ ) = = 2 (1 + 2 + · · · + n) + n ;

1ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÄÌÑ ÓÕÍÍ ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÎÃÅ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ

ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 2 (1 + 2 + · · · + n) + n + 1 = (n + 1)^2, ÏÔËÕÄÁ

1 + 2 + · · · + n = 1 2 ( (n + 1)^2 − (n + 1) ) = n (n + 1) 2 : âÏÌÅÅ ŒÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ:

(n + 1)^2 − n^2 = (2 n + 1) · 1 = 2 n + 1 + n^2 − (n − 1)^2 = (2 n − 1) · 1 = 2 n − 1 + (n − 1)^2 − (n − 2)^2 = (2 n − 3) · 1 = 2 n − 3 + . . . . . . . . . . . . . . . . + 3^2 − 2^2 = (3 + 2) · 1 = 2 · 2 + 1 + 2^2 − 1^2 = (2 + 1) · 1 = 2 · 1 + 1 + 1^2 − 0^2 = (1 + 0) · 1 = 2 · 0 + 1 (n + 1)^2 = (2n + 1) + (2n − 1) + (2n − 3) + · · · + 5 + 3 + 1

úÁÄÁÞÁ 9.8. ëÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ËÕÂÏŒ ÐÁÒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ, ÎÁÊÄÉÔÅ 1^2 + 2^2 + · · · + n^2.

úÁÄÁÞÁ 9.9. ëÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (n + 1)^4 − n^4 ? îÁÊÄÉÔÅ Ó ÅÅ ÐÏÍÏÝØÀ ÓÕÍÍÕ ËÕÂÏŒ ÐÅÒŒÙÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 9.10. ëÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ q^{n+1} − q^n É ËÁËÉÅ ÓÕÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ Ó ÅÅ ÐÏÍÏÝØÀ?

úÁÄÁÞÁ 9.11. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁË, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ Œ ÄÕÈÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÒÅÈ ÚÁÄÁÞ, ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÔÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ËÕÂÙ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÐÅÒ- ŒÙÈ n ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, Á ŒÙÞÉÔÁÑ ÞÅÔŒÅÒÔÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ËÕÂÏŒ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÖÅÌÁÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍ ÐÑÔÙÈ, ÛÅÓÔÙÈ É Ô. Ä. ÓÔÅÐÅÎÅÊ. üÔÁ ÚÁŒÏÒÁÖÉŒÁÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏËÏÌÄÏŒÙŒÁÌÁ ÍÎÏÇÉÈ ŒÅÌÉËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ. ôÁË, ñËÏÂ âÅÒÎÕÌÌÉ (1654{1705) Œ ÓŒÏÅÊ ËÎÉÇÅ Ars Conjectandi Ó ÇÏÒÄÏÓÔØÀ ÐÉ- ÓÁÌ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÍÏÇ ĂÓÌÏÖÉÔØ ÄÅÓÑÔÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒŒÏÊ ÔÙÓÑÞÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÚÁ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÞÁÓÁĄ^1, Á Œ ÐÅÒŒÏÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ ĂëŒÁÎÔĄ ÚÁ 1989 Ç. ÁËÁÄÅÍÉË é. í. çÅÌØÆÁÎÄ ŒÓÐÏÍÉÎÁÌ, ÞÔÏ Œ ÀÎÏÛÅÓËÉÅ ÇÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏŒÌÉ- ÑÌÏ ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÅ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. éÔÁË, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S_k(n) ÓÕÍÍÕ k-ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

S_0(n) = 1^0 + 2^0 + · · · + n^0 = 1 + 1 + 1 + · · · + 1 n = n S_1(n) = 1^1 + 2^1 + · · · + n^1 = 1 + 2 + · · · + n = n (n + 1)=2 S_2(n) = 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 S_3(n) = 1^3 + 2^3 + · · · + n^3 É Ô. Ä.

úÁÄÁÞÁ 9.12. œÙÒÁÚÉÔÅ S_2(n) ÞÅÒÅÚ S_1(n) É S_0(n), ÚÁÔÅÍ ŒÙÒÁÚÉÔÅ S_3(n) ÞÅÒÅÚ S_0(n), S_1(n) É S_2(n).

äÁÌÅÅ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ S_4(n) = 1^4 + 2^4 + · · · + n^4 É S_5(n) = 1^5 + 2^5 + · · · + n^5.

1óÍ. ÕÖÅ ÃÉÔÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÎÁÍÉ ËÎÉÇÕ: ë.áÊÅÒÌÅÎÄ, í.òÏÕÚÅÎ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ. í., ĂíÉÒĄ, 1987.

úÁÄÁÞÁ 9.13^{∗∗}. œÙÒÁÚÉÔÅ ÓÕÍÍÕ k-ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÙ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÔÅÐÅ- ÎÅÊ.

ïÔŒÅÔ Ë ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏÂ S_k(n) ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ËÏÅ-ÞÔÏ.

úÁÄÁÞÁ 9.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S_k(n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (k + 1)-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ n É ŒÙÑÓÎÉÔÅ ÞÅÍÕ Õ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÒÁŒÎÙ

Á) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n; Â) ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 9.15^{∗∗}. ðÏÄÕÍÁÊÔÅ, ÞÔÏ ÂÙ œÙ ÍÏÇÌÉ ÅÝÅ ÓËÁÚÁÔØ Ï ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ S_k(n) áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÅÍÙ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. ëÒÏÍÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÐÏÓÏÂÏŒ, ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÁÓÉŒÙÈ ÐÒÉÅÍÏŒ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ É ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, Á ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÕÍÍÙ ŒÉÄÁ^∞ ∑ n=1 nq^n ÉÌÉ^∞ ∑ n−1 q^n n ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ q. ôÅ, ËÔÏ ÕÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-

ÒÏŒÁÔØ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ, ÌÅÇËÏ ÓÏÏÂÒÁÚÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ S(q) = ∞∑ n=0 nq^{n−1} ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË

ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f(q) = ∞∑ n=0 q^n = 1 1 − q

. ðÏÜÔÏÍÕ, S(q) = f^′(q) = ( 1 1 − q )_′ = 1 (1 − q)^2 . äÌÑ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÖÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÕÍÍÙ ∞∑ n=0 1 n + 1 q^{n+1} ÎÕÖÎÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎË-

ÃÉÀ f(q) = 1 1 − q .

§ 10 óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ É ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÐÒÉÅÍÙ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ, ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ É ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÏÞÔÑ ÜÔÏÔ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ, œÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔÅ, ÈÏÒÏÛÏ ÌÉ œÙ ÏÓŒÏÉÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ( Á ÅÓÌÉ ÖÅ œÙ ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌÉ ÞÉÔÁÔØ ËÎÉÇÕ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÈÏÒÏÛÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ŒÓÅÍ ÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÉ).

îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÅÒŒÙÈ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÌÅÇËÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÙÈ n ËŒÁÄÒÁÔÏŒ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ:

1^2 + 2^2 + · · · + n^2 = 2 (T_1 + T_2 + · · · + T_n) − n (n + 1) 2 T_1 + T_2 + · · · + T_n = 1 2 ( 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 ) + n (n + 1) 4 œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

T_1 + T_2 + · · · + T_n =

1 · 2 2 + 2 · 3 2 + · · · + n · (n + 1) 2 = = 1 2 ( 1^2 + 1 + 2^2 + 2 + · · · + n^2 + n ) = = 1 2 ( 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 ) + 1 2 (1 + 2 + · · · + n) = = 1 2 ( 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 ) + n (n + 1) 4 : ðÏÜÔÏÍÕ, ŒÙÞÉÓÌÑÑ ÏÄÎÕ ÓÕÍÍÕ, ÍÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ É ÄÒÕÇÕÀ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÙÈ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ (Ô. Å. ÒÁÚÒÅÚÁÑ É ÓËÌÁÄÙŒÁÑ) ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ŒÍÅÓÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÕÂÉËÉ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÉÓÏŒÁÔØ ÏÂSSÅÍÎÙÅ ËÁÒÔÉÎËÉ. ðÅÒŒÏÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÅÐÅÒØ ÉÚÏ- ÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ËÕÂÉËÏÍ, ŒÔÏÒÏÅ | ÔÒÅÍÑ É Ô. Ä., ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 10.1: ???

òÉÓ. 10.1. ôÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÏÓÔÁŒÉŒ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ ÔÁËÉÅ ÆÉÇÕÒËÉ ÉÚ ËÕÂÉËÏŒ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÐÅÒŒÙÈ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ^1, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 10.2 (ŒÐÒÏÞÅÍ, ÖÅÌÁÀÝÉÅ ÍÏÇÕÔ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ËÕÂÉËÏŒ É ÇÌÑÄÅÔØ ÎÁ ÒÉÓ. 10.3). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ð_n^{def}= T_1 + T_2 + · · · + T_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ n-ÔÙÍ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

??? ???

òÉÓ. 10.2. òÉÓ. 10.3.

œ § 3 ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ n-ÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÌÉ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ËÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 3.2, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÑÚÙËÅ ËÕÂÉËÏŒ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 10.4: ??? 1ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ÉÌÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÉÍÅÀÝÉÊ 4 ŒÅÒÛÉÎÙ 4 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÉ òÉÓ. 10.4.

ðÏÄÏÂÎÙÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ n-ÇÏ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÐÉÒÁÍÉÄÕ, ÐÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 10.3, ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÚÍÙ ÉÌÉ ÖÅ ÄÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅ- ÌÅÐÉÐÅÄÁ | ÏÂSSÅÍÙ ÏÂÏÉÈ ÜÔÉÈ ÔÅÌ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ.

äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ŒÙÓÏÔÙ n ÄÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÐÒÉÚÍÙ ŒÙÓÏÔÙ n + 1 ÐÏËÁ- ÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 10.5: ???

òÉÓ. 10.5.

úÁÄÁÞÁ 10.1. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂSSÅÍ ÐÒÉÚÍÙ ÎÁ ÒÉÓ. 10.5 (Ô. Å. ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ËÕÂÉËÏŒ ÕÈÏÄÉÔ ÎÁ ÅÅ ÐÏÓÔÒÏÊËÕ).

ðÏÇÌÑÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÒÉÓ. 10.5 ÐÏŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ. óÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÚÁÐÏÌÎÑÀÝÉÊ k- ÔÙÊ, ÓÞÉÔÁÑ ÓŒÅÒÈÕ, ÜÔÁÖ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ŒÙÓÔÕÐÁÅÔ ÉÚ-ÐÏÄ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ (k − 1)-ÏÇÏ ÜÔÁÖÁ ÒÏŒÎÏ k ËÒÁÊÎÉÍÉ ËÕÂÉËÁÍÉ, ÉÄÕÝÉÍÉ ÐÏ ÅÇÏ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÅ. þÔÏÂÙ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ŒÅÒÈÁ ÐÒÉÚÍÙ, ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ k ŒÙÓÔÕÐÁÀÝÉÈ ËÕÂÉËÏŒ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÓÔÏÌÂÉË ŒÙÓÏÔÏÊ Œ k ËÕÂÉËÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ ŒÙÓÔÕÐÁÀÝÅÊ ÞÁÓÔØÀ k-ÇÏ ÓŒÅÒÈÕ ÜÔÁÖÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ Œ ÐÒÉÚÍÅ ÌÅÖÉÔ ÒÏŒÎÏ k^2 ËÕÂÉËÏŒ. óËÌÁÄÙŒÁÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÜÔÁÖÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÍ ÐÒÉÚÍÙ ÒÁŒÅÎ

T_1 + T_2 + · · · + T_n + 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 =

= T_1 + T_2 + · · · + T_n + 2 (T_1 + T_2 + · · · + T_n) − n (n + 1) 2 ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÉÚ ÚÁÄ. 10.1.

úÁÄÁÞÁ 10.2. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÄ. 10.1, ÒÉÓ. 10.5 É ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 É T_1 + T_2 + · · · + T_n .

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ŒÍÅÓÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÚÍÙ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÉÌÉ ËÕÂ.

úÁÄÁÞÁ 10.3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÆÉÇÕÒÕ, ÏÓÔÁÀÝÕÀÓÑ ÐÏÓÌÅ ŒÙÒÅÚÁÎÉÑ ÉÚ ËÕÂÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n×n×n ÕÇÌÏŒÏÇÏ ËÕÂÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ (n − 1) × (n − 1) × (n − 1). ëÁËÏÊ Õ ÎÅÅ ÏÂSSÅÍ ?

ïÔŒÅÔ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÏÐÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 10.6, Á ÒÑÄÏÍ, ÎÁ ÒÉÓ. 10.6, ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÉÚ ÔÁËÉÈ ÆÉÇÕÒÏË ÓÌÏÖÉÔØ ËÕÂ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n × n.

úÁÄÁÞÁ 10.4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ É ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÒÉÓ. 10.6 É ÒÉÓ. 10.6

??? ???

òÉÓ. 10.6. òÉÓ. 10.7.

äŒÏÊÎÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÙÈ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÔÏÄÏÍ ÄŒÏÊ- ÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ T_k = 1 + 2 + 3 + · · · + k , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

T_1 + T_2 + T_3 + · · · + T_{n−1} + T_n = = 1 + 1 + 1 + · · · + 1 + 1 + + 2 + 2 + · · · + 2 + 2 + + 3 + · · · + 3 + 3 + · · · · · · · · · + (n − 1) + (n − 1) + + n äÏÐÏÌÎÉÍ ÜÔÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÄÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ

1 + 1 + 1 + · · · + 1 + 1 + + 2 + 2 + 2 + · · · + 2 + 2 + + 3 3 + 3 + · · · + 3 + 3 + · · · · · · · · · · · · · · · · · · + (n − 1) + (n − 1) + (n − 1) + · · · + (n − 1) + (n − 1) + + n + n + n + n + n + n

óÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÒÁŒÎÁ T_n = n (n + 1) 2 , É ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ

ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÒÁŒÎÁ n^2(n + 1) 2 . ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÎÁ ÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÁÈ. œÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÙ ÄÏÂÁŒÉÌÉ ÏÄÎÕ ÄŒÏÊËÕ, Œ ÔÒÅÔØÅÊ | ÄŒÅ ÔÒÏÊËÉ, Ô. Å. 2 · 3, Œ ÞÅÔŒÅÒÔÏÊ | ÔÒÉ ÞÅÔŒÅÒËÉ, Ô. Å. 3 · 4, É Ô. Ä. îÁËÏÎÅÃ, Ë n-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÒÉÂÁŒÉÌÏÓØ n (n − 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÂÏÌØÛÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÕÄŒÏÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ô. Å. ÎÁ

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · · + (n − 1)n = 2 (T_1 + · · · + T_{n−1}) :

íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:

T_1 + T_2 + · · · + T_n + 2 (T_1 + T_2 + · · · + T_{n−1}) = n^2(n + 1) 2 ÏÔËÕÄÁ 3 (T_1 + · · · + T_n) − 2T_n = n^2(n + 1) 2 , Ô. Å.

3 (T_1 + T_2 + · + T_n) = n^2(n + 1) 2 + n (n + 1) = n(n + 1)(n + 2) 2 ; É ÚÎÁÞÉÔ, T_1 + T_2 + · + T_n = 1 6 n (n + 1) (n + 2). îÅ ÐÒÁŒÄÁ ÌÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÞÅÍ ÔÏ ÐÏÈÏÖ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ?

úÁÄÁÞÁ 10.5. ðÅÒÅÐÉÛÉÔÅ œÁÛÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄ. 10.2 ÎÁ ÑÚÙËÅ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ œÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÑÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÄÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ! ).

úÁÄÁÞÁ 10.6. ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÉÌÉ ÔÒÏÊÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁÊÄÉÔÅ:

Á) ÓÕÍÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ 1^2 + 2^2 + · · · + n^2;

Â) ÓÕÍÍÕ ËÕÂÏŒ 1^3 + 2^3 + · · · + n^3;

Œ) ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÙÈ n ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ð_1 + ð_2 + · · · + ð_n, ÇÄÅ

ð_k = T_1 + T_2 + · · · + T_k = k(k + 1)(k + 2) 6 : ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. åÝÅ ÄŒÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÓÎÏ- ŒÙŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÚÁÄ. 2.12, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ T_{n+k} = T_n + T_k + n · k :

ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

T_1 + T_2 + T_3 + T_4 + · · · + T_{2n−1} + T_{2n} = = (T_1 + T_2) + (T_3 + T_4) + · · · + (T_{2n−1} + T_{2n}) = 2^2 + 4^2 + · + (2n)^2 = = 4 ( 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 ) = 8 (T_1 + T_2 + · · · + T_n ) − 2 n (n + 1) :

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ

T_{n+1} + T_{n+2} + · · · + T_{n+n} = = (T_n + T_1 + n · 1) + (T_n + T_2 + n · 2) + · · · + (T_n + T_n + n · n) = = n T_n + T_1 + T_2 + · · · + T_n + n (1 + 2 + · · · + n) = = 2 n T_n + (T_1 + T_2 + · · · + T_n) :

É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

T_1 + T_2 + · · · + T_n + T_{n+1} + · · · + T_{2n} = = (T_1 + T_2 + · · · + T_n) + 2n T_n + (T_1 + T_2 + · · · + T_n) = = 2 (T_1 + T_2 + · · · + T_n) + 2 n T_n :

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÄŒÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ T_1 + · · · + T_{2n}, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ 8 (T_1 + T_2 + · · · + T_n) − 2 n (n + 1) = 2 (T_1 + T_2 + · · · + T_n) + 2 n T_n ;

ÏÔËÕÄÁ 6 (T_1 + T_2 + · · · + T_n) = 2 n T_n + 2 n (n + 1) = n (n + 1) (n + 2).

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ð_n ËÏÍÂÉÎÉÒÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ó ÄŒÏÊÎÙÍ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ:

T_1 + T_2 + · · · + T_n =

= (1) + (1 + 2) + (1 + 2 + 3) + (1 + 2 + 3 + 4) + · · · + (1 + 2 + 3 + · · · + n) = = n · 1 + (n − 1) · 2 + (n − 2) · 3 + · · · + 3 · (n − 2) + 2 · (n − 1) + 1 · n = = (T_{n+1} − T_1 − T_n) + (T_{n+1} − T_2 − T_{n−1}) + (T_{n+1} − T_3 − T_{n−2}) + · · · · · · + (T_{n+1} − T_{n−2} − T_3) + (T_{n+1} − T_{n−1} − T_2) + (T_{n+1} − T_n − T_1) = = n T_{n+1} − (T_n − T_{n−1} + · · · + T_1) − (T_1 + T_2 + · · · + T_n) ;

ÏÔËÕÄÁ 3 (T_1 + T_2 + · · · + T_n) = n T_{n+1} = 1 2 n (n + 1) (n + 2) .

úÁÄÁÞÁ 10.7^∗. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ð_{m+n}. íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÉÓÌÁ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁ- ÆÅ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ, ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÅ | ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÉÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ:

n-ÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ÐÉÒÁÍÉÄÕ (ÏÔÒÅÚÏË) ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n É ÒÁŒÎÏ 1 + 1 + 1 + · · · + 1 = n 1 ; n-ÏÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ T_n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÐÉÒÁÍÉÄÕ (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË) ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n É

ÒÁŒÎÏ 1 + 2 + 3 + · · · + n = n (n + 1)

1 · 2 ; n-ÏÅ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ð_n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÕÀ ÐÉÒÁÍÉÄÕ (ÔÅÔÒÁÜÄÒ) ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n É

ÒÁŒÎÏ T_1 + T_2 + T_3 + · · · + T_n = n (n + 1) (n + 2) 1 · 2 · 3 ; n-ÏÅ : : :-ÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ : : : ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÕÀ ÐÉÒÁÍÉÄÕ (ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ) ÓÏ ÓÔÏÒÏ- ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n É ÒÁŒÎÏ ð_1 + ð_2 + ð_3 + · · · + ð_n = : : : .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

úÁÄÁÞÁ 10.8^∗. úÁÐÏÌÎÉÔÅ ÐÒÏÐÕÓËÉ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÁÂÚÁÃÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÅÒÅÞÎÑ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÎÕÀ œÁÍÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ n-ÔÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏ-ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ð_1 +ð_2 + ð_3 + · · · + ð_n. ðÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÅÒÅÞÅÎØ ÄÁÌØÛÅ.

úÁÄÁÞÁ 10.9^∗. ðÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÈ, ÐÑÔÉÍÅÒÎÙÈ É ÐÒÏÞÉÈ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

œ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÕÖÅ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ŒÙÈÏÄÉÔØ ÚÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÁÍËÉ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ Ï ÞÉÓÌÁÈ É ÓÕÍÍÁÈ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍÉ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁ- ÎÉÍÁÔØÓÑ Œ ÒÁÍËÁÈ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÙ | ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ, ËÏÔÏÒÕÀ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÓÔÏÉÔ ÉÚÕÞÉÔØ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓŒÑÔÉŒ ÜÔÏÍÕ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ (ÁŒÔÏÒÙ ÒÁÓÓÞÉÔÙŒÁÀÔ Œ ÓËÏÒÏÍ ÂÕÄÕÝÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ËÎÉÖËÕ ŒÒÏÄÅ ÜÔÏÊ). úÄÅÓØ ÖÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÛØ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÒÉÏÔËÒÏÅÍ ÄŒÅÒØ Œ ÅÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÉÒ É ÏÂÓÕÄÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ (ÉÚ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÈ) ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ðÁÓËÁÌÑ. œ § 5 ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÅÄÉÎÉÃ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ É ÒÑÄ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ (ÓÍ.ÚÁÄ. 5.11 É ÚÁÄ. 5.10): 1 1 1 1 2 1 1 3 3 1 1 4 6 4 1 1 5 10 10 5 1 1 6 15 20 15 6 1 1 7 21 35 35 21 7 1 1 8 28 56 70 56 28 8 1 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · òÉÓ. 10.8. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 10.10. îÁÊÄÉÔÅ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ ÒÑÄÙ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ É ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉ- ÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ, Á ÞÉÓÌÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ | ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÔÁËÖÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ. þÉÓÌÏ, ÓÔÏÑÝÅÅ ÐÏÄ k-ÔÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÎÁ n-ÔÏÍ ÜÔÁÖÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C^k_n (ÞÉÔÁÅÔÓÑ ĂÃÜ ÉÚ ÜÎ ÐÏ ËÁĄ)

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÚÁÄ. 5.10, ÞÉÓÌÁ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ŒÄÏÌØ ÂÏËÏŒÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, É ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÄŒÕÈ ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁÄ ÎÉÍ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ, Ô. Å.

C^k_n = C^{k−1}_{n−1} + C^k_{n−1} (10-1)

üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË.

úÁÄÁÞÁ 10.11. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ n-ÔÏÇÏ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ëÁËÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÓÏÞÅ- ÔÁÎÉÊ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ?

úÁÄÁÞÁ 10.12. ëÁËÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÒÁŒÎÙ ÓÕÍÍÙ:

Á) C^0_n + C^1_{n+1} + C^2_{n+2} + · · · + C^m_{n+m} ;

Â) C^0_n + C^1_{n−1} + C^2_{n−2} + · · · (ËÓÔÁÔÉ, ÓËÏÌØËÏ ÔÕÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ? ).

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ, ÑŒÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÝÕÀ C^k_n ÞÅÒÅÚ n É k, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÄ. 5.9, ÇÄÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÛÁÒÉË ÍÏÖÅÔ ÕÐÁÓÔØ Œ k-ÔÕÀ ËÏÍÎÁÔÕ n-ÔÏÇÏ ÜÔÁÖÁ ÌÁÂÉÒÉÎÔÁ ÎÁ ÒÉÓ. 5.1. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÍÁÒÛÒÕÔ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ, ÓËÁÚÁŒ ËÕÄÁ | ÎÁÐÒÁŒÏ ÉÌÉ ÎÁÌÅŒÏ | ÐÏŒÅÒÎÕÌ ÛÁÒÉË ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ ÎÕÌÅŒÏÍ ÜÔÁÖÅ, ÐÏÔÏÍ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÜÔÁÖÅ, ÐÏÔÏÍ ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ É Ô. Ä. ŒÐÌÏÔØ ÄÏ (n − 1)-ÇÏ ÜÔÁÖÁ. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁÐÒÁŒÏ ÂÕËŒÏÊ Ð, Á ÐÏ- ŒÏÒÏÔ ÎÁÌÅŒÏ | ÂÕËŒÏÊ Ì, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏÍ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍ ÉÚ ÂÕËŒ Ì É Ð. œÓÅÇÏ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ n ÂÕËŒ, Á ÔÁË ËÁË ÛÁÒÉË ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Œ ËÏÍÎÁÔÅ Ć k, Ô. Å. ÄÏÌÖÅÎ ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÏŒÎÏ k ÐÒÁŒÙÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ^1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÉÚ k ÂÕËŒ Ð É (n − k) ÂÕËŒ Ì, ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÅ

ÐÐ : : : Ð k ÌÌ : : : Ì n−k þÔÏÂÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ, ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÙÑÓÎÉÍ, ÓËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÅ- ÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÅ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÂÕËŒ.

úÁÄÁÞÁ 10.13. óËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ ! ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ:

Á) ÏË, ÒÏË, ÕÒÏË, ÔÕÒÏË;

Â) Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ k-ÂÕËŒÅÎÎÏÍ ÓÌÏŒÅ ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÂÕËŒ ?

åÓÌÉ Œ ÓÌÏŒÅ ÅÓÔØ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÂÕËŒÙ, ËÁË, ÓËÁÖÅÍ, Œ ÓÌÏŒÅ ÔÏÐÏÒ, ÔÏ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÄÅÌÁÅÍ ÉÈ ÒÁÚÎÙÍÉ, ÓÎÁÂÄÉŒ ÄŒÅ ÂÕËŒÙ Ï ÉÎÄÅËÓÁÍÉ, Ô. Å. ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁŒ ÉÈ. ðÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÅ ÔÏ_1ÐÏ_2Ò, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ 5! = 120 ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏŒ. åÓÌÉ ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÓÏÔÒÅÍ ÉÎÄÅËÓÙ, ÄÅÌÁÀÝÉÅ ÄŒÅ ÂÕËŒÙ Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÂÕÄÕÔ ÐÒÅŒÒÁÝÁÔØÓÑ Œ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÏ_1ÐÏ_2Ô É ÒÏ_2ÐÏ_1Ô ÐÒÅŒÒÁÔÑÔÓÑ Œ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÌÏŒÏ ÒÏÐÏÔ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ É Œ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÓÌÏŒÏ Ó ÎÅÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ ÐÒÅŒÒÁÔÑÔÓÑ ÐÒÉ ÓÔÉÒÁÎÉÉ ÎÕÍÅÒÏŒ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÓÌÏŒÁ Ó ÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ, ÉÂÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÄŒÅ ÂÕËŒÙ ÏÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏŒÅ ÍÏÖÎÏ ÒÏŒÎÏ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÅ ÔÏÐÏÒ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 5!=2 = 60 ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏŒ.

1ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ĂÌÅŒÏĄ É ĂÐÒÁŒÏĄ Ó ÐÏÚÉÃÉÉ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌÑ, ÔÁË ÞÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏŒÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÂÕËŒ Ì ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ŒÄÏÌØ ÌÅŒÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ ÌÁÂÉÒÉÎÔÁ úÁÄÁÞÁ 10.14. óËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ ! ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ:

Á) ËÏË, ËÕÒÏË, ÍÏÌÏËÏ, ËÏÌÏÂÏË ; Â) Á_1Á_1 : : : Á_1

m_1

Á_2Á_2 : : : Á_2

m_2

: : : Á_kÁ_k : : : Á_k

m_k ; Œ) ÁÁ : : : Á k ÂÂ : : : Â m ? éÔÁË, ÅÓÌÉ ŒÙ ÒÅÛÉÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÔÏ ÐÏÎÑÌÉ, ÞÔÏ

C^k_n = n! k! (n − k)! = n (n − 1) (n − 2) · · · (n − k + 1) k (k − 1) (k − 2) · · · 1 ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÄÎÏ-, ÄŒÕ-, ÔÒÅÈ- É ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ:

ð^{(1)}_n^{def}= n 1 + 1 + · · · + 1 n = C^1_n

ð^{(2)}_n^{def}= n∑ i=1 ð^{(1)}_i T_n = n (n + 1) 2 = C^2_{n+1}

ð^{(3)}_n^{def}= n∑ i=1 ð^{(2)}_i = n (n + 1) (n + 2) 6 = C^3_{n+2}

ð^{(4)}_n^{def}= n∑ i=1 ð^{(3)}_i = n (n + 1) (n + 2) (n + 3) 24 = C^3_{n+2}

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ É ÓÕÍÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ðÒÉ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÉ œÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÚ ÚÁÄ. 5.12 É ÚÁÄ. 5.13 ÄÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ (1 + x)^m É (a + b)^m.

úÁÄÁÞÁ 10.15. œÙÞÉÓÌÉÔÅ C^0_n + C^1_n + C^2_n + · · · + C^n_n ; É C^0_n − C^1_n + C^2_n − · · · + (−1)^nC^n_n . úÁÄÁÞÁ 10.16^∗. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ:

Á) C^0_n + C^2_{n+1} + C^4_{n+2} + · · · Â) C^1_n + 2 C^2_n + · · · + n C^n_n Œ) C^0_n + 2 C^1_n + · · · + (n + 1) C^n_n Ç) ( C^0_n

)_2 + ( C^1_n

)_2 + · · · + (C^n_n )^2 úÁÄÁÞÁ 10.17. œÙÒÁÚÉÔÅ n-ÔÏÅ ÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ É ËÕÂÏŒ ÐÅÒŒÙÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ^1 É ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 1^3 + 2^3 + · · · + n^3.

úÁÄÁÞÁ 10.18. œÙÒÁÚÉŒ C^4_n ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ 1^4 + 2^4 + · · · + n^4.

1âÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ŒÙÒÁÚÉÔØ ÓÕÍÍÕ k-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÞÅÒÅÚ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. åÅ ŒÐÅÒŒÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÌ ñËÏÂ âÅÒÎÕÌÌÉ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÑÈ ÓÕÍÍ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÞÅÒÅÚ C^k_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÅÇÏ ÞÅÓÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ.

ïÔŒÅÔÙ, ÒÅÛÅÎÉÑ, ÐÏÄÓËÁÚËÉ

œ ÜÔÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ ÏÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ (ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÅÍ) ÚÁÄÁÞÁÍ. îÅ ÓÐÅÛÉÔÅ ÚÁÇÌÑÄÙŒÁÔØ ÓÀÄÁ | ÐÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÓÁÍÉ! äÁÖÅ ÅÓÌÉ Õ œÁÓ ÎÉËÁË ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÏÌÅÔØ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÌÕÞÛÅ ÏÔÌÏÖÉÔÅ ÅÅ ÛÔÕÒÍ ÎÁ ËÁËÏÅ-ÔÏ ŒÒÅÍÑ, ÐÏÞÉÔÁÊÔÅ ÄÒÕÇÉÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ÜÔÏÊ ËÎÉÖËÉ, Á ÐÏÔÏÍ ŒÎÏŒØ ŒÅÒÎÉÔÅÓØ Ë ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑÍ ÎÁÄ ÎÅÊ | ÞÁÓÔÏ ÔÒÕÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ĂÓÁÍÁ ÓÏÂÏÊĄ ÐÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÅÒÅÒÙŒÁ.

: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ § 1

: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ § 2 2.2: ŒÓÅÇÏ 12-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÔÒÉ: , , . 2.3: n = 36.

2.4: 5^2 = 3^2 + 4^2, 10^2 = 6^2 + 8^2 É 13^2 = 12^2 + 5^2.

: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ § 3

: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ § 4

: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ § 5 5.9: ÏÔŒÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 10.8

: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ § 6

: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ § 7 7.1: ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÅÛÅÈÏÄÁÍÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v_1 −v_2 ËÍ=Þ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÞÅÒÅÚ 1 v_1 − v_2

ÞÁÓÏŒ, É ÚÁ ÜÔÏ ŒÒÅÍÑ ÐÅÒŒÙÊ ÐÅÛÅÈÏÄ ÐÒÏÊÄÅÔ 1 1 − (v_2=v_1)

ËÍ, Á ŒÔÏÒÏÊ 1 (v_1=v_2) − 1

ËÍ .

: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ § 8

: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ § 9 9.3: ÐÕÎËÔ (Á) ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÕÎËÔÁ (Œ); Œ (Œ) ÖÅ ÎÁÄÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ: 1 a_ka_{k + 1} = 1 d ( 1 a_k − 1 a_{k + 1} )

ÇÄÅ d | ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ ÓÕÍÍÕ É ŒÙÎÏÓÑ d ÚÁ ÓËÏÂËÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔŒÅÔ: 1 d ( 1 a_1 − 1 a_{n + 1} ) = n a_1a_{n + 1} : œ ÐÕÎËÔÅ (Â) ÎÁÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ŒÉÄÅ: 1 k(k + 1)(k + 2) = 1 2 ( 1 k(k + 1) − 1 (k + 1)(k + 2) ) = 1 2 ( 1 k − 2 k + 1 + 1 k + 2 ) :

ðÏÓÌÅ ŒÓÅÈ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ 1 2 − 1 100 + 1 101 . : : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ § 10