Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 20 12 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Űěŕŋżě ďřőąĺ

M20^1_2 ⋄1^∘ (ŕřőďőńęěŋĺě ğăď. M4^1_2 ⋄9 ő łşğŋěůĺłăţ). Ŋăřĺśşěň ć ŕěřćőň łőőřďĺŋăšŋőň łćă-

ďřăŋšě ńşů y = αx ś ĺřřăűĺőŋăńĳŋżň α > 0 ĺ řăśśňőšřĺň ńőňăŋżě, őčřăŋĺůĺćă¿źĺě ćżŕşłńżě őąőńőůłĺ űěńżţ šőůěł, ńěęăźĺţ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ćżÿě ĺ ŋĺęě ¡šőčő ńşůă (śň. řĺś. 20.1). Ğăŋşňěřşěň ćěřÿĺŋż Ti ŋĺęŋěľ ńőňăŋőľ ů-ěšŋżňĺ, ă ćěřţŋěľ | ŋěů-ěšŋżňĺ űěńżňĺ ĺŋďěłśăňĺ ŕőďř£ď śńěćă ŋăŕřăćő šăł, ůšőąż [T_0T_2] ążń ŕěřćżň ŋěćěřšĺłăńĳŋżň řěąřőň ŋă ŋĺęŋěľ ńőňăŋőľ, ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ (pn, qn) łőőřďĺŋăšż šőůłĺ Tn, ă ůěřěğ an | ůĺśńő łşśłőć, ŋă łőšőřżě ďěńĺšś£ řěąřő [Tn_{−2}Tn] ńěęăźĺňĺ ŋă ŋ-ěň űěńżňĺ šőůłăňĺ. Ŕőŕřőśĺň šěŕěřĳ łşğŋěůĺłőć ć ğăď. M4 12 ⋄9 ŕřżčăšĳ ĺğ ŋăůăńĳŋőčő ŕőńőęěŋĺ£ šăł, ůšőąż ŕřżęőł łăęďżľ řăğ śőćěřÿăń šőš łřăľŋĺľ łşğŋěůĺł, łőšőřżľ ŋăţőďĺšś£ ŕő šş ęě śšőřőŋş őš ńşůă y = αx, ůšő ĺ śřěďŋĺľ. Şąěďĺšěśĳ, ůšő łşğŋěůĺłĺ ŕőążćă¿š ćő ćśěţ űěńżţ šőůłăţ őąěĺţ čřăŋĺůŋżţ ńőňăŋżţ (ĺ šőńĳłő ć ¡šĺţ šőůłăţ), ĺ ďőłăęĺšě ůšő :

ă) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ( p_2n q_2n ) ĺ ( p_2n_{+1} q_2n_{+1} ) ňőŋőšőŋŋż; ą) { pn = anpn_{−1} − pn_{−2} qn = anqn_{−1} − qn_{−2} ć) { pn_{−1}qn − pnqn_{−1} = (−1)n pn_{−2}qn − pnqn_{−2} = (−1)n^{−1}an

č) 1

qn (qn + qn_{+1}) < | | |α − pn qn | | | < 1 qnqn_{+1}

; ď) lim_{n→∞}^{pn}_{qn} = α .

M20^1_2 ⋄2. Ůšő ĺğňěŋĺšś£, ěśńĺ ć ğăď. M20^1_2 ⋄1 ćğ£šĳ α ∈Q ? M20^1_2 ⋄3. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő α ∈ R őąřăğşěň ŕőśńěďőćăšěńĳ-

ŋőśšĺ (an) ĺ (rn), ŕőńăčă£ ∀ i ¿ 0 ai = [ri] (űěńă£ ůăśšĳ ri) , ri_{+1} = (ri − ai)^{−1} ĺ r_0 = α. Łăł ść£ğăŋż ¡šĺ ai ś őďŋőĺň-ěŋ-ŋżňĺ ůĺśńăňĺ ĺğ ğăď. M20 12 ⋄1, ěśńĺ α > 0?

Řĺś. 20.1.

Űěŕŋă£ ďřőąĳ | ¡šő łőŋěůŋőě ĺńĺ ąěśłőŋěůŋőě ćżřăęěŋĺě a0 +1/(a1 +1/(a2 + . . . ))

(śň. řĺś. 20.2). Ćěńĺůĺŋż ai ŋăğżćă¿šś£ ¡ńěňěŋšăňĺ űěŕŋőľ ďřőąĺ (ŕőśńěďŋĺľ ¡ńěňěŋš łőŋěůŋőľ űěŕŋőľ ďřőąĺ ćśěčďă ŕřěďŕőńăčăěšś£ őšńĺůŋżň őš 1). Ěśńĺ ai ∈

R ĺ śşźěśšćşěš łőŋěůŋżľ lim_{n→∞} a0 + 1/(a1 + 1/(a2 + . . . + 1/(an−1 + 1/an) . . . )) = α, šő

ďřőąĳ (20.2) ŋăğżćăěšś£ śţőď£źěľś£, ă α ŋăğżćăěšś£ ě-ě ğŋăůěŋĺěň. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ űěŕŋş¿ ďřőąĳ łăŋőŋĺůěśłőľ, ěśńĺ a_0 ∈ Z, ĺ ai ∈ N ŕřĺ i ¿ 1.

a_0 + 1 a_1 + 1 a_2 + ...

Řĺś. 20.2.

M20^1_2 ⋄4. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ąěśłőŋěůŋżě łăŋőŋĺůěśłĺě űěŕŋżě ďřőąĺ śţőď£šś£, ĺ, śőŕőśšăćń££

łăŋőŋĺůěśłĺň űěŕŋżň ďřőą£ň (łăł łőŋěůŋżň, šăł ĺ ąěśłőŋěůŋżň) ĺţ ğŋăůěŋĺ£, ňż ŕőńşůăěň ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ňŋőęěśšćőň šăłĺţ ďřőąěľ ĺ R.

M20^1_2 ⋄5. Ćżůĺśńĺšě 1 + 1/(2 + 1/(3 + 1/(1 + 1/(2 + 1/(3 + · · · ))))) . Ćś£łă£ ńĺ ŕěřĺőďĺůěśłă£ łăŋő-

ŋĺůěśłă£ ďřőąĳ şďőćńěšćőř£ěš łćăďřăšŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ?

M20^1_2 ⋄6. Řăğńőęĺšě ć łăŋőŋĺůěśłĺě űěŕŋżě ďřőąĺ ůĺśńă ă) √ 3 , ą) √ 5 , ć) √ 43 , č) √ 57. Őśšăšłĺ ĺ łőŋćěřčěŋšż. Ń¿ąőľ ŋăůăńĳŋżľ őšřěğőł a0 + 1/(a1 + 1/(a2 + . . . + 1/(an−1 + 1/an) . . . )) űěŕŋőľ

ďřőąĺ (20.2) ňőęŋő ťőřňăńĳŋő śćěřŋşšĳ ć őążłŋőćěŋŋş¿ ďřőąĳ pn/qn, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżŕőńŋĺć (ąěğ ÀśőłřăźěŋĺľÁ) ćśě ŕřěďŕĺśăŋŋżě śŕřăćă ŋăńěćő ďěľśšćĺ£. Šăł, p_0/q_0 = a_0/1, p_1/q_1 = (a_0a_1 + 1)/a_1 ĺ š. ď. Šăłă£ pn/qn ŋăğżćăěšś£ n-šőľ ŕőďţőď£źěľ ďřőąĳ¿ (ĺńĺ łőŋćěřčěŋšőľ) űěŕŋőľ ďřőąĺ (20.2). Ěśńĺ (20.2) śţőďĺšś£, šő ůĺśńă rn ∈ R, šăłĺě ůšő a_0 + 1/(a_1 + 1/(a_2 + . . . )) = a_0 + 1/(a_1 + 1/(a_2 + . . . + 1/(an_{−1} + 1/rn) . . . )), ŋăğżćă¿šś£ ě-ě őśšăšłăňĺ; ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, rn = an + 1/(an_{+1} + 1/(an_{+2} + . . . )).

M20^1_2 ⋄7. Łăł ść£ğăŋż łőŋćěřčěŋšż łăŋőŋĺůěśłőľ űěŕŋőľ ďřőąĺ ś (p_n, q_n) ĺğ ğăď. M20^1_2 ⋄1? M20^1_2 ⋄8. Łăłĺě ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ ğăď. M20^1_2 ⋄1 ćěřŋż ďń£ űěŕŋżţ ďřőąěľ ś ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ a_i ∈R ?

Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ (20.2) śţőďĺšś£ ł α, šő α = (rnpn_{−1} − pn_{−2}) / (rnqn_{−1} − qn_{−2}) ∀n.

M20^1_2 ⋄9^*. Ďőłăęĺšě, ůšő űěŕŋă£ ďřőąĳ (20.2) ś ŕőńőęĺšěńĳŋżňĺ a_i ∈R śţőďĺšś£ šőčďă ĺ šőńĳłő

šőčďă, łőčďă řăśţőďĺšś£ ř£ď P ai.